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Komposition
und Klassenzahlen biniirer quadratischer Formen

von

Hozst PFEUFFER (Mainz)

Die klassische Kompositionstheorie guadratischer Formen in zwef
Variablen von Gauss ([1], Artikel 234-261, 286-287) und Dedekind ([2],
X. Supplement) zur Bestimmung der Aﬂzahl der Geschlechter fester Dis-
kriminante kann mittels der Idealtheorie quadratischer Zahlkérper be-
griindet werden {efwa [4], 8. 261-292), wobei sich ein Zusammenhang
zwischen Klagsenzahlen quadrafischer Formen und Ringklassenzablen des
Zaohlksrpers ergibt. Bine direkte Ubertragung auf sndere Grundringe
als Z gcheint nur méglich zu sein, wenn man sich auf Ideale beschrinlkt,
die eine Modulbasis haben (vergl. [11] und [12]). Betrachtet man jedoch
quadratische Formen auf projektiven Moduln 4 vom Rang zwei mit
endlich vielen, aber nicht notwendig nur zwei Erzeugenden tiber einem
Dedekind-Ring o, so ergibt sich ans der Komposition von Moduln, wenn
der Quotientenkérper K von o ein algebraischer Zahlkorper ist, ebenfalls
eine Bezichung zwischen verschiedenen Klassenzahlen, die hier bewiesen
werden soll.

Die aunf den- K-Vektorranm V = kt%ui forbgesetzte quadratische

Form g kann durch einen Skalarfaktor, der Klassenzahlen nicht éndert, go
normiert werden, dafl es Elemente e in ¥ mit ¢(e) = 1 gibt. Da chark =
vorausgesetzt wird, ist damit ¥ bis auf Isometrie durch seine THgkrimi-
nante @V bestimmt. V gel keine hyperbolische Ebene, also § = —dV
kein Quadrat in %; dann ist K = k(V8) eine quadratizche E1we1terung,
und die Norm N = Ny, definiert auf dem zweidimensionalen %-Vektor-
raum K eine guadratische Form, welche 1 darstellt. Die zugehomge yymi-
metrische Bilinearform ist

(#,9) = N(s+y)—N@)—~N(y) = 8(=p)

mit der Spurd = S, ihre Digkriminante dK = —4. Man darf also
V=Kundg=N annehmeu



324 I, Pleuffer

Der erzengende Automorphismus J: a—& von I/k ish eine Ysomefirie
von V, und zwar eine Spiegelung. Die Multiplikation mit y aus X ist genan
dann ¢ine Isometrie, wenn N (y} = 1 ist. Die spezielle orthogonale Gruppe
8O(V) kann mit dem Novmkern N, = {y € | N (¥} = 1} = K7 jden-
tifiziert werden.

Grundlage der Kompositionstheorie ist das fiir zwel p-Moduln 4
und B auf K durch

AB m{ ng/l meA,yeB}

ondl,

definierte Modulprodukt. Sind 4 und B endlich erzeugbare o-Moduln,
g0 atch AB. Ist ciner der Moduln ein Ring o’ mit ing, so ist dag Produks
p'A der von A crzeugte o’-Modul.

Fir einen Primdivisor p von % bezeichne o, den diskreten Bewer-
tungsring aller fiir p ganzen Hlemente von & und 4, = 0,4 die Lokali-
sierung von A nach p innerhold K. Tir endlich leeugbmrc p-Moduln ist 4,
freier o,-Modul vom Rang zwel und 4 = ﬂAP, wo p alle Prlmdlwsoren

von k durchliutt. Ist O der ganze Abschluﬁ vom o in K, 50 hesbeht der
ganze Abschluf D, = 0,0 = ﬂDqB von o, in K aus den fir p ganzen

Llementen von K und ist om a;clmlolmlel Hauptidealring. D, hat ecine
p-Ganzheitsbasis {1, b}.

Die endlich erzengbaren o-Moduln 4 < K vom Rang zwei sind Gitter
anf ¥V im Sinne von O’Meara. Zu jedem von ihnen gibt es, da auch O

. 1
endlich erzeughar ist ([6], §127), ein Element a von o mit D4 ¢ — 4

o
oder aDA < A4 ([8], 81.1), das heiBt das Vielfachenideal ¢O in K dos
Divisors (a) von & besteht aus Multiplikatoren von 4, Gilt dasselbe fir
zwel beliebige ganze Divigoren a und b von %, s0 auch fiir ihren grifiten
gemeingamen Teiler:

{0, 0)pd == (ap +bg) A = apd--Dpd o A,

Dabel igh mit ap = aD dag Vielfachenideal in £ des Divisors ae 9,
bezeichnot; dag Vielfachenideal in % wird chenfalls ¢ genannt. I3 gibt
also einen im Teilbarkeitssinne kleinsten ganzen Divisor § von k mit .4
= A. Diescr heilit Fihrer von 4. Die Moduln, die den Binsdivisor ¢ zum
Fihrer haben, sind offenbar die (gebrochenen) Ic“[ea.le von K., Unter dem
Fihrer von .4, hat man dic niedrigste Potenz p* zu verstehen derart,
daB allo D,-Vieltachen von p* Multiplikatoren von 4, sind. Hat A Fithrer
f, 80 hat A Fithrer §,, womit der p-Anteil von f oder .mch das Ideal sciner
Dy Vlelfachen bezeichnet wird.
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Die endlich erzeugharen Moduln B, die zugleich Ringe mit Bins sind,
bestehen aus Elementen von 0. Der Fihrer von R ist der kleinste Divisor
§ von & mit fx = K. Dann legt auch der durch o; = 0+ {5 definierte Ring
in B, und durch Liokalisierung nach p folgt

0,0 = 0, Df,0 = B, € O, = 0, Bn,b,

also B, = 0, @p"b mit p’if,. Da R, den Fihrer f, hat, folgt p* = f,, also_
R, = py0; fiir jedes p und damit

R == ={wellex. Eck: » = & (mod §)}.

Die Ordnungen o; sind zwar nicht ganz-abgeschlossen, aber noe-
thersch. Alle jhre Primideals sind maximal, und jedes Ideal hat eine ein-

r 7
dentige Darstellung 4 = ﬂQ- = H @; durch paarweise teilerfremde Pri-

mirideale @,, die aber mcht Potenzen ihres zugehdrigen Primideals P; zu
sein brauchen. Bin Ideal ist genau dann zn A4 teilerfremd, wenn es zu
jedem P, teilerfremd ist ([6], § 112, 113, 127). Die I—’mmzdealtmle} P von
T i o; enisprechen eineindeutiy den Pwimdiwiswm plf mittels p = Pno,
P = p+ {g. Fiir diese ist P, das einzige maximale Tdeal von o,0;, wihrend
fur p .t § stets 0,0; = O, wird. In jedem Falle ist

0,0; = (@ eD,| ex. £ek: w = £ (mod f,)}

und hat die o,-Basis {1, b}, Wo b; = #*b mit §, = p* und einem Primele-
ment = fiir p ist.
Tir zwei Elemente a, y ¢ K sei

_ 2N (z) S(zw)
@, y) = det (s@y) 2N(y))'

Bekanntlieh is$ by, der grofite gemeinsame Teiler aller d(z, y) mit o, ¥ € D.
Der grofte gemeingame Teiler dex d(z, y) mit m, y e 4 ist das Diskrimi-
nantenideal bA (in [8] volume genannt) des o-Moduls 4, gein p-Anfeil ist
b4, = d(z, y)o, mit einer heliebigen o,-Basis {, y} von 4,, insbesondere
s by = d(1, b)o, der p-Anteil von dgy,. Der o-Modul B = o, hat Diskri-
minantenideal

DR = fz Diepry

wie man durch lokale Betrachtung sieht. Die Norm dieses Moduls im Sinne
von O’Meara [8] ist der grifite gemeingame Teiler nR = 20 aller (@, &)
= 2N(x) mit » e B. Tlier ist ¢s zweckmiifiger, die Norm eines Moduls A
als den groften gemeinsamen Teiler N{4) = Ind aller ¥(2) mit w e A
zu definieren wie Eichler [5]. _

Ist a2 K* so hat ad denselben Fithrer wie A und die Invarianten
blad) = N{a)®»4 und N(ad) = N(a)N(4). Die Moduln ap; hilden eine



326 H. Pfeuffer

zu K*ju; isomorphe Gruppe # = 7, wo u; die Rinheitengruppe von 05
bezeichmet. Im Falle f = ¢ ist dies die Hauptdivisorgruppe #y von K,
Ebenso bilden die Moduln ap; mit a € &, eine zur Divisorengruppe @,
von & isomorphe Gruppe. Sie haben den Fihrer f, withrend dieg fiir O M 0;
nicht zu gelten braucht.

Satz 1. Folgende Bedingungen fir den o-Modul A auf K sind gleioh-
bedeutend:

(1) 4 hat Multiplikatorenving og.

(2) A hat den Pihrer f.

(3) Lis gibt @ € I so, daf ad ein 2u {5 primes Ideal von n; 481,

(4) A4 = N(A)o;.

(5) op A = 4 und es gibt o-Moduln A’ mit A4’ = o,

(6) bA = N(4)*f*bgyy. :

Beweis. {1=2): Wegen o; = 0-+{x gilt 04 € derfrd o A.

(2=-3): Durch einen Faktor aus K™ ist 4 = o; erreichbar. Liokal ist
dann fiir p .t {

Dy =0pfr S 0,(d+f5) = 00; = D,

Fir Primdivisoren p|f sei ='#, = a”(a,+ fob;) unter den Elementen w
= a+ fb; € A, mit minimalen Teiler p* = ao, -+ fo, gewshlt. Danit ist
A, < #'oy00. Falls ap ¢ p fir "o, € 4, vorkommt, ist Ay & 2P, =a'(p@®
@opby) und man setzd o, = @™, Falls stets a, ep, also B, ¢p ist, folgt
o—pBfs we € Ay, = p’*t fiir jedes @ €4, das heibt 4, = (4,n0,)®
@, 5. Wegen T, € 0,0; = 0,0; ist @ N (@) € 4,n0,. Wegen 8(»,) = %a,+
+hon 8By ep 18t a7 Fy = —a"Tm, (mod p,), also

a ' Ey (4, n0,) € (—a e, +0p) (Aypnny) € a7 e+ (4, nop) = 4,

Wiire anch «' ‘N () € 4,n0,, also a 'Ep’'s, = 4,, so folgte daraus
' By Ay = 4, Da aber wegen a,ep und f, ¢p das Bagiselement by
von 0,0,-1 durch »™'#, ersetzt werden kann, ist

—1 —~1—
Du0p-tf = 0, BOn~ @y == 0, Do, &,

68 wire o,0,-14, < .4, und 4 hitte nicht den Fithrer f. Folglich ist
o' N () ¢ A, Mo, und damit A, no, =o' N (@) 0y, also A, = a’wy{0, T, %)
= a'®,0,0p Man sebzb a, = (7'z,)"".
. Nach dem Approximationssatz gibt es ein # & X mit

a = ay(mod ayf,) fiir  plf,

o e, : fir  pti.
Damit igt (ad), = a,4, = o,0,; und (ad), & P, filr p|f und (ad), c 0,4,
< 4, fur p t §, das heibt ad < oy mit ad ¢ P fiir alle Primidealteiler P
von fr in 9. '
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(3=4): Da ad = &4, oF — N(a) und N{ad) = N(a)N(4) ist, kann
man anuehmen, dal 4 ein Ideal von o; mit 4 +fp = o; ist. Wegen A4
= (44), = M4yd, und N(d)yo; =N N{A4)o,0; geniigt ein lokaler

P » P

Beweis, Wenn p.f f ist, ist o,0; =0, Hauptidealring, etwa Ay, = 2D,
also 4, =D, und N(4), = N(2)n,, folglich 4,4, =a2TD, = N(4)p,0;.
Wenn p|{ ist, liegt o, fx im maximalen Ideal von 0,05, A, aber nicht, also
Ay =0,0; und 4,4, = 0,0; = N(4)o,0, da 4, Binheiten von D, 0; ent-
hilt.

{4=5): Der Multiplikatorenring von 4 ist endlich erzeugbarer o-Mo-
dul, etwa py. Da (1=-4) schon bewiesen ist, folgt N(4)gy = 44 = H(4)op,
also p;4 =, d = 4. Mit A" = N(4) 4 ist 44" — 0;-

(B=86): Es gibt endlich viele y, € A" mit ;Apy.,- = ;. Da Ay, < o; und

0;4 = A ist, sind alle Ay, Ideale von 055 A4y, Ideale von o, o, mit %’Apyﬁ

= 0,0;. Bel p ¥ ist jedes Tdeal von 0,0; = D, Hauptideal, bei p|f ist
0,07 lokal, also Ay, = o,o; fiir mindestens ein g, also stets A, = a0,04
und bd, = N (@) {0, = (N(4) Pdgy), fir jedes p.

(6=1): Eine o,-Basis {z, y} von 4, ist k-Basis von K, also gilt

bf(@/)m(ij:?o)(:j) mit &9, {, wek.

Da {1, b} ebentalls Basis von X ist, folgt 5, ¢ e &* und ¢ = wly = (ta+n)}
[(Ga+ o), also B(#) = (E—o)jt, N(2) = —n/¢ und

8(7) 2

(490 + (& — w)2);

d(z,y) = N(yYdet (ZN(ﬁ) S(z)) N (y)?

— iz
andererseits S(by) = £+ w, N(b;) = fwo—nl und d(1, by) = —dapt —
. et o . Mg _ Ny
—({§—w)® Folghich ist N(4,)® = 5 0, also N (4,) = o, und

N{z)

ebenso N (4,) =

0,. Nach Definition ist N (4,) = N ()0, -+ 8 (27)0, +-

+ ¥ (y)oy, folglich 5 eu,, falls ¥N(4,) = N{@)op, (§-0) e, falls N(4,)
= 8(2F)o, und { e, falls N{d;) = N(y)o, ist, sowic jedentails 5, é— o,
{ep, Zusammen mit 0 = N(bf) = fw (mod o,) folgt f,we oy, algo
g0y 70, + Lo+ w0, =0y, Wwas bedeutet, daB zwar b;, aber nicht by
= by~1; Multiplikator von 4, ist.

Aug diesem Satz lagsen sich die wohlbekannten Tatsachen folgern,

daf der Fithrer additiv, die Norm multiplikativ ist.
Denn hat etwa A den Fithrer f und B den Fiihrer p, so ist fo AR
S AB und gr B4 = BA, also der Fiihrer von AB ein Teiler von b = ({}, g)-.
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Wenn a, b eIl nach (3) mit ¢4 +Ffr =0; und ¥B-fgp =, gewihls
sind, folgt mit by = fx+ax

Dy =0 +hp = 0+0,y E 050y = abAB+adgg -FbBf - frax
5 f
S abAB 4-gr + fir = abAB +hr < 00, +HD S 0y,

und es begteht Gleichheif. Insbesondere bilden die Moduln vom Fihrer §
eine multiplikotive Gruppe 4 = ;. Die Norm N: #—2, ist cin Grop-
penhomomorphismus. Denn in der obigen Situation gilt

N(AB)oy = ABAB = AARE = N(4)oN(B)o, = N (4)N(B)o,,

also N(AB) = N(4)N(B). )

Zwel Moduln A und B sind ésometrisch, wenn es o e O(F) mit B
= A° gibt, das heiBt, wenn B = y4 oder B = y4 mit y e N, ist. Die
Moduln yo; mit y e N, bilden die engers Haupthlosse & = 4" i, eine Unter-
Bruppe von 4.

Die engere Klasse von 4 ¢ .#; i3t dic Nebenklasse 447 Die Klagse von 4.
enthélt auerdemnoch die engere Klasse 447, die genau dann mit A4 zugam-
menfillt, wenn O(4) > S0 (4)ist. SO (4) kanninit ¥, niidentifiziet werden.

Ziwet Moduln 4 und B sind verwandt, wenn es zu jedem ganzen Divisor
a e Jpein o e 30(V) mit 5, ~ 47 fiir alle p|a oder — nach dem schwachen
Approximationssatz in K gleichbedeutend — wenn es zu jedem Primdi-
vigor p cin y e Ny mit B, = y4, gibt (siche auch [8)], example 102:4),
Verwondte Moduln haben gleiche Norm wund Diskriminomte, also denselben
LFiihrer. 8ind A und ¢ verwandt so auch 4B und BC fiir jeden beliebigen
Modul B. Fiir mit & = o; verwandte Moduln 4 und B ist daher AB und
wegen N (4) = N(R) = caueh 4! = 4 mit B verwandt. Folglich bilden
diese Moduln eine Untergruppe ¢ = & von 4, das Hauptgeschlocht vom
Lihrer §. Das Gesehlecht von 4 e J; ish A%; es enthilt die Klasse von 4,
denn bekanntlich ({87, 91: 4a) gibt es zu jedem p stets y € ¥, mit Ay = pd,,
was sich auch unten beildufig ergeben wird und zeigh, dafl in der Defini-
tion des Geschlechts auch o e O(V) sugelassen werden darf.

Die Anzahl h* (A) der engeren Klassen im Gesohleoht von A ist offenbar
dev Indew A'Y = (F:47).

BArz 2. Das Hauplgeschleoht vom Fihrer § besteht aus allen Moduli
B = A wo A ein Modul vom Fadwer T ist (vergl. [2], § 155, 158).

Bewois., Fiir jeden Modul 4 ist A7 = AA™" = N(4) ' 4% Tn 4
kann man zn jedem p oin Blewment z mit N (@)p, = W (A), = N{d,)
wihlen. Damit ist

y =" = V(o) 'a" e N(o) 4% = (41},

also yRB, < (A'Y), sowio y e ¥y, Aulerdem ist N (A7) = ¥ (4)N(4)™
=¢, also, da A"’ den Fiihrer § hat, A7 = fodg, = bR, b(4™)

P
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= bR, = d(yB,} und somit (4"7), = yR,, das heilt Ay = y A, firjedes p.
Die Moduln 47 liegen also alle im Hauptgeschlecht.

Fiir jeden Modul B € % ist B = 47 mit geeignetem 4 e .4 zu zeigen.
Fiir fash alle p ist sowieso B, = R,; sei a das Produkt der fibrigen Primdi-
vigoren und y = @'~ £ ¥, mit B, = yB fir alle pjg. Dann gibt es genan
einen p-Modul 4 anf K mit

A = al, fir pla,
P E, sonst

([8], 81: 14), denn Lokalisierong wund Vervollsténdigung (in [8] lecaliza-
tion) an der Stelle p bestimmen sich gegenseitig. Da offenbar

- a'R, fiir pla,
(470 = {Rp ’ sonst
ist, folgt
-7 vE fir  pla,
(A7, = {Rpp sonst
also (A7), = B, fiir alle p und 4'~7 = B. Mit einem etwas umstindliche-
ven Argument kann man B = 47 mit 4 = ZBnak beweisen, wenn B,
= yR, fitr alle p|dB mit y = "7 ist, ohne Vervollsténdigung zu be-
nutzen,
Der Homomorphismus 1 —J: 44—+ bildet offenbar ao;aut @'~ 0. &4,
also o auf 4 ab, Der Kern % = % ¢ besteht aus allen Moduin 4 mit
A4 = 4 und der gesnchte Index ist

W =GN = (M A,

Zu jedem endlich crzeugten o-Modnl A4 existiert der grifie gemeinsame
Teiler A € Dy seiner Elemente. Das Vielfachenideal von %[ ist O4. Daher
ish
D . Jff—f @I\:7
A=A = GET(A)

¢in Gruppenhomorphismus, der ao; (@ € K™) aut (a) und av (n & Z;) aufl a

abbildet sowie mit J vertausehbar ist, also die Norm erhilt. Alle Divi-

sovern kommen als grofie gemeinsame Tedler vor, denn zu W e P, gibt es

Blemente ¢ & X so, daf B = 69 ganz und prim zu fist. Fiir jedes solche

@ liegt ze¢B mit =1 (nod f) in B = B oy, slso st B+ i = und

B ein o-Modul vom Fiihrer f mit 0B = B = [JB"®. Fir jeden Primdivi-
P

sor B |8 kann man speziell @ ¢ B mit V() = agp wihlen, was ¥ | GGT(B)
zur Folge hat. Ws ist B = GGT(B) und A = GGT(A) mit 4 =a*B
= ™ (aW ). '

Als Urbilder des Hinsdivisors erhiilt man auf diese Weise die simbli-
chen p-Moduln o™ (4D n o) mit zu f primen a & O. Andere Urbilder von e gibt
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es nicht. In einem p-Modul 4 € .# mit GGT(4) =e gibt"es néi;}nii@h 7
jedem p Elemente a, derart, dal e, und , Einheiten fir p sind, also
N (ag) s 1, ist. Wegen N(ay) e @y 4, = 0, =0, D0, b folgh
0, fph = 0,0; S T dy = 0, OP’D

mit geeigneter Potenz p*. Da mit 4, auch @, 4, den Fihrer f, ].m,t, :folgt
P = f,, also @4, = o,0;. Wihlt man nach dem starken Approximations-

= f )
satz @ €D so, dal

@ = &, (mod f,)

fir o ilt, so folgt (ad), = ad, = @A, = o,0; algo (@d 4 fy),
fil nmg:efii?* hc;fkieie ;a Das ie?t VoL sglbst. auch flir p ¥ § Wahr, algo gilt a4 4
+ig = p;. Zerlegt man z €alnrp; in & =y+2 mit yead ,.C;.a531 m]j
zefg, 80 st 2eaDnfy = wTK; aAfgz € ado; = a4 und damit v & a.
= . Bs folgt aDnp; = ad.

- a?ﬁ‘%?fzwei Zn %gprime Z;hlen a,beQ izt 0 = (aD o (B0 no;) € ab N,
ein p-Modul vom Fithrer f mit GGT (C) = (a)(b) = {ab) = GGT{abD Ny,
also N(0) = N(abDnp;). Aus b0 = b(abbrog) n@ch Satz 1 folgt ([8],
82: 11/11a) € = abD ;. Da offenbar fir zu § prime o

" (aDNpg) =0y <> a6 €Dy

gilt, induziert a->a~" (a noy) einen Gruppencpimorphismus (O [} =D (e}
mit Kern (o;/fg)*. Bezeichnet ¢, die Eulersche Funktion des Zahl-
kirpers &, so ist folglich

Pr(f)
e ()

Bin Modul 4 = zo; & # liegh genau dann in D™'(e), wenn () = e, also
in der Einheitengruppe ¥ von K ist.

[D=He)| == = y(f)-

1D e)] = (U:ug).
Aus )

D "
M e Gl

K D) —mm

D=1(e)

F~D(e)
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liest man mittels der Isomorphiesitze ab:

(1) | (My: ) = by (1:0:(2)

mit der Klassenzahl hy des Korpers K.

Die Gruppe o = {d e#] 4 = A} wird von D in die Gruppe
= {ll € Dyx| U =W} der ambigen Divisoren abgebildet. Wegen GGT (ao;)
= a fiir a € g, ist 2, D(#) c o, und « wird von Dy, und den Verzwei-
gungsprimdivisoren von K erzeugt. Wegen P* = p e 9, ist

A Dy, = 3}

mit der Angahl x der Primteiler p von Dgp. Kommib in 9 = D(4) mit
4 e ¥ der Verzweigungsprimdivisor P mit ungeradem Exponenten fig VOT,
0 kanh man ay = 1 annehmen. Bin p-Modul B mit

4y, g=7p
B, = 7! !
! ‘Rq, q#p
((8], 81: 14) hat Fiibrer { und B = B. Fiir B = GGT(B) gilt
B O dy =% =P, g =p,
¢ 1'9‘! =q’ q P
also P =B e D(A) und
A[D(A) = J37

wo w#; die Anzahl der Versweigungsprimdivisoren P eD(x) ist. Zu diesen

gehoren sicher die P mit P* = p 4 §, denn fiir solche P legt das oben
konstruierte Urbild P = Pro, e 4 in .

Wenn P2 = p|{f ist, erhilt man ein Urbild P e .# durch
bo,p q=7p
P 17004, ’
¢ {Rqa q =P

mit einem belichigen Primelement b fir B. Pex bedeutet P, = P;
die Bxistenz von 4 e % mit GGT (4) =P bedeutet die Existenz eines
i f primen a €D mit

2(aD o) P, = a(@Dno,)P,.
Mit @ ist ¥N{a) zu p prim, also
Z(aD nog), = D,Na0,0; = ZH P

und die Bedingung gleichbedentend zu Fxistenz von a eD,NP mit
@boy0; == abo,o; oder

@b € abp, oy,
da dic umgekehrte Inklusion dureh Anwendung von J folgt.
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Tiir eine p-Ganzheitsbasis {1, b} ist 52 = —n-lsb mit » = N(h),
s = 8(b) énp, My, = 20,-}-s0, it der reduzierten Differente m = Op,
= S(0) (vergl. [7], 8. 420) und b, = (dn—s%)p,, also m|2 und m?|dg,.
Indem mamn notfalls b dureh &1 ersetzt, erreicht man my, = so, 2 2.
Bel verzweigtem p = P32 kann man andercrseits b als Primelement fir B
wihlen und dann s ep, # als Primelement fiir p annehmen.
Setzt man in der letztgenannten Normierung ¢ = a-- ,b mit a, f, en,
an, 80 mub «eu, sein, und mit # = o 'f; o, wird
@b {(nf -+ by 1

ab = wN(a)  Na)

gt 20

genan dann, wenn 2n8--s e nf,, also die Kongruenz
8
— = —2§ (mod f,)
)
durch f o, losbar, das heilit s/n e §,+20, ist.
Wegen no, = p ist fiilr P* = p|f also

PeDA)wse (fp-i~--2un)p.

Um dies mit Hilfe der Invarianten von K/k zu formulieren, braucht man

nur b, = d(1, b)o, = (4n —s%p, zu beachten. Im Talle se2p ist die
Bedingung erfilllt, wie immor f, aussieht, und b, = 4p. Im Falle s ¢ 2p
bedeutét die Bedingung s € pf, und ¢s ist b, = s%0,. Daher ist
(2.1) n = |{p] Dy = f} oder b, = 4p}].
Die in # liegenden Moduln &~ (a0 ~o;) mit zu | primen a €O sind analog
durch

@ eanyn,  filr alle plf

gelcennzeichnet, wegen N(a) en, also durch
a*eo,n;  fir alle pif.

Tir.p y f ist dies stets erfiillh.
Dag TUrbild von # ~ D7 (e) bei dem obigen Homomorphismus von
(Offx)* ant D '{e) ist die Gruppe

K== {o-+Trel (a-+ i) € (05 F2)"}
algo

AnD7He) = &f(0i/fx)-

Bei der kanonischen Zerlegung (Offz)* s X (Dp/fa)* zerlegen sich K
=¥ 8, mit _ el

PiT
‘RP = {Cb-}" ffp% (a'+ Tp)a € (Dp/ffp)*}
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und (o;/fg)* = X (0,/f,)* entsprechend, also
»if

(8 or/F)*) = [] (K (0,/5)")-
wif
Zur Berechnung der Faktoren sei weiterhin f, = p®, {1, b} eine p-Ganz-
heitshasis, s und # wie chen und p" =m, = 20, 4 so,,.
Mit dem Angatz o = a4 fb (modp*) mit a, f €0, hat man N (a}
= ¢®+saf+nf? und a? = (a*—nf?) - (2af+ 5p%)E, also a-+p” e ], genau
dann, wenn

a?+safLnft ¢p,
(2a+sp)B ep’.

Nach der Grife von 1 sind vier Fdélle zu unterscheiden.

1, Pall: A< p (kommt wegen m[2 nur bei verzweigtem, geradem p
vor). Bs darf s, » €p angenommen werden. Dann mul o e, sein und
(2a+3sp)Bem,p < p“o, = p* gilt stets. Folglich

Iﬁpi =@ (pa)mpa .

2. Foll: p<< A< 2¢—pu mit e = 2,(2) (kommt wegen > 0 nur bei
geradem p mit ux<Ce vor). Hs ist v,(s) = u und aus (2a4-38)f = sp*®
= 0 (modp”*!) folgt fep. Dann muB «eu, sein. Fir jedes solche a
und sf®¢p* ist (2a-+sf)f ¢p', denn sounst wire 20 ¢p’, i>e und

(%)

- Beptt also wegen A—e << e—pauch §¢p°¥ sf ¢ p° = Jap, und schliel-

lich {2a+s8)fo, = ¢f%0, ¢ p*. Es kommt also nur sfep’, das heilt

A—p4-1

e p[ z ] m Frage vnd Liir diege f folgt, dalB

NESTE,
(2a+8ﬁ)56pT[ : ]+p

A—pt1
a2

ﬂv‘rz[ 3 ]Sp

A
ist.

Folglich

A p
SRy mfp(P“)mp[ v

3. Fall: 2¢—p< 2 und my = b,. Es darf 2 eso, =m, angenom-
men werden, Bei sp ¢ 20, ist (2a--88)f ¢ p”, denn sonst whre sflo, =
Py bl

(2a-F8p)fo, = p*, B ep[ 2 ], also doch §f = p[ : ] < 2p,. Bel sf & 20,

. o
ist f = —67,80 mit f, e o, und {*) gléichbedentend zu

an —s* 4n
a—ﬁa = a3+2a,80-}-§2—,8§ ¢p,

(a+Bo)* +

8

(@ fBo)fo & piﬂze-{-'u .
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- A=26-hpt
Bs ist daher notwendig a--f, e, und foep’ ™™ oder feuw, und

fo = —a (mod p*~**), also jedenfalls a ey, Isb umgekehrt a cu, und
By =0, —a(modp***T#), so ist entweder a- P, oder B, Einheit und
4oy — g2 D ..
stets (a—+ Bo) By e p* % Da - " 0 = ¥ =p, angenommen wird,
g ity

ist aunch die erste Bedingung erfiillt. Bin §, mod p*~*+" bestimmt Rp
£ mod p*; folglich

1R,! = 20 (phop°.

4. Fall: 2e—pu< A und pmy 2 b, (kommt nur bei verzweigtem p
vor). Bs dazxf ¢, n € p angenommen. werden. Aus 4n —s* € pmg = p(4n, -+ 8%0,)
folgt dann s? ep{4o,+8%0,), also s*edp und s &2p. Dann muf «eu,
gein nund fiir jedes solche o ist 280, = (2a+ 8§) P, < p* genan fiiv g e p**,
folglich

IR, = p(p")Np°.

Setzt man fiir eine Potenz p*

My, my, = P
(2] 4
Npl 2 4, P Sp am,
p
N = 4
(22) k(p ) 2%6, pi. e _'n_;__’ bp — m?”
P
4
liRp‘, P"‘:“n:[—r by« 1y,
P

go ergibt gich zusammen

R = @(Ta)ElT),

und man, liesat aus

f am—— ;T

D H D)) — T

F~D7(e)

-

2
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mittels der Isomorphiesitze

(2) (Hp: D) =27 [ [ R(F,)
Bl
ab. Nur die Primteiler von by, konnen zu diesem Produké beitragen.
Um (1) und (2) zu verbinden, braucht man #n#. 4 = wo; liegt
genau dann auch in o, wenn 477 = &'~ o; = o;, also o' e N, = W;
ist. Die Zahlgruppe U = {ze K*| '~/ € W;} enthilt die Kerne &* und
u; von 1—dJ und der Abbildung #—wo; von K* auf #. Durch Anwen-
dung dieser beiden Homomorphismen folgt

Wehid™ o Uuek* o #F o2,

Die Kerne von 1 —J und der Norm bei Anwendung auf i sind v und W;.
Pir w € Wy ist '™ = w2, also folgt ehenso

u ™ (W o ugu Wy o N () fu

Wenn k fofalreell und die quadratische Form ¢ fotalpositiv- ist, wird
8= —dV totalnegativ, also K == k(V8) totalimagindr und bei jeder Bin-
bettung von K in € geht J in das komplexe Konjugieren, N (u) in |ulg
fiir die zugehorige unendliche Primstelle P fiber. Aus u e Wy = Un¥,
folgt algo |u]y =1 fiir alle (endlichen und unendlichen) Primstellen P
von K, das heiBt W; besteht nur ans Hinheilswurzeln und ist damit endlich
und zyklisch, Bs ist (W;: W7 =2 und

Q= (w1 uWy) = (N(ug) s u?)

kann alg Finheiteninden von o; bezeichnet werden (vergl. [7], 8. 536).
Man hat ¢; <@ <2 und
! (‘;‘finff:‘%’k) =‘“~2-/Qf.

In dem Diagramm

3 — Acta Arithmetica 33.4
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gind nunmehr alle Indizes bekannt bis auf den gesuchten, und dieser ergibt
sich mittels der Isomorphiesitze aus (1), (2) und (3).
Sa17 3. Die engere Klassenzahl éiner tolalpositiven bindren quadyatisohen
Form diber dem tetalreellen algebraisohen Zahlliirper & auf dem o-Modul A
mit DA = N{(A) 2Dy, tst

() 2 g
ITHCE) O w) G 2,

Bt ==

mit den in (2.1) und (2.2} definierien natirlichen Zahlen w; und %(f,).

Der dritte Faktor in diesem Produkt braucht nicht ganz zu sein,
Er hat hochstens den Nenner 2/€;. Der erste Faktor ist vermublleh #ANZ;
jedenfalls hat er hochstens den Teiler

ki = (9, (B 0A A DTHE)) 1 3y = 1A D He)

von 2/¢; als Nenner.
Wegen Wonu =
W von K ist

(M rug@p = (M uW;) = QuW : uWy) = Qw/wy;,

und man kann die Formel in die Gestalt

29 };k“&}}" ”IY T(Fy) %:

mit den Binheitwurzelanzahlen 2, w und w. von &, K und o; bringen.

= (AT ur)

Wion = {1} fir die volle Binheitgwurzelgruppe
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