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with a corresponding expression for Ya~0%, Finally using (14) in (6)

1]
we get the lemma by noting that for ¢ near 17 we huve
1
Ls) = ——7 Lyt O(L—s8) (y = 0577...).

Proof of Theorem 3. Suppose thabt (4) is false, i.e. wo can assmine
that 2{D) < [D|° (0 < e < §). Then we have from. the Lemma for } <
<1,

\L(s, )| < ([DP079 - | D=4 log? | D] -+ 105,
But clearly,
|])‘ﬂ(1-ﬁ) > 'D]sﬂwﬁs

and, .
D=8 5 | pEoei o< dand t<eC.
|2 [ D[P,

Hence |L(s, y)| < [P~ 9log? D}, thus proving Theorem 3.

References

[1] P.Bateman and E. Grogawald, On Epstein’s eelo function, Acta Arith, 9 (1904,
pp. 368-378,

[2] W. Fluch, Zur Abschditeung von L(l, z), Nachr. Akad. Wiss. Gotlingen,
Math.-Phys. KL II, 1964, pp. 101-102,

(3] E. Landau, Uber die Klaseonsall imagindr-guadratischer Zahlkorper, Nache,
Gess. Wiss,, Gittingen, Math. Phys. Kl II, 1918, pp. 285-285,

[4] H.Montgomery, Tepics in mulliplicative number theory, 227, Springer Lecture
Notes.

(61 L. J. Moxdell, On the Riemann hypothesis and imaginary quadratic fields with
a given closs number, J. London Math. Soc. 9 (1834), pp. 289208,

(6] C. XL Siegol, Uler die Classensahl yuadratischer Zuhlksrper, Acka Avith, 1 (19 36),
Pp. 8380, :

[7]1 T. Tatuzawa, On a theorem of Siegel, Japan J. Math, 21 (1951), pp. 1a1-178,

UNIVERSET Y OF PORT HARCOUIRT
L M. R, 5823, Nigaria

Progent address :

22 Albort Grovoe, Noltingham, ¥ngland

Taveived on 12,0.1078
and in revised form on 30.8.1979 (1102}

ACTA ARITHMETICA
XXXIX (1081)

Uber die Klassenzahl einfach reeller kubischer Zahlkorper

voun

REINgARD Scumrrz (Koln)

1. Einleitung. Die Ausdeutung ciner von . Hasse und C. Meyer
stammenden Klassenzahlformel fiir einfach reclle kubische Zahlkérper
ergab in [5), Satz (3.1) einen Zusammenhang zwischen den Klassenzahlen
dieser Korper und zyklischen Untergruppen. der Ordnung 9 in Ringdivi-
sorenklassengeuppen Imaginir-quadratischer Kérper. Diese Hrgebnisse
werden durch die Sitze 1 und 2 der vorliegenden Arbeit wesentlich verall-
gemeinert. Grundlage hierfiir ist unter anderem das Lemma 3 aus [8],
desgen. Verwendung beim Beweis der Sitze 1 und 2 die rein technischen
Voraussetzungen (1.20) in [5], Satz (3.1) iiberflitssiz macht.

Sei X cin imaginir-quadratischer Zahlkdrper der Digkriminante
L < 0, und tiiv elne natiirliche Zahl f bezeichne 2, den Ringklagsenkérper
modulo f tiber X 2, ist im Sinne der Klassenkdrpertheorie der Unter-
gruppe JI}‘ aller Hauptdivisoren (y) von Z zugeordnet, wobei » alle zu b
primen Zahlen aus Z— {0} durchliuft, dic modulo f zu einer rationalen
Zahl kongruent sind (vgl. [7], Abschnitt 3). Jeder einfach reelle kubische
Zahlkérper K ist Teilkérper eines geeigneten Ringklassenkérpers, und
nach [2] gilt K = £2, genau dann, wenn die Diskriminante Dy von K die
Zerlegung

(1.1) Dy =fiD mit feeN wd frlf

beaitzt, Bezcichnet weiterhin Rf die Ringdivisorenklassengruppe modulo f,
d.h. die Faktorgrappe der zu f primen Divisoren von 2 nach der
Untergruppe L} und #y(f) den 3-Rang von K7, 80 lanbet das Fauptresultat
dieger Arboeit:

Samz 1. B sep D < ~4, und [ besilze einen Primteiler p mit pd x f,

D :

(}—;) = -l and p+1 = 13 mod 9. Dann gilt:

(1) Fir jeden einfach reelien Tubischen Zahlkorper K der Diskriminanie
Dy = f% D mit p|fe|f besteht die Aquivalenz

3|k ox () < 9|17
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oo

(2) Bs bestelt die Implikation

Iir alle einfach reellen

hubischen Zohlhbrper I - K7 enthdlt eine wu Z,
mit Dg = foD und 9|felf] = \isomorphe Uniergruppe.]’
gilt 3" | b0 ().

Darin bezeioknel by die Klassenzohl von K, wnd g (f) 43t gloich der in Lemma
1 definierten notivliohen Zahl o,(f), wobei (y) die KX entaprechende Unter-
gruppe der Ordnung 3 der Charaktergruppe von K bedeutet.

Bevor wir auf die Trage nach der Umkehrong der Tmplikation in
Satz 1 eingehen, betrachten wir das Kompogitum

(1.2) E:=[]K

I

aller einfach reellen kubischon Teilkérper von Q2,nR. Wie in Abschnitt 3
dieser Arbeit gezeigt wird, ist das Produkt -

(L3) Bys= [ ] By
K

der zugehdrigen Binheitengruppe medulo Einheitgwurzeln direkt, nnd

der Index in der Binheitengrappe von I iat eine Potenz von 3:
(1.4) (B : Y] == 8",

Man hat dann

SA1Z 2. Im Foll m = 0 gilt unter der Voraussetzung von Salz 1

(L) 830~ b o () Fiir alle etnfach recllen Tubischen Zahllidrper K der
Diskriminanie f2D mit p|fz|f,

(2) die Umkehrung der Implikation in Saiz 1. _

Der in [5] bewicsene Satz (3.1) igt ein Spezialfall der Implikation (2)
in Satz 1. Hierzu beachte man, daB die Bezeichnungen f und p in Satz 1L
dieselhe Bedeutung haben wie fof und f —p in [B] und daf unter den
Yoraussetzungen von Satz (3.1) in [5] die Existenz zyklischer Untorgrap-
pen der Ordnung 9 in }‘0 und R}'-:ﬁ,, gleichbedeutend. igt.

Abschliefiend soi noch wuf die #hnlichen, jedoch von dieser Arheit
unabhingigen lrgebnisse von Gerth in [1] hingewicsen. Withrend in dor
vorliogenden Arbeit auf analytischemn Wege cin Zugammonhang swischen
der Teilbarkeit von iy durch Potenzen von 8 und zyklischen U ntergruppen
der Ordmung 9 in Ringdivisorenklassengruppen von ¥ bewiesen wird, go-
langt Gerth in [1] rein algebraisch zu einer expliziten Beziehung zwisehen
den 3-Ringen der Klassengruppen von K wnd £ (K wnd 2 haben die
hier angegebene Bedentung.). Man vergleiche dazu otwa das Theorom 3.5
in 1} ' ' :
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2. Die Klassenzahlformel einfach reeller Youbischer Zahtkiyper. Da
gich in jeder Konjugationsklagse einfach reeller kubischer Zahlkérper
genau ein reeller Korper befindet, bedentet os keine Beschrinkung der
Allgemeinheit, wenn wir uns von nun ab auf die Betrachtung reeller gol-
cher Korper beschriinken. Zwischen diesen und kubischen Ringklassen-
charakteren imaginér-quadratischer Zahlkérper besteht der folgende Zu-
samienhang.

Sei g ein kubischer Charaliter von K. Dann ist der maximal reelle
Teilkorper K, der der Untergruppe W, = {f e K7 | x(¥) = 1} zugeordneten
Brweiterung N, von 2 ein einfach reeller kubischer Zahlkirper der Diskri-
minante Dy = fi D. Dic dabei auftretende natiirliche Zahl fr, ish zu-

gleich der Fihrer Yon x:

(2.1) Fo=tg,-
Tir zwel kubische Charaktere y, v gilt dabei

(2.2) K, =K, (g =y,

und die Zuordnung (x> I, ist eine Bijektion zwischen zyklisch Unter-
gruppen der Ordnung 3 der Charaktergruppe von K7 und reellen, einfach
reellen kubischen Zahlkkrpern K der Digkriminante f2 D mit fg |f.

Im Zusgamomenhang mit der Klagsenzahlformel einfach reeller kubi-
scher Zahlkbrper ist es notig, neben K7 die Ringidealllassengrappe $,
zu betrachten (vgl. [7], Abschnitt 3). & und 8K, sind kanoniseh isomorph
vermbge (3.5) in [7]. Einander entsprechende Klassen werden mit ¥ und ¥
bezeichnet. Sei y cin Charakter von R7. Dann ist vermége x' () : = y(F*)
auf §, ebenfally ein Charalkter definiert, und die Zuordnung yy’ ist ein
Isomorphismus. Weitierhin gehért zu y auch ¢in Charakter y von R}"x durch
dic Festsetznng 7(f; ) : = y(¥;) fir &7 5 ¥ = ¥ e &}, wobei f,|f su be-
achten ist. Zwischen y, " und ¥ soll im fcﬁgenden nichtunterschieden werden.

Fir den cinemn kubischen Charakter y von R} zugeordneten einfach
recllen kubischen Zahlkorper K, hat man nun nach [4] die Klassenzahl-
forme]

(2.: ) 10g E:‘x e

;‘ —x®log(D (D).

1e! fx .

Dabet bedeuten s, > L und b, die normierte Grundeinheit und Klagsen-
zahl von K. D(¥) bezeichnet die Modulnormfunktion; sie ist mit einem
belichigen Verfreter o & ¥ erklict aly die positivo reelle Wurzel

(2.4) D) = 3@ 4@

Hierin bedeutet 8(a) den Inhalt ciner Grundmasche des Z-Gitters a, und 4
ist die Diskriminante auy der Theorie der Modulfunktionen (vgl. [5],
Absehnitt 1). In (2.3) kann mon nun die Summation iiber $y, durch die
Summation iber &, ersetzen. Nach dem Lemma 3 in [8] gilt namlich
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LuMMA L. Fig einen Tubischen Charalier y von K ist

N F@og(D®) = e, (f) X —Ixl(Blog(D(D)

Ee&tfx !cst L

mil giner nattrlichen Zahl o, (f), die in Abhimgigheit von der Primfalior-
zerlequng des Kofakiors von f,in f, [ == ([] @9 f,» gegeben ist durch
q

= [Ta@', »
q
mil
%-_lf-, falls  qlf,, n>1
(4" x) = ((Q"—l) (gn__g‘,)v]d(_.é..)( i 1w'l)), falls G fes 1,
L, falls n =290
wnd

g+2, falls

gy =

()
¢-1, gl (Z) =1, 40, o) =1,
7, fails ( ) |

g+1, falls (

wobei ¢ = qq die Zerlegung von g v X bedeutet.
Mit Ritcksicht auf Lemma 1 wird nun aus (2.3)

(2.5) logaz‘xcx(f) - 2 —x(Blog (D(1)}
1eR,

fir jeden kubischon Charakter y von KF.

Fir das folgende sel &, die von (1011 kubisehen Charalkteren von K7
orzougte Gruppe, U eine v(hLe Untnwruppo von X, xp&X—T und
Uyi= U, xp». Dann ist
(2.6) Uy = 3101,
und fitr die Untergruppen

@ U ={fef x(I) ==1 Lir alle y € U},
’ Wy = {te K| p(I) =1 fiir alle p e Uy}
von R, gilt

(2.8) S [ReMI= U], ] =3,
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Hiernach ergibt sich aus (2.5) unter Beachtung der bekannten Orthogo-
nalititsrelationen fiir Charaktere ciner endlichen abelschen Gruppe

(2.9) D, loge) Swtall) = o) 3, (Blog (D).

76 1=l

Zur weiteren Umformung der rechten Seite beachte man, daB yo |l £ 1.
ist und somit cine Klusse f, ¢ I existiert mit

—1+V =3

(2.10) 20l = ¢ = P

Eg ist dann £, ¢ Uy, und wegen [ : W] = 3 gilt
(2.11) U =W w 510, w i,

wobel w die disjunkte Vercinigung bedeutet. Spaltet man nun die Summa-
tion auf der rechten Seite in (2.9) entsprechend dieser Zerlegung auf, so
wird darauns .

(232) 1U1{~2 ) log(DB))—¢ 3 log(D(v)) ~ Tlog(D(p)]).

hetyly ety g bell

Da die Inverse joder Ringklasse b e K, mit der zu ) konjugiertkomplexen
Klasse b iibereinstimmt und nach Definition von D(-) notwendig D(h)
= D{b), algo D(h) = D(H7") gilt, ist in (2.12) die Summe iber e, N,
gleich der Summe {iber § e 17110, Aus (2.9) ergibt sick hiernach

(2.13) Slog ahxaxcxu;g(f) oy (log (D(%,7)) —log (D (D)),
& 1l

und durch Entlogarithmieren entsteht daraus die Klassenzahlformel

Tor o (M1 ff
(2.14) nax:gmox ,,_” i

xell el

worin §, irgendeine Klagse aws 1 mit xo(f,) = ¢ ist. Die 24-sten Potenzen
der Faktoren aaf der rechten Seite in (2.14) liewen naeh [71, Absehnitt 6
i £y, und analog zu der in [7], Abschnitt 5 durchgefiihrien Rechnung
Ligt sieh untor Beachtung von Saty (6.1) aus [7 I dag Produks in eine Rela-
tiviorm verwandeln :

Py BT (L)
(2.16) ]] x:]cgr g - N¥ (( (1,0) ) )

DD

Dabei ist § irgendeine Klasse aus Uy, und & bezeichnet den der Unter-
gruppe U, entsprechenden Teilkdrper von £, iiber dem. &, mit Rilck-
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sicht anf (2.8) den Grad
18

[2p: 8] = [Ky: W] =3 T

(2.16)

hat.

3. Beweis der Sitze 1 und 2. Fir [8]7] hat man im Fall 1) <2 —4 nach
[3] die Formel

(8.1) K7 = R ] —[ (1_ (?J?_)%) ’

alf
wobei hy die Kiassenzahl von X bedeutot, und dag Produkt iiher alle Prim-
teiler ¢ von f zu erstrecken ist. Hliernach ist unter der Vorauvssetzung von
Satz 1 iiber D und p

(3.2) IRF] == (p-F1) K7,

und daher wegen p--1 = +3 mod 9 notwendig |RF| durch cine wm Wing
hohere Potenz von 3 teilbar als |87,

Wir betrachten zuaniichst den Fall ry(f) == ry(fjp). In diesenn Tull
sind die Fiithver aller kubischen Charaktere von KF Teiler von f/p. Im
Hinblick auf (2.1) existiert daher kein einfach rceller kubigcher Zahl-
korper der Digkriminante Dy = f%D mit pifelf, und die in Satz 1 be-
hauptete Aquivalenz sowic alle Behauptungen von Satz 2 sind frivisler-
welse erfiillt. Ebengo igt im vorliegenden Fall die Implikation in Satz 1
richtig, da wegen (3.2) und »,(f) = r3(ffp) eine zyklische Untergruppe der
Ordnung 9 in K7 existiert.

Im Fall 7y (f) # r5(ffp) bendtigen wir die Klassenzablformel (2.15).
Zonichst ist hier genauner

(8.3) r(f) = ra(flp) +1.

Dies folgt ansg (3.2) unter Beachtung von 41 = +3 mod 9 und der Tat-
sache, daB K7, ein epimorphes Bild von &7 ist. Wegon (8.3) 1Bt sich dann
X, zerlegen in der Form

(3.4) Xp =2 Uy X {ops

wobel U, die Untergruppe aller y € X, mib f,1(f/p) ist und p| Faplf Ll den
Fithrer des Chuarakters x, gilt. Daravs folgt dann weiter noch

(3.5) 2 el F

Sel nun U eine Untergruppe von U,, U, := (U, x>, und es seien 1 und
Y, die hierzu unter (2.7) definierten Untergruppen von K,. Wie in [5]
betrachfen wir nun weiter die Untergruppe

(3.6) ® 1= {h € R4/ b* = 1y}

fitr alle y e U,.

icm
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aller Klagsen aug 8, deren sugeordnefe Divisorenklagse in der Haupt-
klasse von Sy, enthalten ist. Fir alle ye U gilt dann 2B =1 wegen
[ (fp), und somit ist

(8.7 6= U.

Andererseils isb |6 7 1, da sonst y, schen ein Charakter modulo Fle
wiire, wag aber wegen p ¥ (ffp) und p| Jy, unmdglich ish. Also hat

(3.8) G i {h €GB go(h) =1}
den Index 3 in G, und es gibt eino Klasse f e® mit zo(f) = o, fiir die gilt
(8.9 6 =1G'vi'6'wE .

Withlt man nun in (2.15) ¥, =¥ und b &G’ und bildet dann auf beiden
Seiten das Produkt iiber alle h e®’, so entsteht die KlassenzahMormel

L T MNee i N i — D(fb))24
(3.10) (Q%g v ) N2 (4) H}lt 4 Q(D(b) -

Der hierin aunfiretende Index von G’ ergibt sich aus (3.1) zu

o =18l L pd

3 3 Ryl 3
und ist demzufolge wegen p+1 = 43 mod 9 nicht durch 3 tejlbar. Ganz
analog wie in [3], 8. 219, 220 zeigt man nun gestiitzt auf Identititen aus
der Theorie der Modulunktionen mittels komplexer Multiplikation, daB 4

von der Form
(3.12)

(3.11)

A = pm 0

ist mit elner recllen Zahl A, fir die gilt

(3.13) ey und e,

Dabei beachte man, dat die Zablen f/p und p in dieser Arbeit dieselbe

Bedeutung haben wie f, und f = p in [6]. Hiernach ergibt sich wie in [5],
8, 221 aus (3.10) wit Riteksicht auf (2.16) die Bezichung

ki T ’ ] 3 )— o
(H E;ggx"xox( ))mff» M (.l/P)~4|Rf|/slrr| By
xelS

mit einer Zahl &' € £;, und ciner komplexen dritten Wurzel aus p.
Zur Augdentung von (3.14) bendtigen wir nun das .
Lemyva 2. Sei @ oine abelsche Brwedterung von X und X £ Q(l/.:g)..
K sei ein Teilkorper von Q, der dber Q von ungeradem Grad ist, und o sei ein
Blement aus K. Dann hat X* —a genau dann eine Wurzel in K, wenn X° —a

(3.14)

7 eine Wurzel in £ hat,
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Bewels, Offenbar gentigt es, zu zeigen
(3.13) (X°—a hat eine Wwrzel in @) =(X*—a hat cine Wurzel in K),
und dieg ergibt sich so: Zundchst gilt

{3,16) o = ___}_“:uc,; KX

wegen 5 = Q(V —8) mud [KX: £] = [K : Q] == 1 mod 2. b nun X* —a
eine Wurzel in £2, go isl, da £2/5 abelsch inh, der Zerfiillungskorpor Z von
X¥—q tiber KZ in £ en{:h.a,l'ben und damit
(3.17) ZIEE abelseh,

Hitte nun X° — a keine Wurzel in K, so hiitte X° — g wegen [ : K| = 2
anch keine Wurzel in, K2\ Wegen (3.1.6) wire dann aber Z /K X' nicht abelseh,
im Widersprucht zu (3.17). Also hat X°— ¢ eine Wurzel in K, und (3.15)
ist bewiesen.

Wir keénnen nun den Beweis der Sitze 1 und 2 im Fall ry(f) = ry(f/p)
beenden. Dazu wihlen wir sundehst U = {1} in (3.14) und erhalton

B Oy (FBIG3 (8 =\ =ti85118 4,
(8.18) £, 0% ,_(1/2,) 1540

Wegen |G'] = (p+1)/3 = 0mod 3 sehlioBt man hieraus gostiibzt aut
Lemma 2

(3.19) 3] h‘xu"x@ ()< hxur:xu(f]ultﬁflits c K

x5
. 7‘xurx{,(f)fll03'f/3 €0,

@1/ pm}us-e 0
= 9}IR7].

Damit ist die erste Anssage von Salz 1 beweisen, weil man in (3.4) aly g,
jeden kubischen Charakter y wihlen kann, der der Beingung plf,lf ge-
niigt.

Zom Nachweis der zweiten Ausiage von Satz 1 sotzon wir U = Uy,
Im Hinblick auf (8.4) ig6 dann

(8.20) 3|T| = gl

Weiterhin entsprechen, wie aus Abschnitt 2 wund (3.5) harvorgeht, die
Oharaktere aus g, U bijektiv den veollen, einfach vecllen lubigchen Zahl-
korpern. der Digkriminante f3.D mit p|flf. Unter dur Voraussetzung
im zweitien Teil von Satz 1 ist daher mit Ricksicht auf (2.20) dic linke
Heite in (3.14) in 2, gelegen und damit

s o rald)
VT e g,
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Dies hat aber nach Lemms 8
¢ 1)

v g
und weiter 3%0F /7| ur Folge. R enthilt also eine zyklische Unter-
gruppe der Ordnung 9. Damit ist Satz 1 beweisen.

Die vorstehende Schiufweise 168t sich analog sum Fall 7 = {1} om-
kehron, wenn man voraunsgelzl, daB die Rinbeiten 8y % € Uy, Blemente
eines Grundeinheitengyatems des Kompogiturms I sind. Da dies unter der
Vorwusselznng m == 0 der Fall ist, haben wir die in Satz 2 behauptete
Umkehrung der Tmplikation von Satz 1 bewiesen. Die erste Aussage von
Satbz 2 m"glbh gich genouso, wenn man beide Seiten in (3.14) in die dritte
Potenz erhebt, und beachtet, daf dann die rechte Seite in £, liegt.

Bs Fehlt nun noch der Buvels von (1.3) und (1.4). Sei dazu & ain
Vertretersystem von X,—{1} beziiglich der Aguivalenzrelation v ~ '
-y = (p'>. Dann sind wegen (2.2) die Korper I, ye s, gerade die
vergehiedenen reellen, einfach reellen kubischen Teilkérper von Qs und
o8 Ish

{3.21) k= []E,.

ye ot

Wir bendtigen nun die in [6], Satz (2.1) bewiesene Elagsenzahlformel.
Bie Lantet Ly die Korper K und X, p € #':

(3.22) Mihy = [Efc : n Fw]:
- WA
{3.23) Mkwh1c31,= [EK‘,, 1P,

it gewissen, nur von v abhingigen Einheitengruppen ¥, und rationalen
Zahlen Mz, M Ky Da das Produkt itber die F, dabei modulo Binheits-
warzeln diveld ist, folgt wit Riickyicht auf (3.23), dal such dag Produlkt
ither die Jﬂﬁ— modulo Winheitswurzeln direkt igt: Denn st [ ]aw mit &, € &4 i,
eine Binheitswurzel, so ist auch Jf & mit ¢ = [] [E :lF’w} eine Hin-
v,ue.#' e
heitgwurzel, Da nun die ¢ bis auf einen Emhmtgwumelmgtor in I, liegen,
und das Produkt itber die ¥, modulo Einheitswurzeln divekt ist, muf
dabei jeder Faktor & wod damit e, eine Binheitswurzel sein, wnd (1.3)
ist howiesen. Die Kombination von (8.22) und (3.23) liefert nun weiter die
Formol '

G20 MM ”th = [Bz: [ [ 2],

wesR weX yer
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wobel ans Satz (2.1) in [6] noch genauer

(3.25) e g0 o= (K2 Q]

folgt. Der Index iz := [Hg: [] B T ish alse endlich. Dal ig sogar eino
yet

Dreierpotensz ist, ergibt gich durch den Nachweis, dall fir jedes ¢ e My
~ [1 By, der Bxponent e von ¢ beziiglich der Untergruppo 1 Bix, vine
i yet®

wesl
Dreierpotenz ist. Wegen Elfw == { 4e&,» hat man zunfchst

(3.20) = & [[eir mit e, Z, ggl({s,| ye#} =1,

S

und die Bildung der Relativnorm nach K, 2 e o, licfert
(3.27) (NZ,(9))" = NE, (89 = £ eputfemal,
Anderergeits ish

(3.28) E(0) = £ mit beZ,

nnd der Vergleich von (3.27) und (3.28) ergibt
(3.29) eb, = a [K : ;] fiir alle Ae o,

K: ,
Hieraus folgt mit Riicksicht auf (3.26) schlieBlich ¢ —E——é—g—] Algo gt e

eine Dreierpotenz, und (1.4) ist bowiesen.
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