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for an)t r,s, t € K. Denote (u, v) = (4%)(ue,, ve,). Since (u, v) is Z-bilinear and
2 =0 in K, it follows that the above determinant is equal to -

s+ +5+3) (1, N+((r+ 1P +r2+83) (1, D+((r+5°+r2+5%, 1)
= (s+1, F(s+ 1) +(s, r)+ (2, ) +(r +1, s(r4+0)+ (r, 1)+ (2, st)+
+(r 5, tr+)+(r, F)+ (5, 5t) = (s, 1)+ (t, rs)+(r, SO+ (2, r5)+
+(rs s+ (s, rt) = 0.
This completes the proof.

‘ 1t should be interesting to explain the situation for arbitrary fields. In particular,
is the above theorem also true for m = 47 :

References

[1] M. Ferrero and A. Micali, Sur les n-applications,
(1979), pp. 33-53.

[21 A. Prészynski, Some functors related i :
By fi related to polynomial theory, Fund. Math. 98 (1978),

Bull. Soc. Math. France Mém, 59

Accepté par la Rédaction le 16. 2. 1979

A[X, ...
et Lipshitz [5] ont établi la définissabilité de N dans k[[X, ...
et donné des exemples de corps ky = ki, ky[[X7, e, Xinl] # Kol X1 s Xl
En 1951 R. M. Robinson [12] définissait NV dans k[X], grice & la propriété
qua cet annean d’étre factoriel. A4 priori, la méme idée ne permet dans
k[[X,, .-, X,]] que de définir I'ensemble des séries dont le terme constant est un
entier. Un raffinement de la méthode, déja remarqué par Becker et Lipshitz, conduit
au résultat. Les techniques utilisées ici sont plus précises en ce sens qu’elles permettent
de définir autre chose que des séries constantes; on montre par exemple, que Z[X]
ou ko[X,] (k, est constituté par les éléments de k algébriques sur Q) sont définissables
, XJ]; plus généralement, est définissable tout anneau A[X;] ou
A[[X,]], od 4 est lui-méme définissable dans k[[X], ..
forcer considérablement les résultats antérieurs:
(i) On définit dans k[
second ordre.

dans k[[X;, ...

4 - . . -

Indécidabilité de la théorie des anneaux
de séries formelles a plusieurs indéterminées

par

Frangoise Delon (Paris)

Abstract. We precise the degree of indecidability of rings of power series with several variables
over a field: We define the second order arithmetic in power series ring k[[?]], in convergent
series ring k{X}, and algebraic series ring Nk(X); we prove that each arithmetical serie is
INSTITUTE OF MATHEMATICS definable and that none of the inclusions Nk(X) C k{X} C k[[X]] is elementary; we give criteria
POLISH ACADEMY OF SCIENCES of non elementary equivalence between power series rings over equivalent fields.

Les anneaux de séries formelles 3 une indéterminée sur un corps k de caractéri-
stique nulle sont bien connus depuis les travaux d’Ax et Kochen [3] [4] et
&’Ershov [9] [10]. On sait ainsi que K[[X]] est décidable ssi k Iest, que
K [[X]] = k,[[X]] ssi &, = k, et que Pinclusion C{X}=C[[X]], ot C{X} est
I’ensemble des séries convergentes, est élémentaire. Le cas de plusieurs indéterminées
est entitrement différent: Ershov [11] a montré I'indécidabilité des anneaux
, X,u]], oit 4 est un anneau commutatif et m>2. Plus récemment Becker
, X,,]], si carac (k) = 0,

., X,,]]: Cela permet de ren-

[X;, ... X,]] le modéle standard de T'arithmétique du
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(i) Si (a,),¢, €st une suite arithmétique en n, la série a, X7 est définissable.
Si k est un corps réel clos, tout réel arithmétique est définissable dans k[[Xj, ..., X,]].
Cela fournit donc des critéres de non-équivalence élémentaire entre anneaux de
séries sur des corps réels archimédiens.

(i) Linclusion C{Xj, ..., X} =C[[X;, ..., X,]], m>2, n’est pas élémentaire.
Becker et Lipshitz [5] avaient résolu le cas m = 6 dans un langage enrichi, et con-
jecturé le résultat général que nous démontrons ici.

(iv) Si Nk(Xy, ...,
nous démontrons

NE(X,, ...,
NC(Xl » ey

X,,) est Panneau des séries algébriques sur k[X,, ..., X,.],

Xm)'Kk[IXI 3 sy Xm]] ’
X)KC Xy, s X3 KC[[Xy, o, X, 1.

(v) On sait étendre au cas de la caractéristique p>0 et m >3 les résultats gardant
un sens.

Ces résultats, établis indépendamment de [5], sont déja partiellement contenus
dans [7], et une note résumée [8] a été publiée.

Conventions et notations. On note X le multiplet (X, ..., X,,) ol Fon suppose
mz2; (ay, ..., a,) est 'idéal engendré dans k[[X 1] par al,. , @y M est Pidéal
maximal de k[[X 1]- La notation k{X} sous-entendra que k est un sous-corps de C.
La valuation considérée sera toujours la valuation tOt'lle associce a l'idéal M. On
notera val(x) la valuation d’une série x.

Les anneaux k[[X]], k{X}, Nk(X) sont factoriels. On appellera associées deux
séries admettant les mémes diviseurs; irréductible une série non inversible minimale
pour la divisibilité; premiéres entre elles des séries non inversibles ne comportant
pas de terme commun dans leur décomposition en produit de facteurs irréductibles.

1. Définition d’un epsemble comme intersection de ses saturés. Pour définir un
sous-ensemble E de k[[X]] on procédera toujours en deux temps:-

définition de I’ensemble E,, = {x e k[[X]]; il existe uéEf u = x(mod(a, b))} )

pour de “bons” a.et b,

obtention de I'ensemble E comme intersection des ;.

Clest Ia deuxiéme étape qui est objet de ce chapitre; la proposition 1.2 est 1
pour expliquer la démarche mais ne sert pas dans la preuve des autres résultats et
exige, contrairement 4 eux, un corps de caractéristique nulle.

LeMME 1.1. Sofent a et b deux séries premiéres entre elles dans k[[X]]. Les trois
propriétés suivantes sont équivalentes:

() a+Ab et a+pub sont associés,

(ii) 4 = p(mod(a+1b)),

(i) A = p(mod (a+ pub)).

Démonstration. (i) implique (ii): Supposons qu’il existe u inversible tel que.:

(@+b)u=a+ub.

e ©
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On en déduit, puisque a et b sont premiers entre eux:

u—1 = be,
u—Au =ac,
soit en éliminant u:
p—A = c(a+b).

(if) implique (i): Si A et u vérifient I’égalité ci-dessus, on a:
a+ub = (a+b)(1—ch)
ol 1+c¢b est une unité, puisque b n’est pas inversible.

L’équivalence (i) ssi (iii) et alors évidente.

Remarque. Dés qu’on aura démontré la définissabilité d’une relation dans
(k[[X1]), +, .), on se permettra de I'utiliser dans écriture d’une formule, en faisant
apparaitre variables et paramétres; c’est le cas des relations: “x; = x,”
(mod (uy, ..., u,)) et “x, divise x,”, qu’on notera “x,/x,”

PROPOSITION 1.2, Soit k un corps de caractéristique 0, a et be k[[X]] vérifiant
les hypothéses:

a et b sont premiers entre eux,
(1) val(@) =1,
val(b)>1.
Alors Pensemble {uek[[X]]; @ existe ne N, u= n (mod(a, b))} est définissable
dans (K[[X]]), +,.).
Démonstration. Si 4 et b satisfont les hypothéses (1) considérons la formule

N(x,a,b) = 3v[o # 0An(, x, a, b)]

ol n(v, x, a, b) est la formule:

(alv) AV A {(a+2bfv) .
— Ju[p = A+ 1(mod(a, B)) A(a+pblv)] v[A = x(mod(a, b))]} .

Montrons qu’elle définit les entiers modulo (a, b).

1° Soit x satisfaisant N(x, a,b). Les séries a, a+A,b, ...,a+2,b,.. avec 1,
congru & p modulo (a, b), sont irréductibles parce qu’exactement de valuation 1,
et non associées d’aprés le lemme 1.1. Une série v non nulle ne peut donc admettre
pour diviseurs qu’un nombre fini d’entre elles. Si p, est le plus grand entier p pour
lequel a+pb divise v (il en existe puisque a divise v), on a nécessairement x = p,
(modulo (a, ).

2° Supposons réciproquement que x vérifie la congruence ci-dessus et s0it
vo = a(a+>d) ... (@a+pyb). On va montrer que n(vy, ¥, a, b) est satisfaite dans
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k[[X]]. Cherchons pour cela tous les diviseurs de vy de la forme a+Ab. Un tel di-
viseur est nécessairement associé A un facteur irréductible de v, et vérifie:

A = p(mod(a, b)), pour un entier p, 0<p<p, .

Deux cas se présentent:
si p<p,, alors a+(p+1)b divise v, avec p+1 = A+1 (mod(a, b)) s
sip=p,onal=p= Do (mod(a, b)), correspondant aux deux termes de la
disjonction de la formule n(v, x, a, b).
LemMme 1.3. L'intersection des idéaux (X,
infini d’entiers, est Pidéal principal (X,).

) quand p décrit N, ou tout ensemble

Démonstration. L’idéal (X;) est manifestement inclus dans () (X, XD).
peN

Pour montrer l'inclusion inverse, considérons un élément x de cette intersection.
Pour tout entier p, x s’écrit x = a,X;+5,X%, ce qui montre que val(x—a,X)>p.

Autrement dit, x est la limite pour la topologie M-adique, dé la suite (@ X )pen-

On déduit de Ta complétude et de la séparation de k[[X]] que a, est convergente

et que:

x = X,lima,, donc xe(X,).

LemMme 1.4. Lintersection - (\ (X+X5, X3), ot P est un ensemble infini

p,neP .
d’entiers, est I'idéal {0}.
Démonstration. On sait que la substitution envoyant X, sur X, 1+ X7 et lais-
sant invariantes les autres indéterminées, définit un automorphisme de k[1x1].
si pe N*. Du lemme précédent, on déduit donc:

N X1 +X3, X5) = (X, +X3) .

neP

Le résultat est alors immédiat, puisque & [[X 1] est factoriel et que deux séries X 1 +II( ¥
et X, +X; sont associées ssi p = n (lemme 1.1).

) PROPOSITION 1.5. Soit S un sous-ensemble de k[[X 11" ayant les propriétés

Sutvantes:

(i) il existe une formule F (éventuellement avec paramétres i), telle que, si a et b
vérifient (1), F(X, a, b) définit le saturé S, de S pour la congruence associée d (a, b);

(i) siy,,y,eSety, =y, (mod (X7, X)), alors y, = y,;
alors S est définissable avec paramétre X, (et éventuellement ),

Démonstration. Considérons la relation binaire R, définie de Ia fagon sui~
vante: R(a, b) ssi il existe ¢ non inversible et non irréductible. tel que

a=2X;+c,

b n'est ni inversible, ni irréductible,

a ne divise pas b.

icm°®
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Cette relation est plus forte que les hypothéses (1) sur « et b; on a donc, quand a

et b sont liés par R: X e Sy ssi F(X, a, b). Nous allons en déduire: § = () Sg.
- R(a,b)

Ceci montrera que S est défini par la‘formule en X:
{VaV¥b[défxla, b) — F(X, a, b)]}

ot défy est une définition de R.
L’inclusion S« () S, ést évidente par réflexivité des congruences; pour montrer
R(a,b
I'inclusion réciproqu(e, ;oit x eR ﬂb Sap. Pour tout couple (@, b) lié par R, il existe
a,
Fup €S, Ja = x(mod(a, b)); en( p)articulier pour @ = X,+X% et b= X3, avec
p,neN* :

Draprés la condition (ii) sur S, on voit que y, est indépendant des entiers p
et n. Autrement dit, il existe dans § un élément congru 2 x, modulo (X; + X%, X3)
pour tous entiers p et n. D’aprés le lemme 1.4 il lui est nécessairement égal; donc X € S.

2. Définition d’un modéle de Varithmétique du second ordre. Cas de la caracté-
ristique 0.

THEOREME 2.1. L’ensemble N est définissable dans (K[[X]1], +,.).

COROLLAIRE 2.2. L’anneau k[[X]] est indécidable.

Démonstration du théoréme. La définissabilité de N avec paramétre X
se déduit des propositions 1.2 et 1.5. L'élimination du paramétre X, se fait
grice au lemme suivant:

LeMME 2.2. La relation entre xq, ..., x,,: “il existe un k-automorphisme de k[[X ]
envoyant X; sur x;” est définissable sans paramétre.

Démonstration. On définit cette relation par la formule

L(xy, ey %) = {/A/\ (x; non inversible) A
i=1

m
AVul(u inversible) v3uy, ..., Ju,(u = Y u;x)1}
- ‘ i=1
soient en effet des séries non inversibles x4, ..., x,, telles que toute série non inversible
s'écrive Zux,. Une telle décomposition existe en particulier pour Xj, j = 1, ..., m.
Ceci montre que les formes initiales de degré 1 des séries x; sont linéairement indé-
pendantes; on sait que cette condition est suffisante pour que la substitution:

f(X]_’ b} x;:) _"f‘(xl’ ""xm)

soit un automorphisme de k[[X]]. Cet antomorphisme conserve manifestement
toute série constante.

Réciproquement Pexistence d’un tel automorphisme implique la satisfaction de
I (%100, %) dans k[[X]].

THEOREME 2.3. Une structure isomorphe au modéle standard de larithmétique
du second ordre est définissable, avec paramétre X, dans (k[[X]], +,.).
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»

L’ensemble. N a été précédemment défini.

Les parties de N vont &tre représentées par les séries en X, 1 dont les coefficients
sont 0 ou 1. L’“appartenance” d’un entier 7 & une telle série se traduira par le fait que
le (n+1)-8me coefficient de la série est égal a 1,

Lemve 2.4. Soient a et b deux séries vérifiant (1) (cf. prop. 1). L’ensemble des
couples (x, y) tels qu'il existe ne N* pour lequel on a:
x = n(mod(a, b)),
y= Xi‘(mod(a, b)),
est définissable, avec paramétres a, b et X 1
Démonstration. Considérons la formule suivante:

Fo[w # 0) Ala+(L+X)blo] A ‘
AVAY2{(a+Ablv) A (' est un entier) A[A = A(mod (X. MmN
= 3u{ln = ¥ +14X,- 1) (mod(a, bY)] A (a+ublvY} v
v{[A = x(mod(a, WIA[2=X = y(mod(a, b))]} .
Elle est construite pour imposer & la série v des diviseurs de la forme a+4,b, avec

/1,,, = n+Xi(modulo(a, 5)) et A} est alors égal A& n. Soit en effet A, entier,
Ay = 2{mod (X,)); A, est alors nécessairement égal & n, d’oi:

In=Ay = X{(mod(a, b)),
et '

Mt 14X (G ~X) = n+14+ X1 = 2, (mod(a, b).

Cet ensemble de diviseurs de v est non vide (par la condition a-+(1+X,)3|v); il

est nécessairement fini (deux diviseurs a+2,b et a+2,b sont non associés das que

m # n). Le raisonnement est alors le méme que pour la proposition 1.2.
D’aprés ce lemme et la proposition 1.5 on a immédiatement la

PROPOSITION 2.5. L’ensemble des couples (n;X7), neN, est ddfinissable gvec
© paramétre X,.

PROPOSITION 2.6. L’¢énsemble des Dpolyndmes en X, & coefficients égaux a 0 ou 1
et de degré <n est définissable avec paramétres X, et n.

Démonstration. On définit d’abord I'ensemble des polynémes §’écrivant
n+P(X;), ol P est sans terme constant, A coefficients 0 ou 1, avec d°(P)gn. La
formule suivante définit le saturé modulo (a, b) de cet ensemble:

(neN)adv # 0{[(a+blv) v(a+(1 +X;)bl)] A
AYAVp[(a+blv) A (p eNA(L= p(mod (X,)))]
—{(p<n) Adp[[(=p+ 1+ X3 (mod (g, v
V(s = p+1(mod(a, o)A a+ublo)}v{(p = n)a [ = x(mod(a, 1},

* ©
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La proposition s’établit alors sans difficulté puisque le terme constant x, d*un poly-
ndéme x a coefficients entiers, est définissable de.la fagon suivante:

(%0 € N) A[(x~x,) est pas inversible] .

ProrosiTioN 2.7, L'ensemble des séries en Xy, a coefficients 0 ou 1, est défi-
nissable, avec paramétre X;.

Ce résultat est une conséquence de-la proposition plus générale:

PROPOSITION 2.8. Le complété pour la topologie -M-adique d’un ensemble défi-
nissable est définissable. . o

Démonstration. Les familles d’idéaux M" et (X7, ..., Xp), n € N, définissent
la méme topologie sur k[[X]]. En effet on a manifestement (X7, ..., XI)cM" et
Pinclusion M"<(X7Y, ..., X)) a lieu dés que n>pm. On peut donc définir le com-
plété d’'un ensemble définissable E par la formule en x: o

(Ve N)Aydy,, .., [y € EYA(x—y = Zy, XD

Cette formule est & paramétre X, ..., X,,. Mais SiXg, 0, X,, sont des. séries satis=
faisant I,,(xy, ..., X,,), les idéaux M™et ()" sont égaux. Il suffit donc de quantifier
universellement les x; aprés les avoir substitués aux X; (sauf éventuellement dans la
définition de E). h i

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du théoréme 2.3: L’uni-
vers des parties de Nest I'ensemble de séries défini & la proposition 2.7. L’apparte-
nance est interprétée de la fagon suivante: si 7 est un entier et x une série en X, s
a coefficients 0 on 1, “n e x” ssi le (n+41)-iéme coefficient de x est 1. Cette relation
est définissable par la formule:

FyAz[ne NYA (x = y+ X7+ X7 2) A(p €5t un polynéme en Xy,
& coefficients 0 ou 1 avec d°(y)<n—1)].

3. Non équivalence élémentaire entre anneaux de séries sur des corps usuels.

PROPOSITION 3.1, Soitk un corps de caractéristique O et k, le sous corps de ses
éléntents algébriques sur Q. Si ko # k, alors ko[[X 1] et k[[X ] ne sont pas élémen-
tairement équivalents. ' ' : . ’

COROLLAIRE 3.2. Si @ (resp. L) est le corps des nombres algébriques complexes
(resp. réels), les anneaux Q[[X]1] et C[[X]] (resp. L[[X1] et R[[X]]) ne sont pas
élémentairement équivalents. .

La proposition 3.1 s’appuie sur la.possibilité de.défini .dans k[[X]] I'appli-
cation L o S

' st ZD)xE[EXT] - k[IX]],
(P, %)~ PR, o

substitution de la série x dans le pdlynﬁme P. Plus précisément, on a les deux lemmes.
suivants: Sk N
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LEMME 3.3. L'ensemble des polyromes en X, & coefficients dans Z et de degré
<n, est définissable, avec paramétres n et X;.

Démonstration. Considérons d’abord les polyndmes s’écrivant n+P(Xy),
ot P(X,) € Z[X;] n’a pas de terme constant et d°P<n. Siaet b vérifient (1), lensem-
ble de ces polynomes est définissable, moduio (a, b), par la formule en x:

(ne N)AJode[{v # 0)A(ce Z) Ala+(1+eXy)blo} A
AV AYp|(a+ Abjo) A (p € N)A(p = A(mod (X))}
—{(p<mrFiAq[(ge Z) A = p+1+gXT* (mod (4, b)) A (a-+ pblv) ]} v
v{(p = n)A[A = x(mod(a, b))]}] .

Le lemme suit alors (cf. prop. 2.6).

LeEMME 3.4. La substitution dans un polynéme en X, & coefficients cntiers est:

définissable, avec paramétre X.

Démonstration. Nous allons construire une formule G(x, y, z, X;) expri-
mant: x€Z[X,] et z = x(y). D’aprés le lemme précédent, la condition portant
sur x est définissable, ainsi que le degré n de x en X;. On définit le coefficient x,
de X? dans x de la fagon suivante:

(0 € NYA(p<t) AVY[( € ZIX,D A (@) = p—1) A Bl —3)]

x;py)}V{(PeN)A(p>n)A(xi =0)}.

1

— (x,, est le terme constant de

La formule ci-dessous définit alors z modulo (a:b), si a et b vérifient (1):

do # 0[a+(1+(xo-|;x1y)Xl)blv] AVAYp{la+(p+AX,)blv]A(p e N)}
—{(p<m)adulp = p+1+@A+x,4,3" ) X (mod (g, H))] A
Ala+pbl)} v {(p = W) A[AX; = zX;(mod(a, b))]} .

v

Démonstration de la proposition 3.1. L’énoncé:

Vidndy[(ne N)a(y & ZIX,D A () = )
A(le terme constant de y(x) est- nul)]

est satisfait dans ko[[X]] et non dans K[[X]].
On élimine le paramétre X, grice au lemme 2.2.

PROPOSITION 3.5. Si M est un corps réel non archimédien, M[[X]] et R[[X]]
ne sont pas élé irement équivalents.,

Démonstration. Si l'on pi-qlonge Pordre de M par I'ordre partiel sur M[[X]]:

x>0 ssi x(0)>0,
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cet ordre est définissable par la formule: N
. O* =x).

11 suffit dés lors de considérer un énoncé exprimant I’existence d’une série supérieure
A tous les entiers.

Appelons suite définissable toute suite (r,),.n telle que I'ensemble de couples
{(n,r,);ne N} est définissable; la proposition suivante utilise la possibilité de
définir la limite d’une telle suite.

PROPOSITION 3.6. Soit r = lim7,, o (r,) est une suite de rationnels définissable
dans k[[X1], et soit M un corps réel clos ne contenant pas r. Alors M[[X]] et R[[X]]
ne sont pas élémentairement équivalents.

Cette proposition s’applique en particulier quand r, est une fonction arithméti-
que de 7. On établirait en effet quune telle suite est définissable dans kX[[X]], par,
une démonstration semblable 4 celle de la proposition 4.7 (cf. remarque 4.10).

Remarque 3.7. Le degré de transcendance d de k sur son corps premier
(de N U {co}) est fixé par la théorie de k[[X]]. Nous indiquons la démonstration:
Si 4 est un sous-anneau définissable de k[[X]], on généralise le lemme 3.3 en:
les polyndémes en X, & coefficients dans A4 et de degré <m, sont définissables avec
paramétres X, et n. Par contre, il faut supposer que X; n’intervient dans aucune
série a € A pour pouvoir généraliser le lemme 3.4 au cas des polyndémes A coeffi-
cients dans 4. Si y; e k[[X,]], y; non inversible, i € w, on vérifiera, par induction
sur n, qu’il y a, pour tout entier n, une formule f (X, ¥y, ---s Vs Yu+1» Z, X1) €Xprimant

er[J’u---:J’n][Xﬂ‘ et z=X(Ypry)-

Pour que la substitution dans un polyndme en yy, ..., ¥, ait un sens, il faut que les
P1s s Yy SOient algébriquement indépendants. Remarquons que Q((X>)) est de degré
de transcendance infini sur Q; il existe donc y; € Q[[X 2]], i€ w, algébriquement
indépendants au-dessus de Q; on peut choisier ces y; de terme constant nul. On
a alors

dz=n, ssi
3ty, ..., t,e k[[X]] tels que, pour tout polynéme P & n variables et & coeffi-
cients entiers, P(Zy, ..., 2,) soit inversible dans k[[X]], ssi

Ap1y wees Yw € Z[[X,1], [(AA 7 non inversible)
A/\‘/\ (VPeZ[yg, o 11 ][X:D(P 5 0 — P(p) # 0)]
— 3y, LYQEZ[py, s v J(Q £ 0— Q4 ...

- 4, Séries formelles, séries algébriques et (si k< C) séries convergentes. On se
place ici dans un corps de caractéristique nulle, voir la généralisation au chapitre
suivant. On considére les deux sous-structures suivantes de A[[X]]:
le sous-anneau Nk(X) des séries algébriques sur k(X).

, ty) inversible) .

.
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si 'on prend pour le un sous-corps de C, le sous anneau k{X} des séries con-
vergentes pour la topologie usuelle sur C.

On a les inclusions Nk (X)ck{X}<k[[X]]. La mém¢ formule qui définissait N
dans k[[X]], le définit dans Nk(X) et k{X}. Dans k{X} on peut aussi transposer
la définition du modéle de l'arithmétique du second ordre qui avait été établie dans
k[[X]]. Un autre résultat est que les inclusions Nk(X )<=k {X }ck[[X]] ne sont pas
élémentaires (en utilisant des théorémes d’Artin [1] [2], on montrerait néanmoins
que certains énoncés simples, A parameétres dans Nk(X) (resp. k{X}) sont satisfaits
en méme temps dans k[[X]] et Nk(X) (resp. k{X}): c’est le cas des énoncés I
et de certains énoncés Z,, voir [7]).

PROFOSITION 4.1, L’ensemble N est définissable dans (Nk(X), +,.).
COROLLAIRE 4.2, L’anneau Nk(X) est indécidable.

Démonstration de la proposition. L'ensemble N est inclus dans Nk(X)
et défini par la méme formule que dans k[[X]]: le lemme suivant établit le seul point
délicat de la démonstration.

LemMe 4.3. La formule I,(x,, ..., x,) (cf. lemme 2.2) traduit dans Nk(X) I’exis-
tence d’un k-automorphisme envoyant X; sur x;, i =1,..,m.

Démonstration. 1° Supposons d’abord que
NEX) B L(Xy 5 ooy X) -
On en déduit, comme dans la démonstration du lemme 2.2, que la substitution
5 fE)=f(®

est un automorphisme de k[[X]]. Si xy, .., x,, € N(X), alors s(Nk(X))= Nk(X):
on ne fait qu'exprimer la transitivité de P’algébricité des extensions du corps k(X).
Ceci permet de considérer la restriction s* de s & Nk(X). Montrons maintenant que
les X sont algébriques sur k[x]: s* €tablit un isomorphisme entre k[X] et k[%],
on a donc 1’égalité des degrés de transcendance:

d k(X)) = d-k(%);
or

d k@) (X) = d k(X)) = d; - k(X)

d’aprés Thypothése x, e N(X). Ceci prouvé qu'on a Nk(X)cNk(%) et s’ admet
pour application réciproque la substitution de X a %; c’est donc un automorphisme
de Nk(X).

2° Réciproquement soit # un k-automorphisme de Nk(X), envoyant X sur x;;

il suffit de montrer que tout v € M n Nk(X) peut s'écrire ¥ v,X; avec v, € Nk(X).
. i=1
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Dans ce cas on aura en effet, pour tout ue Nk(X) n M:
u = t(v) pour un ve Nk(X) n M
m
=1(} X))
=1
=Y t(w)x;
151

ce qui montre que (%) est satisfaite dans Nk(X).
Considérons donc la décomposition de v:

E} X’m-—la 0)'

Si P(X,z)ek[X,z] est le polynéme minimal de v sur k[X], le polyndme

P(Xy, e, X_1,0, 2) West pas identiquement nul en z (sinon X,, est un facteur dans

P(X,2); v(X(s s Xpy—y, 0) est donc algébrique sur k[X, ..., X,,~,], et par suite

v, € Nk(X). Lécriture cherchée de v s’obtient en itérant cette décomposition.
PROPOSITION 4.4, Une structure isomorphe au modéle standard de I’arithmétique

du second ordre est définissable, avec paramétre X, dans (k({X}, +, .)).
COROLLAIRE 4.5, L’anneau k{X} est indécidable.

Démonstration de la proposition. Les séries en X & coefﬁclents Ooul
sont convergentes et le lemme ci-dessous prouve que les formules utilisées au
paragraphe 2 gardent la méme signification dans k{X} que dans k[[X]]:

LemMe 4.6. La formule I(xy, ..., x,,) traduit dans k{X} I’exzstence d’un k-auto-
morphisme envoyant X; sur x;, i =1,..,m.

Démonstration. 1° Supposons I,,,(:‘c) satisfaite dans k{X}. Alors, les x; étant
convergentes, réciproquement les X le sont, en tant que séries en X (voir [6], para-
graphe 5). Ceci et le fait qu’en substituant des séries convergentes dans une série
convergente on obtienne une série convergente, montre que la restriction de s 2 k {X'}
est un automorphisme de cet anneau.

(X)) = X0, +0(X7, ..

2° Comme dans le lemme 4.3 la réciproque consiste & montrer que toute série
vek{X} n M sécrit

m
v=y v,X;, avecv,ek{X}.
i=1

Si on décompose v sous la forme:

v =0(X,0,..,0)0+0v,, avec v ek{X} (X3, .., X,).
on est ramené par récurrence 3 montrer quun élément de k{X} n (X;,) s’écrit uX,,

avec ue k{X}, ce qui est trivial.
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Xﬂ
PROPOSITION 4.7. L’ensemble des couples (n, E ;'i), neN, est définissable
p=1
avec paramétre Xy, dans k[[X]], k{X} et Nk(X).

Démonstration. Soit ¥ une formule de I'arithmétique du premier ordre
telle que:

NEY(a,b) ssi a=b!

Si I’on considére la relativisée /* de i & ensemble des entiers dans 4, si 4 est un
des anneaux de séries de I’énoncé ci-dessus, il est clair qu’on a Iéquivalence:

AEyY*@,b) ssi a,beNeta=>b!

XF
Alors le saturé, mod(a, b) de {(n, z ~—'5), neN} est défini par la formule:
1 P
Jo 0{[a+(1+X1)b|v]A

 vViVn|a+blt) A(ne N) A (A = n(mod (X))))]

+1

—»Ely[(u =n+l1+ Xi

D (mod(a, b))) A (a+ub|v)] v

v [[x = n{mod(a, ) A(y = A~n(mod(a, b)))]}

PrOPOSITION 4.8. L'ensemble {(n,) p!X?); ne N} est définissable avec
T

paramétre Xy, dans k[[X]], k{X} et Nk(X).
Démonstration. Il suffit de remplacer dans la démonstration précédente la
congruence définissant g par p = n+1+@+1)! X7,

0
z X1 &
COROLLAIRE 4.9. Les séries n—'l et Y n!X] sont définissables dans
H 1
T

K[[X1], k{X} et Nk(X).

Remarque 4.10. On n’a utilisé dans la fonction factorielle que sa définissabilité
dans I'arthmétique. On a en fait établi que si une suite (r,) est arithmétique en n,

©

alors la série )y, r, X7 est définissable dans chacun des anneaux de séries considérés.
1

PROPOSITION 4.11. Les inclusions Nk(X)ck{X}ck[[X]] et Nk(X)ck[[X]]
ne sont pas élémentaires.
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Cette proposition est une conséquence immédiate du corollaire 4.9. On peut
renforcer ce résultat en considérent 1’énoncé:

Vu,,...,Vumax[Im(ﬁ)-—-»(x: § _:):I
p!
1

et I'énoncé analogue pour Iexponentielle inverse. On établit ainsi la

ProrosITION 4.12. Il n’y a équivalence élémentaire entre aucun des anneaux
k[IX1], k{X} et Nk(X).

5. Cas d’une caractéristique non nulle, m>3. L’anneau des entiers n'est pas
contenu dans k[[X]] mais on définit une structure isomorphe: un entier n est
représenté par X3.

PROPOSITION 5.1, L’ensemble N des puissances de X5 est définissable dans
(%[1X1], +,.), m=3, avec paramétres X, et X.

Démonstration. Soient a et b vérifiant les hypothéses (1) et la proprété
supplémentaire que X3 ne divise par a (conditions (2) sur a et b). Considérons la
formule:

Jo # 0{(a+blv) AVA(a+2Bly)
— Aul(p = AX;(mod(a, B))) A (a-+pblv)] v [A = x(mod (a, b))]} -

Elle impose A la série v des diviseurs a+ 4,b, avec 4, = X3(mod (a, b)), qui sont deux
3 deux non associés. En effet si on suppose a+X3b et a-+X3b associés, on a d’aprés
le lemme 1.1:

X3 = X3(mod (a+X35)),
soit si on suppose n>p:

X3X5" P —1) e (a+X3b)
donc:
? = A(a+X3b).

La série a+X3b n’est pas inversible et contient donc au moins un facteur X3; ceci
implique que X7 divise a, situation exclue par hypothése.. Cette formule définit donc,
modulo (e, b), les puissances de X;; la condition supplémentaire (X3 ne divise
pas a) ne géne pas lapplication de la proposition 1.5.

PROPOSITION 5.2, Une structure isomorphe & I’anneau des entiers est définissable
dans (k[[X1], +,.), avec paramétres X, et Xs.

Démonstration. L’addition est représentée par la restriction 2 N de la
multiplication de k[[X]]. La multiplication est moins immédiate: il faut définir
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z=X3" si x = X3 et y= X3. Définissons d’abord z dans le cas 1<m<n par
la formule ‘
P(z, x,y) = v # 0{[a+(X;+x)bls] A .

AVAYR[(a+ G+ wblo) AL = X3)A @ = X3) A’ <n')]
— [a+@AX5 +pu)blo] V[ = M) A (u = 2]}

Le cas général est donc donné par la formule:
[x = P) Az = )]V IGI A TED AP, 2, VI A XD AP, », %)] .

Nous ne détaillerons pas les autres démonstrations, qui reprennent les mémes
techniques qu’en caractéristique nulle, avec la correction suivante: on utilisait des
lelSCLlI‘S a+i,b avec 4, = n(mod(a,b)). Cette condition devient maintenant

A = X3(mod(a, B)). On peut par exemple suivre le plan siivant pour définir le
modele standard de larithmétique du second ordre:

-a) Exprimer que x et y sont des puissances de méme exposant de X5 et (X,+X3)
respectivement. (x est une puissance de X;) A (p est une puissance de X, +X3) A
A Xlx~).

b) Définir P'ensemble des couples (X3, 1+Z 8, (X2+X5)) ot § =0 ou 1;

on part de la définition modulo (a, b) donnee par la formule suivante (a et b véri-
fient (2)):

Tv # 0(a+X;bl0) A VAV L {[(a+A2'Blo) A (4 =
—3p{fu=

X3) A XG0

X324 (mod (a, BY) v u = Xy A(X + (X, + Xo)"* 1) (mod (2, b))] A
Aa+pbln)} v {[A = x(mod(a, B)] A [ = y(mod(a, O}

¢) Définir les séries en (X,+X3) 2 coefficients 0 ou 1.

d) Exprimer que le (n-+1)-8me coefficient d’une telle série est égal a 1.

En conséquence on a la proposition:

PROPOSITION 5.3. Une structure isomorphe au modéle standard de Parithmétique
de second ordre est définissable dans (k[[X]], +,.), avec paramétres Xy, X et X;.

L
On peut également refaire la démonstration de ce qu’une série 3" a,X% o a,
o

est une fonction arithmétique de p est définissable. Le lemme 5.5 prouve I'existence
de séries. de ce genre transcendantes sur k[X]. Il établit donc la

PROPOSITION 5.4. L'inclusion Nk(X)<k[[X]] west pas élémentaire.
LeMME 5.5. La série xo = ZX 1 est transcendante sur k[X).

Démonstratlon On montre que le degré d’un éventuel polynéme annulateur
de x, sur K[X] est arbitrairement grand.
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n
En effet si o est une série annulant le polynéme A(x) = Y. a,x' avec a, e k[X],
]

cherchons 4 approcher a par un polyndme p. On a alors:

A(p) = A(P)—A@) = (p—a)e, aveccek[X][o],

d’on
valg[A(p)]>valy(p—oa) .
Par ailleurs:
val 4 (P <dgl4(p)]
< Sup [dg(a) +idg(p)]
o<i<p

<Sup [d(a)] +d(A)d5(p)

soit, pour une constante X: '
valo(p—a) < K+d(4)d3(p) .

Si Pon suppose que x, annule un polyndme @, on devrait avoir

Yan!>K) = d°(Q)=n.
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