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Eléments ergodiques et totziement ergodiques dans L=(I")
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FRANGOISE LUST-PIQUARD (Paris)

Abstract. Let I be a Le.a. group. We give necessary and sufficient conditions
in order that a function f e L*(I') be ergodie (all means on L®(I") coineide on f) or
totally ergodic (for every y € f’, %J is ergodic). If I'is diserete and countable, we com.-
pare the subspaces of totally ergodic elements in I°°(I") and L°°(7") (7‘ is the Bohr
compactification of I'), using mappings A,,, B, between I°(I') and L°°(7"), which
commute with translations by I" and coincide with the idenﬁty on C (f). In particular,
wo generalize Eberlein’s decomposition of weak almost periodic functions. Using
the mappings 4,,, weo show that if 4 is a subset of Z, if 4+ (4) the density is positive,
the space C4(T) = C(T) contains ¢, as a closed subspage.

Les notations sont celles du livre de Rudin [18], elles sont résumées
4 la fin de larticle.

Soit I' un groupe l.c.a. On sait qu'il existe sur L*(I") plusieurs moyen-
nes (¢’est-a-dire plusieurs formes linéaires positives de norme 1, invariantes
par translation par I'). Les deux premiéres parties de’article sont consacrées
& P’étude des éléments de L= (I') sur lesquels toutes les moyennes coincident.
Par exemple, les fonctions presque périodiques et faiblement presque
périodiques en font partie, mais il y en a bien d’autres. Nous vérifions
d’abord (proposition 1) que ce sont exactement les éléments ergodiques
de L®(I') au sens d’Eberlein [3], c’est-a-dire les éléments f tels que la
fermeture, pour la norme de L®(I'), de lenveloppe convexe de l'orbite
de f par I" contient une constante. Le théoréme ergodique d’Eberlein [3]
donne un critére pour reconnaitre ces éléments. Lorsque I' est discret,
nous en déduisons facilement un eritére plus maniable:

Tudorime 1. Soient I' un groupe abélien discret, G son dual & un
systéme fondamental de wvoisinages compacts de {0} dams G. Soit (»,)
une famille dans 1(1") 1elle que

(i) Yo d Il =1 = o, 1,

(il) Yo ed support », < v.

Un @lément f e 1°(I") est ergodique i et seulement si, pour toute famille
(Po)oes dans T, la famille {f, v,* 8,,> converge, suivant le filire des sections
de 9.

Le théoréme 1 a une conséquence surprenante: soit H(I") I'ensemble
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des éléments totalement ergodiques de 1°(I"), ¢’est-a-dire des fonctions f
elles que, pour tout g € &, gf est ergodique. La condition “IC esi un fermé
dans un groupe compact méirisable G, les éléments de I (K « PM(&)
sont tramsformés de Fourier d'éléments totalement ergodiques de 1°(I')”
est équivalente & wne condition sur A(K) = A(G)/I(K) qui & un sens
dans un cadre beaucoup plus général, ol la notion de moyenne n’intervient
plus:

“Poyr tout k € K, pour tout sysiéme fondamental déoroissant de voisinages
v, (k) dans K, toute swite (p,) vérifiant -

() ”‘pn“A(K) = 1 = @u(k),

(i) support @, = v, (k)
est de Cauchy pour o (A (K), I(E):)”.

Oe sont b les résultats les plus importants de la premiére partie.

Les principaux résultats de L’article sont obtenus dans la deuxiéme
partie. Nous avons besoin de tout un outillage: les applications B,, déja
introduites par Rudin [16], les applications 4,,, qui sont nouvelles. Ces
applications font correspondre les éléments de L=(I) et 1 (1), en parti-
culier les éléments ergodiques. Nous obtenons en pagsant les

THEORBEME 2. 8¢ I' ¢st métrisable, les seuls éléments de L™(I') dont
Vorbite- par I' est relativement compacte pour o(L®(I'), IMNI)") sont les
fonotions faiblement presque périodiques.

TafiorEME 3. Soit A = Z un ensemble tel que la densité supérieure de
répartition At (A) soit positive. Alors O 4(T) contient un sous espace fermé
isomorphe & ¢;.

L’introduction de la I"-ergodicité, lorsque I est un sous groupe
dénombrable dense de I', faite dés la premidre partie, permet d'utiliser
des suites, et non des filtres. Cela est fondamental pour le lemme 6, dont
découlent les théordmes 4, 5, 6:

TafoREME 4. Soient I' un groupe abélien compact, séparable, I”
un sous groupe dénombrable dense. Une condition mécessaire et suffisamte
powr que f € L*(I") soit I"'-ergodique est que, pour une suite (v,) dams U'(I"),
définie comme dans le théoréme 1, pour touls swite (y,) dams I", la suite
(frwxd,,) soit de Cauchy powr o(L™(I'), L=(I')).

TatorEME 5. Soient I' un groupe discret dénombrable, K un fermé
du dual G. Si les dléments de 1°(I") dont les tramsformés de Fourier somt ortho-
gonauw & L(K) sont ergodiques, les éléments de LE(T) sont I'-ergodiques.
(I" est le compactifié de Bohr de I'; I(K) est I'idéal de 4 (@) formé des
fonctions nulles sur K.)

TatorEME 6. Soient I' un groupe discret dénombrable, K un fermé
de son dual. Si les éléments de 1°(I") dont les transformés de Fourier sont
- orthogonaug & I (K)sont faiblement presque périodiques, alors LR (I') = Cx(T).
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Ce théoréme généralise un résultat de [10]. ‘

Nous donnons un exemple (K = K,+K,, ol K,UK, est un Kro-
necker dans T') pour lequel les éléments de I(K,--K,)* sont transformés
de Fourier d’éléments de 1*(Z) totalement ergodiques, mais pas tous
faiblement presque périodiques.

Dans les troiséme et quatriéme parties, nous considérons des questions
étudiées par Eberlein [3] dans le cadre des fonetions faiblement presque
périodigues, mais cette fois dans le cadre des fonctions .totalement
ergodiques. Dans la troisieme partie, nous démontrons le )

TeBorEME 7. Soit I' un groupe abélien discrei. Alors BT (I) est iso-
métriquement isomorphe & wn sous espace complémenié de H(I'). (BT (I)
est Pensemble des éléments totalement I-ergodiques de L®(I).)

De plus cetite décomposition généralise la décomposition des fonctions
faiblement presque périodiques sur I' [4].

Dans la quatriéme partie, nous étudions 1’algébre des multiplicateurs
B (I') de E(I') (pour la multiplication ponctuelle). 11 est connu que &’ (R)
et B'(Z) sont strictement incluses dans F(R) et E(Z) respectivement
(voir Paddendum). Cette question est lide & un probléme de Rubel et
Shields [15]: les fonetions Riemann-intégrables de L®(T) (notées RI(T))
sont des multiplicateurs de B(T'), mais forment-elles tout B'(T)?

Nous montrons (proposition 7) que les fonctions mesurables de 1= (1)
dont les images canoniques dans L*(T) sont Riemann-intégrables
forment un sous-espace striet de B'(T;). Lorsque I' est compact nous

‘obtenons bien une earactérisation abstraite de E'(I'), mais sans pouvoir

répondre & la question de Rubel et Shields. Pour étudier la multiplication
ponctuelle dans E(I') il est commode d’étndier d’abord les convolutions
dans Z®(I'), qui généralisent bien slr la convolution dans WAP(I)
[3]. Ce sont des applications bilinéaires sur L= (I") x L®(I"), & valeurs dans
L®(I';). En réalité, elles prennent leurs valeurs dans WAP(I;) et nous
donnons des conditions suffisantes pour gu'eiles les prennent dans 1’espace
eds fonctions presque périodiques (théoréme 8).
Chacune des quatre parties sera précédée d'un plan détaillé.

I. La premiére partie nous permet de préciser des résultats connus
(proposition 1, théoréme ergodique d’Eberlein), d’en tirer les premiéres
congéquences (corollaires 1 et 2, théoréme 1, corollaires 3 et 4), et de donner
des cxemples. Blle s’organise ainsi:

1. Définitions et préliminaires.

2. Le théoréme d’Eberlein et ses conséquences: critéres d’ergodicité
pour les éléments de I*(I') lorsque I' est discret (démonstration du
théoréme 1).

3. Exemples.
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4. Critéres d’ergodicité pour L*(I"), lorsque I" est non. discret, utilisant
IMT).

1. DfiFiNTTION 1. Soient I" un groupe l.c.a., I un sous groupe de I
Une forme linéaire continue m sur L*(I"), vérifiant

fml] =1 = <{m, 1)

est une moyenne si elle est invariante par translation par I', une moyenne
I-imvariante si elle est invariante par translation par I,

L/'exigtence d’une infinité de moyennes sur L*(I") est due & Banach [1]
lorsque I" est discret, &% Rudin [16] lorsque I" est l.c.a. non discret.

+ DEFINITION 2. Soient I' un groupe l.c.a., IV un sous groupe dense.
Un élément f e L™ (I") est dit ergodique (ou I"-ergodique) §'il existe une
fonetion congtante, adhérente pour la norme de L*(I") & Penveloppe
convexe de ’orbite de f par I" (ou par I”).

Remarquons que tout élément » € L*(I") qui est un point fixe pour
Ia tramslation par I est une congtante. En effet, pour toute ¢ € L' (I') r+p
est dans C(I") et est invariant par I, done par I'. Done r est aussi invariant
par I

Si I' est séparable, il est clair que, pour tout élément f ergodique
dang L®(I"), il existe un sous groupe dénombrable I”, dense dans I,
tel que f est I"-ergodique. Alors la notion de IV- ergodwmé permettra
d’utiliser des suites et non des filtres.

Enfin il est évident que toutes les moyennes P’-invarla.ntes coincident
sur les éléments I"-ergodiques. La réciproque est vraie:

PRroPOSITION 1. Soient I' un groupe l.c.a., I un sous groupe dense.
Les éléments I-ergodiques de L™ (I') sont exactement les éléments sur lesquels
toutes les moyennes I'-invarianies coincident.

Cette proposition est démontrée en partie dans [15]. Elle entraine
que les éléments I'-ergodiques forment un sous-espace fermé de L*(I').

Démongtration. 8Bi feL*(I') n’est pas I"-ergodique, sa partie
réelle, par exemple, ne 1'est pas non plus. D’aprés l'argument de [15],
en appliquant dans ReL™(I") (le sous ensemble de L*(I") formé des fone-
tions & valeurs réelles) le théoréme de Hahun-Banach, puig le théordme
du point fixe de Markov~Kakutani, on obtient une forme linéairel; continue
sur ReL>(I"), invariante par translation par I”, telle que

@ <, 1> =0,

() &, f+f> #0.
A 1a formé linéaire ! sont associées deux formes linéaires positives I+, 1,
continues sur ReL>™(I'), définies par I =1"—1", [I| =1t +1" et

Vr>=0, reReL™(L), [l(r) = sup [I(s).

scReL>®(T)
lsi<r
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Comme I* et I~ sont invariantes par tranglation par I”, on leur associe
des moyennes I'-invariantes I*t/|I*]l, I7/|i”|| en les prolongeant canoni-
quement en formes linéaires continues sur 1°(I"). Ces moyennes ne coinei-
dent pas sur f: en effet, par contruction

B = a*, 1) =47, =17,

<n§+u f+f> <u§—u’f+f> <nl+u’f+f>

Donnons maintenant des exemples de fonctions ergodiques. Rappelons
qu’une fonction faiblement presque périodique sur I" (ce quon note WAP (I'))
est une fonction de O(I') dont Vorbite par I’ est relativement compacte
pour o (C(I), O(IY).

LeMME 0. (a) Soient I' un groupe compact, I un sous groupe dense.
Pour toute fonction f e C(I) et toute moyenne m, I"-invariante sur L*(I),
ou 1™°(I'y), ou 1°(I'y)

. fymy =<f 0 +
(nr est la mesure de Haar de I').

(b) Soient I' un groupe le.a., IV un sous groupe dense. Toute fonotion
fFe WAP(D) est I-ergodique dans L™(I") et dams 1°(Ig).

Démonstration. (a) C(I') est un sous espace fermé de L™(I'),
1(Iy), 1°(Iy). L'orbite par I' d’un élément fe C(I') est relativement
compacte pour la norme de O(I'), et ’orbite par I y est dense en norme.
L’adhérence pour la norme de son enveloppe convexe contient la constante
<y

(b) WAP(I') est un sous-espace fermé de L™ (I") et 1°(I';). D’apres [3],
toute fonection fe WAP(I') est ergodique, et est aussi uniformément
continue sur I'. Son orbite par I est done dense pour la norme de O(I")
dans gon orbite par I

Pour énoncer les résultats, il sera commode d’utiliser la terminologie
suivante [B]:

DEpmNTTION 3. Soit I' un groupe lLe.a. On appelle famille moyennante
dans L} (I') une famille filtrante wvérifiant

(i) Vaed |plpyry =1 =g 1D,

(il) Yy eI |lp.6, ~ @ollzigry = 0.

Bi (@o)aey €86 une famille moyennante, (p,*0, ). €t aussi une famille
moyennante, pour toute famille' (y,),., dans I. 11 est évident que tout
point adhérent suivant A & une famille moyennante (¢,),c4 POUr o (L1 -,
I™(I') est une moyenne sur L>(I'). Réciproquement, toute moyenne
gur L®(I') est adhérente & une famille moyennante [5]. Nous retrouverons
d’ailleurs ce résultat, comme conséquence du corollaire 2.

!
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Lorsque I' = Z, il est intéressant de relier la notion abstraite de
moyenne sur !°(Z) 4 la notion plus concréte de densité supérieure (ou
inférieure) de répartition dun ensemble A dans Z.

Rappelons que

Card(An[~k+n, k4n])

A (4) = lim sup Sh1 ,

koo n
A= () = lim i Oard (An[—k+mn, k+'n,])
. 2k+1
ProroRITION 2. Soit A un ensemble dans Z. Alors
A% (4) = sup <Ly, mp,
m
A7 (4) =inf 1, mp
m

lorsque m parcourt Vensemble des moyenmes sur 1°(Z).
Démonstration. La suite de terme général

B = 210+1 Z

n=—k

est une famille moyennante dans I*(Z). Il en de méme pour toute suite
(%*,,). Par définition il existe une suite (m;) dans Z telle que

At (A) =T Ly, wxd, > = Hm[Ls,
d’ot

A (4) < sup Ay M)

Par ailleurs, pour toute moyenne -m
Vh (Lgy md> = (Latryy md < [Lawwyll -
Done

sup (Ly, my < Hm Ly, mxd, > < A% (4).
u Hm. A

Pour achever la démonstration, il suffit de remarquer que 4™ (4) =1~
—A47(4°). Bn passant, nous avons retrouvé le résultat connu:
Oard(An[ —k+n, k+n])

2k+1
2. Notre travail g’appuie essentiellement sur le théoréme suivant:
THEOREME ERGODIQUE D’ERERLEIN. Soient I wn groupe l.c.a., I

A% (A4) = lim sup

k-0 n

s
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um sous groupe dense. Les condztwns suivantes, pow feL>(I"), sont équi-
valentes :

(a) f est I'-ergodique.

(b) Powr une famille moyennante (v,)ues dams mam,
ge en morme, suivant A.

(¢) Pour une famille moyennante (v,)..4 dans T(I)y (f#Va)aea COMVETGE,
swivant A, powr o(L=(I), I>(TY).

(Q) Pour toute famille moyennanie (vy)eweq Sams ™Iy,
verge em morme, sutvant A.

Démonstration. Par convolution la famille (v)uea détinit une
famille d’opérateurs sur I*(I", de norme 1, laissant stable I'enveloppe
convexe de lorbite par I” de chaque élément f de L™(I"), et vérifiant

VyeI" VfeL2(I) |[frv,*d

Comme toute fonetion de L®(I') invariante par I” est une constante,
le théordme énoncé est un cas particulier du théoréme 3.1 de [3].

Voici un exemple de famille moyennante dans (). (Il résultera du
corollaire 2 que toute moyenne sur I1°(I") est adhérente & une famille de
ce type.)

Levme 1. Soit I' un groupe abélien discret. Soit & = {v} un systéme
Jondamental de voisinages compacts de {0} dans le dual G de I'. 8oit (v,)pes
une famille dans 1{I') telle que

(l) Voed “qu =1-= <1'v7 1>!

(ii) Vv € & support 9, = v.

Alors (v,)pes €8T ume famille moyennante dans ™.

Démonstration. Llexistence dune telle famille exprime  que le
point {0} est un ensemble de Ditkin fort pour 4 () et résulte de [18].
Pour tout yel :

f *”a)aEA conver-

f*”a)as_A con-

y_f*vu”Lc"’(I‘)—) 0.

o (¥ —llagey < Iy —Lllagsy -
Comme le point {0} est de synthése pour A(@) [18], on &

Ve 0 dvged Yoo vg Iy —Hlim < ¢

Il en résulte que, pour tout y € I, [#{y —D)llge — 0, suivant lo filtre des
sections de 4.

On notera que si I est dénombrable, o famille (3,),e0 est une guite,
lorsqu’on choisit ¢ dénombrable.
" QoroLLAIRE 1 du théoréme d’Eberlein. SoitG un groupe lL.o.a., de
dual I". Soit 0 Vinjection canonigue

G =G
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Un élément S e PM(G) est transformé de Fourier d’un éfément ergodique
avec constante 0 de L™ (I') si’et seulement s'il emiste une suite déoroissante (v,)

de voisinages compacts de {0} dons G, et une suite (S,) dans PM(@) telles
que

(i) Vn support 8, = 67 («5),

(11) ”S_Sn”PM(G) - 0.

Démonstration. Soit (»,),., une famille moyennante dans I'(I"),
vérifiant les conditions du lemme 1. Pour toute 8 e PM(G), & support
dans 671(+°), 8 est ergodique avec congtante 0 car

Vo'ed o «v 8, =0.

Or D’espace des éléments ergodiques avec constante 0 est fermé en norme
dans L= (I'). Réciproquement, si § est ergodique avec constante 0, d’aprés

le théoréme ergodique d’Eberlein et le lemme 1, ”S%HPM(G) ~ 0. Pour tout =,
il existe w,, € ¢ tel que
118 — (8 — 85y, )l <

Comme (1—7%,, ) est nulle en {0} et comme {n} est de synbhése pour A(G),
il existe ¢, _A(G) nulle dans un voisinage ¥V, de 0 dans ‘G, telle que

1
I8 — 8o, lpue) < o (X +08).

8i K est un fermé-de G, rappelons que l'idéal J(K) = 4(G) est la .

fermeture en norme de ’idéal des fonctions de 4 (G) nulles dans un voisinage
de K. L’espace transformé de Fourier dans L*(I") est noté J(K)
Le corollaire 1 gignifie que les éléments ergodiques avec constante O
dans L°(T') sont les éléments adhérents en norme & U J (67 (+°))* lorsque
ved

9 est un gystéme fondamental de voisinages ouverts de {0} dans G. Les
moyennes sur L™ (I") sont done exactement les éléments positifs de norme 1
dans I'(I")", appartenant 3 tous les J{67'(s%))*%. On en déduit le

CorOLLAIRE 2. Soient I' um groupe lc.a., de dual @, 6 Vinjection
canonique de G dans G, 9 un systéme fondamental de voisinages ouverts de {o}
dams G. Toute moyenne m sur L=(I') est adhérente pour o (L(I)", L=(I"),
suivant A, & une famille filtrante (p,)eeq doms IM(I'), vérifiant

(i) Veed ”‘Pu”LI(I') =1 =@, 1>,

(i) Voed Jaec AV o > e supportg,. = 674 (v).

Il est facile de vérifier, en utilisant le fait que {0} est de synthése

pour A (G), qu'une telle famille (p,),.4 est moyennante. On a done montré
en passant que toute moyenne est adhérente & une famille moyennante [5].
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8i I' ost diseret, les familles du corollaire 2 sont exactement les familles
du lemme 1.

Lorsque I' est digcret, le théoréme ergodique d’Eberlein entraine le
théoréme 1, qui ge révele le plus commode dang la pratique pour recon~
naftre quun élément de 1*°(I") est ergodique.

Démongtration du théoréme 1. Rappelons que
siof €LY fly) =f(—),
gveIdl) G, =G, 0,

sl fel®(I") est ergodique, la famille ( favxd, ) converge en morme dans
1= (I"), donc ponctuellement, d’aprés le théoréme ergodique d’Eberlein et
le lemme 1.,

Réeiproquement, si (f, vv*é > converge pour toute famille (y,),
vérifions que le filtre des sections de (f¥7,) o5t de Cauchy pour la norme
de 1™(I'). (Sa limite sera évidemment une constante.) En effet, dans le cas
contraire, on aurait

o> 0 Voed Jw,(0), w(v) €9, w,c wycv Ay, el

|<f} ;‘“1(")*63‘1) - <f7 ;’wz('u)*aﬂ)l > 8.
On poserait

V1) = Yooy Vo) = sz(u), A ={w,i)| ved, i =1,2}.

Le filtre des scetions de la famille filtrante (f, v Vip,i%8,,> e serait pas un
filtre de Oauchy, done ne convergerait pas. Ceci est contraire 3 Phypothése
puisque Je filtre des sections de .4 est plus fin que le filtre des sections.
de 9.

Par transformation de Fourier, le théoréme 1 entraine )

CoROLLAIRE 3. Soient K. un fermé dans un groupe abélien compact
métrisable @, de dual I'y et S un idéal dams A(@), de spectre K. Soit (v,)
une base déeroissanie de voisinages compacts de {0} dans @. Soit (¢,) une suite
dans A (G telle que

1) Vo ligsll =1 = 9,(0),

(i) Vo support g, < 0,.

Chacune des conditions suivantes est méoessaire et suffisanie pour que
les éléments de S (IC)*: sodont tramsformés de Fourier d'éléments ergodiques
de 1%(I):

(a) soit (@,) une suile 'vémfmm (1) et (ii); pour toute swite (y,) dans P,
(Puya) €8t de Cauchy pour ofA(G)]F(K), J(K)*),

(11)) towte suite (@,) vérifiamt (i) et (ii) est de Cauchy pour a(A (@F(K),
S(K)*).
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DEFINMTION 4. Soient I” un groupe l.c.a., G sont dual. Un élément
FeL®(I") est dit totalement ergodique si pour tout g € @, gf est ergodique.

Cette notion est introduite dans [157 lorsque I' est compact. Elle
sera raffinée dans la troisidme partie de ce travail (définition 4 bis).

En reprenant les notations du corollaire 3, comment exprimer que
les éléments de #(K)* ont des transformés de Fourier totalement ergo-

diques? Sif est dans S (K)*, g/‘}‘ est dans S (K — g)*, D’aprés le corollaire 1,
81 g nest pas dans K, jf est ergodique avec constante 0. La condition
«cherchée est done: :

CorOLLAIRE 4. On garde les hypothéses et motations du corollaire 3.
Une condition nécessaire et suffisante pour que les éléments de S (K)* soient
transformés de Fourier d'éléments totalement ergodiques de 1°(I") est:

Pour tout k e K, pour toute base décroissamte de voisinages compacts
v, (k), toute suite (¢F) danis A(Q)]F(K) vérifiant

(i) Vn lighll =1 = gji(k),

(ii) Vo support ¢f = v,(k)
est de Cauchy pour o(4(Q)|F(K), S (K)*).

Or une telle propriété a un gens dans un cadre beaucoup plus général,
et est invariante par isomorphisme d’algdbre: le bon cadre est celui d'une
algébre K semisimple, unitaire, réguliére, séparable, considérée comme
algdbre de fonctions sur son spectre K, telle que tout point % du spectre
@8t un engemble de Ditkin fort. (Oette dernidre condition exprime qu’il
existe dans B des fonctions (¢f) vérifiant (i) et (ii).) On peut dire alors
que R’ est “totalement ergodique” si toutes les suites (pf) vérifiant (i)
et (ii) sont de Cauchy pour o(R, R').

3. Etudions maintenant quelques exemples. La derniére remarque
du paragraphe 2 sera utilisée dans I’exemple 5.

ExemprE 1. Soit K < [0,1[ un ensemble symétrique mince, c’est-a-
dire

K ={jektkl & =0 ou 1}

Fe=0

‘ -,
ol (t,) est une guite dans [0, 1[ telle que 2 k%1 < 4 c0. On note encore

k=0 ‘k
X Pimage de K dans T. Les points de K pour lesquels g = 1 pour un
nombre fini d’indices seulement s’appellent les tétes de K.

Soit (p,) une suite dans A (T'), vérifiant les conditions (i) et (ii) du
«corollaire 3, relativement & une suite (v,), base décroissante de voisinages
de {0} dans T. D’aprés [11], il existe une suite (4,) formée de mesures &
support fini dans Pengemble des tétes de K, équivalente & la bage canonique
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de ¢, dans PM(K), et telle que

Vi [t )l > 1.

Alors (p,) contient une suite équivalente 4 la base canonique de I* dans
A(K), et ne peut étre de Oauchy pour o(4(K), I(EK)), les éléments
de I(K)* ne sont pas tous transformés de Fourier d’éléments ergodiques
de I°(Z). .

Soit G le sous groupe dénombrable de T' engendré par les tétes de K,
et soit (y,) une approximation de l'identité pour la multiplication dans
A(@). Pour tout n, il existe m(n) tel que

|</‘m ‘Pn’t”m(n))l > %‘

La suite (u,) est encore équivalente & la base canonique de ¢, dans
PM(@). Lo suite (@, Pmp)) et dans A (@), elle contient une suite équivalente
4 la base canonique de I' dansg A(G)/I(GNK). Il en résulte quil existe
plusieurs moycnnes Z-invariantes sur L.z(Z), adhérentes & (¢p/,5pm(,,,).

BxuMPLE 2. Soit A = Z, contenant un ensemble

N

F o= k&){z{ik’)’bk[ g =0 ou 1}

k=1

Ny

o0
ol (n,) est une suite d’entiers positifs telle que Z' m < +oo et nyy,
I k=1 Y41
>4 Enj pour tout k.
i=

Alors, d’aprés [12], F' n’cst pas dense dans Z. L’ensemble

- H=0) {,—SJ:, B
4 o == ]

est un sous groupe fermé striet de Z. Dans tout quotient métrisable de
E/H, Pensemble F est Densemble des tétes d’un ensemble symétrique.
Quitte & extraire une sous suite de (n,), on peut supposer que c’est I’ensem-
ble des tétes d'un. engomble symétrique mince. On est ramené & 'exemple 1.
Duane part 0,(T) contient ¢, d’autre part, pour tout groupe I' dénom-
brable infini dang A+, les dléments de L%(T) ne sont pas tous Iergodiques.

Daprés [14], cette situation est réalisée dés que M,(T) contient
une megure dont la trangformée de Fourier ne tend pag vers 0 & linfini.

Exnmprn 3. Les 6léments de H*(T) = Ly, (T) ne sont pas tous
crgodiques, Oeci est démontré dans [15].

Les seuls exemples que nous connaissons d’espaces L73(T) dong
tous les 6léments sont totalement ergodiques vérifient L% (T) = O (T)).
Y en a-t-il d’autres? (probléme 1).
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BExpMPLE 4. Soit K un fermé dans un groupe compact @, de dual I
§i les éléments f de I(K)* ont des transformés de Fourier dans WAP (I,
le Iemme O entraine que f est totalement ergodique. Cette hypothése
est réalisée dds que M (K) est dense en norme dans I(K)* [3]. Clest le
cas si K est dénombrable, si K est un ensemble de Helson, ou encore
dang 'exemple suivant, di & Katznelson-MceGehee [97: Pensemble K < T
est un parfait non Helson, contenant un ensemble dénombrable dense

de la forme (J K, chaque K, étant un ensemble fini, de maniére que

j=1
I(K)* = M (E)+ @PM(K,).
1 ,
ExempLE 5. Soit K = K;+ K, = T ensemble de Varopoulos [20]:
K, UK, est un parfait de Kronecker. Alors la bijection canonique

K, xE,+ K,+ K,
induit un isomorphisme d’algdbre
O(K)QO(K,) 15 A(K,+K,).

On veut montrer que les éléments de I(K,-K,)* ont des transformés
de Pourjer totalement ergodigques dans 1°(Z). Soit (v,) une basge de voisi-
nages d& (0) dans T, soit (f,) une suite dans C(T') vérifiant :

(1) Vn ”fn“C(T) =1 =fn(0))

(il) V» support f, < v,. :

Pour toute suite (y,) dans Z, la suite (y,f,)*d; est de Cauchy pour
a(G’ (K, M (Kl)). D’aprés [7], espace C(K,) a la propriété de Dunford—
Pettis et dans ce cas la suite

[(afu)*b2,] ® [(raf)*ds,]

est encore de Cauchy pour o(C(K,)§C(K,), (0(K,)&0(K,))). La suite
(glatie) = (T (fx8y, ®F,*8,)) véritie done la condition (a) du corollaire 3.

On reprendra cet exemple dans la deuxiéme partie (paragraphe 4)
_ pour montrer que les fransformés de Fourier des éléments de I (K, -+ K,)*
ne sont pas tous faiblement presque périodiques.

4. 8i I' egt un groupe l.c.a., le théoréme ergodique A’Eberlein carac-
térise les éléments ergodiques de L™ (I") en utilisant les familles moyen-
nantes dans I*(I'y). Lorsque [' n’est pas discret, existe-t-il une caractéri-
sation, analogue au théoréme 1, faisant intervenir les familles moyen-
nantes (¢,) dans L' (I'}% La réponse est oui, mais le eritére est mal commode,
et ne peut pas se généraliser comme on I’a fait aprés le corollaire 4. On peut
done, en premiére lecture, sauter la fin de cette premiére partie.

La difficulté essentielle est qu’on ne peut pas utiliser le théoréme
ergodique abstrait d’Eberlein (théoréme 3.1 dans [3]) pour la convolution
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par (p,). Bn effet, il 0’y a aucune raison a priori pour gue la convolution
par ¢, laisse stable le fermeture cn norme de ’enveloppe convexe de I’orbite
par I' des éléments de L=(I").

PrOPOSITION 3. Soient I' un groupe lc.a. non diseret, f un élément
ergodiqgue de L™(I), (Pu)eca wne fomille moyennante dans L'(I'). Alors

(a) <{f, @y oconverge suiwamt A,

(b) (frp,) converge uniformément suivant A.

Démongtration. Toub point adhérent & (¢,),.q sSuivant 4 est une
moyenne, ce qui entraine (a).

(b) (f*p,) est une famille dans O(I"). Comme dans la démonstration
du théoréme 1, on vérifie que le filtre des sections de (f*p,) est de Cauchy
pour la norme de O(I').

PROPOSITION 4. Soit I' un groupe abélien compact.

(a) Un élément f e L=(I") est ergodique si et seulement si, pour toute
famille moyennante (9,),eq dons LMI), (frpy)ecs converge umiformément,
suivant A. >

(b) Un élément fe L®(I") est ergodique si et seulement si, pour toute
famille moyennamie (p,)eeq dams L*(I"), {f,p,> converge, suivant A.

Démonstration. La proposition 3 entraine que les conditions sont
néeessaires. Vérifions que la condition (a) est suffisante.

Soit # la mesure de Haar de I'. La constante (f,7) est adhérente
pour o (L>(T, IMI)) & Ienveloppe convexe de Vorbite de f par I. Toute
moyenne m sur L°(I") est adhérente suivant 4 & une famille moyennante
(Paducar Si (F¥Py)ueq cODRVerge uniformément dans O(I'), c’est nécessaire-
men$ vers la constante {f, m), qui est done égale & (f, n).

La condition (b) est suffisante parce qu’elle entraine que les {f*@,)
convergent uniformément.

Pour la partie (b) de la proposition 4, on peut se limiter & des familles
moyennantes de L*(I") qui vérifient les conditions du corollaire 2. Mais
nous ne voyons pas comment donner 4 ces conditions un sens intrinséque,
ni eomment généraliser la condition de totale ergodicité pour les éléments
de LE(I) (ot K est un sous ensemble de &) comme nous Vavions fait
pour les groupes diserets.

PROPOSITION B. Soient I' um groupe compact abélien, f un élément
totalement ergodique de L (I")."Alors Vadhérence, powr la norme, de enveloppe
conveme disqude de Uorbite de f par I'y contient f *Bl(L‘(I')).

(By(L*(I') désigne la boule unité de I*(I).)

Démonsgtration. Soit ¢ un polyndéme trigonométrique de norme 1
dans LI, S0it (v,)eey une famille moyennante dang I (Iy). D’aprés le
théordme ergodique d’Eberlein, pour tout g dans le dual de I’

(@)wra ~F(9)

pour la norme de L=(I).
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Comme

(@fYeve = g(frgra)

on &

If +gv. — F #glizooqry — 0
d’or

f xgv, — fo@llzoor = 0.
Or

levallagry = Klel, vl = lelzyry = 1.

II. Dans la deuxidme partie, nous établissons une correspondance
entre 1°(I7;) et L*(I"), qui conserve la I'ergodicité, et nous en déduisons
les congéquences.

Cette partie s’organise de la fagon suivante:

1. Définition et propriétés des applications B,; démonstration du
théordme 2..

2. Définition et propriétés des applications 4,; démonstration du
théoréme 3.

3. Le lemme fondamental (lemme 6) et ses conséquences (théorémes
4, B, 6). .

4. Un exemple.

1. Les applications B,. Soient I" un groupe l.c.a., I un sous groupe
dense. Pour tout o e L*(I')"’, pour toute fe L*(I'), on défini f@w dans
1°(I") par .

F@ol) = {fy, o>
On pose ‘
B,: I®(I") - 1=(I")

f~—>foo

De telles aipplications ont été utilisées par Rudin dans [16] et [17]. Elles
interviennent de fagon naturelle quand on utilise la topologie o(L*(I"),
L®(I')). Elles ont les propriétés suivantes:

(a) Pour tout y € I" BA(f,) = [B,,,(f)],,.

Pour toute v e *(I") B, (fxv) = B,(f)*r.

(b) Soit w e L(I")". 8i f est I"-ergodique dans L*(I'), B
que dans 1°(I").

En effet, supposons d’abord que |lwl| =1 = {w,1). Alors, si m est
une moyenne sur 1°(I"), la. forme linéaire

fr><Bo(f), my

est une moyenne I"-invariante sur L*(I).
Or tout weI}(I")” admet une décompogition o = w*—w™, ol

f (f) est ergodi-
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o™, o~ sont des formes linéaires positives. Alors

B+

B, = ot —2— .
Jlo* |1 Hw li

() 8 o wvérifie |lo]| =1 = {w, 1), si feL®(I) est positive, B,(f)
est positive.

(d) Soit ¥ un systdme fondamental de voisinages de {0} dans I
Soit (g,)s une famille dans L'(I") vérifiant

(i) Voed lpll =1 = <pyp, 1>

(ii) Vo € & supporte, = v.
Si o est adhérent & (p,)s suivani & pour o (LI,
dans le dual de I, et toute fe L™ (I)

Bo(gf) = gB.(f)-

(e) Par hypothése I est dense damns I', P’application canonique du
dual @ de I' dans le dual de I‘d est injective.

Soient K un fermé dans G, K son adhérence dams le dual de T'y. Alors
st f e L™(I') est orthogonale & f (K) = NI, B,(f) est orthogonale & I(K)
< ™.

En effet, soit uel(K)c B(I"). Alors B,(f)xu =
=0 car, pour toute @ € L*(I"), uxp est dans I(K).

Lememple d¢ Rudin [16). Soit I' un groupe l.c.a. Rudin donne un
exemple d’un élément’ f e L*(I") non ergodique: f est la fonetion. caracté-
ristique d’un compact de I', de mesure de Haar positive, d’intérieur vide.
11 existe alors un point # dang le spectre de I=(I'), dont I'image canonique
dans M(I') est &y, tel que

=1 'Il

LI}, alors pour tout g

B, (f*n). Ot frp

fOh =0.
Alors, pour toute moyenne m sur.l®(ly),
S0 ={foh,my £Lfymp.

Remarque 1. Soient I'un groupe l.c.a. séparable, I un sous groupe
dénombrable dense. Pour tout & dans le speetre de L*(I"), pour toute
moyenne m sur [°(I") définissons h®m e L*°(I")'par

VfeL*(I) {f, hom) = {f Ok, m).

Alors toute moyenne M sur L®(I') est adhérente pour o(L*(I)”, I=(I")
au sous espace I de I*(I')' engendré par les h®m.

En effet, dans L=(I") Pespace F* est formé des fonetions f telles
que, pour toute suite moyennante (v,) dans I, (f#v,) converge vers 0
pour o (L>(I"), I*(I")""). Toute moyenne I"-invariante est done dans FLd,
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L’intérét des applications B, est dil en partie an lemme suivant:

Leyve 2. Soit I' un groupe l.c.a. non discret, métrisable. Pour toute
J e I®(I') et tout compact K = T, il ewiste w e L=(I")' tel que: f® w e 1° (1),
F®w =f presque partout sur K (pour la mesure de Haar n de I).

Démonstration. Soit (v,)7"=F une base décroissante de voiginages
compacts de {0} dans I. Soit (p,) dans L'(I') telle que

(1) V’”’ H‘Pn“Ll(I') =1 = <(pn7 1>!

(ii) Vn support ¢, = v,,.

Alors

U(M(”o)a G(F))i
Jxp, —>f pour o(L=(I), LNIY),

1g(f*p,) = 1gf pour o LMI), L°(I).

T existe un(;, suite (v,) dans L'(I"), telle qﬁe chaque v, est combinaison
convexe d’éléments ¢, (n' >n), et telle que

g (F*pn) "“1Kf”1;1(r) 0.

Cette suite converge sur K en mesure, pour la mesure 1x#. Il existe une
sous suite (y,,) telle que

1K (f*%ni) "‘1Kf -0

8i o est adhérent & (y,,) snivant un filtre plus fin que le filtre des sections
de N, pour o(IMI)", L®(I"), ’

[ 50 pour

o

ponctuellement presque partout sur K.

f®w =Ff presque partout sur K.

Le théoréme 2 constitue une premiére conséquence de ce lemme.
Démongtration du théordme 2. Si I' n’est pas discret, il suffib
«de montrer qu'un élément f dans L*(I"), dont I'orbite par I" est relative-
ment compacte pour o (L*(I"), L'(I')¥), est dans C(I'). 8i p, -y dans T

fy, +fey pour o (L=, ;).
L’hypothdse entraine donc
foy, 1y pouwr  o(L=(I), NIy,

Bn particulier, pour tout o e L}(I")",

‘ Jow(y,) ~f@oly).
Il en résulte que f@®w est dans C(I"). Du lemme 2, on déduit que f est
elle-méme dans ¢(I).
Les applications B, envoient les éléments I"-ergodiques de L*(I")
dans Pensemble des éléments ergodiques de [*(I”). Inversement nous

icm

Eléments ergodiques et totalement ergodiques 207

allons construire des applications de 1°(I") dans L=(I"), lorsque I' est
compact. v

2. Les applications A4,,. Soient I" un groupe l.c.a., ¢ un groupe muni
de la topologie discréte, dense dans I'. (Alors I" s’identifie 4 un sous groupe
denge de G.) On va construire des applications A4,,:

I*(I) - L®(Q).
On gardera en mémoire les cas typiques suivants:
I2(T) - L=(T),

1°(Z) — L*(Z).

Soit m une moyenne sur L®(I'). A tout fe L°(I") on associe ne mesure
4,(f) e M(G):

~

o e,
7~ {rf, m).

En réalité A4, (f) est dans L“"(é‘): en effet, 80it (@,),eq dans L*(I") telle
que
(1) Vaed |pfl =1 = <ps, 1D,
(i) @ >m o(LNI)", L*(I).
Alors, sir e 0(@),
Krfy my| = lim. [<rf, 5| < Lim <fri|f], @.>

< Ifll i il @a> = 1o Il M-
Done [ 4, (Hizeog < Uf llzeogy-
Nous avons aingi démontré le

Lnyvyvm 3. Soient I' un groupe l.c.a., G un groupe discret, dense dans I.
L’application A, définie sur L>(I") par

N\

est une application continue de L;°(F) dans L”(é).
A,, coincide avec l'identité sur C(@) = L=(I").
Les applications 4,, ont les propriétés suivantes:
(a) Pour tout y e I' A, (f,) = [An(f)],-

(b) Pour toute moyenne M, I-invariante sur L* ((3‘), la forme linéaire
f o (A (), >
définit une moyenne sur L®(I"). En particulier, 4,, envoie les éléments

2 — Studia Math, §9, 3
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ergodiques de L™ (I') dans les éléments I-ergodigues de L* (@), avec la méme
constamte &’ ergodicité.
) 8i feL®(I") est positive, A, (f) est positive.
(d) Pour tout ge@, An(gf) = gd,(f).
(e) Supposo%s I diseret, et soit K un fermé de I8 fel®(I"y est ortho-

gonale & J( )y < IM(I"), le spectre de A, (f) est porté par K nG, cest-a-dire

AN -~
A,,(f) est orthogonale & I(K)< L'@).
Bn offet pour tout g€ K°nG, §f est ergodique avee constante O,

done A4,, f )(g) = 0. 8i I" n’est pas discret, il résulte du corollaire 1 que

le spectre de A,,(f) est porté par Kn@, ot K est 1a fermeture de K dans I
Le théoréme 3 constitue une premlére utilisation des applications 4,,
Démonstration du théordme 3. Nous montrons d’abord que

0LH(T) = ¢”(T) contient un élément f qui coincide avec un élément

de A(Td) Lélément f va étre la limite, pour o (C,(T), M (T)) d’ane famille

(lAv ) dans O, (7). D’apreés Thypotheése et la proposition 2, il existe une
moyenne m sur 1°(Z), telle que {m, 1 > est positif. Ohomssons pour- (v,)
une famille filtrante dans 1'(Z), convergent vers m, pour o (IM(Z), 1°(Z)).
La fonetion A4,,(L,) est dans L*(Z), sa trangtormée de Fourier est dans
A(T,). ~ PN
La famille (1,v,) converge ponctuellement sur T' vers A, (Ly)-

Elle converge vers 0 sur les mesures diffuses: en offet, soit 4 une
telle mesure. D’aprés [3], deuxiéme partie, et [4],

lim KlAlA‘y vor| < lim <|Z‘|a ”q) = <|/"\°|7 my =0.

L’élément f coincide done, comme forme linéaire sur M (T'), avec un élé-
ment de A (Ty).

Pour achever la démonstration, il suffit d’utiliser le lemme 4.

LovuE 4. Soit B wn sous espace fermé de O(T). 8i B+ contient un
Elément f non nul dans ¢y (T'y), alors B contient un sous e3pace fermé isomorphe
& .

Démongtration. Elle est standard et se fait en deux étapes:

(a) Nous véritions que pour tout f dans 0"'(T), coincidant avec un
élément de co(Ty), il existe wne suite (¥,) dans C(T'), équivalente 3 la
base canonique de ¢, telle que

K
VieT Y o,() 1)

k=1

En effet, tout élément f dans ¢4(T4) est limite uniforme de fonctions Y
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support fini. Posons f = 3 f,” avee ||f,ll, < 1/2" pour tout », chaque f,

étant de plus & support flm

Comme chaque f, est & support fini, pour ehaque n il exigte (u("’)
dans O(T) telle que

(i) VieT f,(t) = 1im§u§;0(t),
K k=1

(ii) Vie T YK VY(a,)el® ]ZK'aku‘“) t)]

k=1

XSUPI%I

Si nous posons

Be(t) = D uf (1)

Tiom]

nous obtenons
(=] (-~ 1

D) ), < 2 ZE’T’

n=1 n=]
K
(iv) VieT f(t) = lim 38,1,
: K k=1 . .
K o0
o 1
(v) VE V(a) el™ Yt eT ‘ga,ﬁk(t)] gz(gl?) SUD [y
(b) Si f e ¢"(T) vérifie les hypotheéses de la partie (a), si de plus f

est dans Bt alors il existe dans B une smte (vy) équivalente 4 la bage
canonique de ¢,, telle que

]11) ”ﬁknm

K
VieT Y'u(t) ~f(t)
k=1
Cela résulte d’'un lemme de Singer et d’un lemme de Odell et Rosenthal
[13] et [19].

3. On considére maintenant un groupe I' abélien compact, I un sous

groupe dense. I' va jouer le réle que tenait é. Que peut-on dire de 4,,0B,
dans les cas suivants?

L=(I) 22 1= (1) 22 L(T),
() 28 12 (1) 22 1o(I).

Une réponse sera donnée avee le lemme fondamental 6. Nous avons besoin
d’abord d’un lemme technique facile:

Levme 5. Soit I' un groupe abélien compact métrisable. Pour toute
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fe I™(I"), toute suite bornée (u,) dans M(I') telle que

o —p  pour o M(I'), C(I")

il ewiste une sous suite (u,,) telle que S #phn,, ~ Fru ponciuellement n-presque
partout.

Démonstration. Il suffit de vérifier que fxu, converge vers fxu
en mesure, ou encore en norme L'(I'). Or on approche f en norme NI
par une fonction f' dans C(I"), et f'*u, converge uniformément vers f'*u.

Lemue 6. Soit I' un groupe compact. :

(a) pour toute f e L®(I"), il existe w'e LNI')"’ et une moyenne m sur
1*(I) tels que

Am(f@w) =f!

(b) on suppose I' métrisable. Soit I" un sous groupe dénombrable dense
de I'. Pour toute f e L=(I"), il emiste w € IM(I')", y € T, une moyenne m sur
1°(I") tels que

Am(f-—-ygw) = f—yr

en congidérant f_,® o comme éément de 1°(I7).

Démonstration. (a) Toute fonetion fde L*(I") a un spectre dénom-
brable, donc est en réalité dans un L™ (é')AOfl @ est un quotient métrisable
de I'. D’aprés le lemme 2, il existe w € Z'(G')" tel que f® w = f, ng-presque
partout. D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, il existe w e L'(I')" tel
que f@ @ = f, nr-presque partout. Alors, pour tout g dans le dual de I',
§(f ®@ w) = gf presque partout. Alors 7, est une moyenne sur le sous
espace fermé de I°(I7;), invariant par translation, engendré par les §(f ® o).
D’aprés les théorémes de Hahn-Banach et de Markov—Kakutani il existe
tuine moyenne m sur 1°(I';) qui coincide avee 5, sur ce sous espace. Alors

N T4
A, (fO®w)(9) = <F(fO),m) = <F(f @), nr> = Gf, 1> =7(9)-

(b) On choisit toujours w de fagon que f@w el®(I;) soit égal & f,
np-presque partout.

Boit & = (g,)r=5° le dual de I, soit (v,) une suite moyénnante dans
7'(I"). Blle converge vers n, pour o M (I, 0(I)). D’aprés le lemme 5,
pour tout entier I, il existe une sous suite (v,,) telle que

Vge{gy,...s g} (gf)w,q - {df, 7> ponctuellement presque partout.
D’aprds le choix de o, pour tout g & G et toute » e I*(I")

(@f)*v = [§(f © »)]+» presque partout.
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Donc

Yge{g,-.., 95} [G(f® w)]*v, — <{gf, 7> ponctuellement presque partout,

1l existe un ensemble Hy < I', de mesure 1, tel que

1 VyeBy YV ge{gy, .., gu}, [F(F*0)1-ys w> >F(9)-

II g’agit maintenant de passer & la limite lorsque N - +- oo, et de construi-
re m. Soit K, l’engsemble des points adhérents ("ks)i-l pour o(I>(I"y,
1°(I")), suivant un filtre plus fin que le filtre des sections de N. ('est
un compact pour cette topologie, et tous ses éléments sont des moyennes
sur I*(I"). Lorsque N croit, on extrait des sous suites successives de (),
la suite décroissante des K, a une intersection non vide. Soit m dans
cette intersection. D’aprés (1), on a

VN VyeBy Vge{p, ..., o5}, G(fOw)l,, m) =F(g)

ou encore, en posant B = (") By (F est de mesure 1):
N

() VyeE Vg e [F(fOw)l,, > =F(g),

3 Vy el Vg e@ G(i~, @), m> = g(»)F(g)
Cela signifie que, pour tout y € F,
A5(f ,00) =1_,.
Les théorémes 4 et 6 sont des conséquences de ce lemme. Lie théoréme 5
est une congéquence du théoréme 4. )
Démonstration du théoréme 4. (Rappelons que lorSQue r
est séparable toute fonction ergodique de L*(I") est J'-ergodique pour
un sous groupe dénombrable dense I”.) Comme on I'a déjd vu pour le

lemme 62, on peut supposer que I" est métrisable. D’aprés le lemme 6(b),
1 existe w, y, m tels que

f~y(g

m(f"r ®w) =f—v'

Pour démontrer le théoréme, il suffit de voir que f_, est I'-ergodique
dans L*(I"), ou encore que f_, @ =f®w_, est ergodique dang I®(I").
D’aprés le théordme 1, il sutfit pour cela que (f® w_,, ,* é_,,> converge.
Or cela résulte de ’hypothése, puisque

de a’—w ';'k*a—-yk> = <f*”k*6yka (vy»

Démonstration du théordme 5. D’aprés le théoréme 4, un élé-
ment f dans L2 (I") est Iergodique si et seulement si, pour tout h dans le
spectre de L* f), Ff@®h est ergodique dans I°(I"). (On n’impoge pas que
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la constante d’ergodicité soit la méme.) D’aprés la propriété (e) des appli-
cations B,, f®h a une transformée de Fourier orthogonale & I(XK), done
est ergodique dans I°(I") par hypothése. '
Démonstration du théoréme 6. Toute f e LE(I') est en réalité
dans L}’Enq(é) ot @ est compact métrisable et contient I' comme sous

groupe dense. D’aprés le lemme 6 (b), il existe o eL‘(é)”, y eé, une
moyenne m sur °(I") tels que

m(f»-y ® 0)) =f—--yj
f-,® est dans I(K): = 1°(I), donc est dany WAP(I). Son image par
A, a une orbite par I' relativement; compacte pour ofL*( @, L‘(G)”)
Il en est de méme pour son orbite par @é. D’aprés le théoréme 2, elle est
dans ¢ (?i'r). Donce f est aussi dans € @ <0 (.

4. Pour terminer I’étude de ’exemple 5 (paragraphe 1.3), nous avons
begoin du résultat suivant:

PrOPOSITION 6. Soient I" un groupe l.c.a., K un fermé de son dual, 5 (K)
um idéal de L'(I"), de specire K. Une condition nécessaire et suffisante pour
que les éléments de g (E): = I®(I") soient dans WAP (I') est que la multi-
plication d&’Arens, dans le bidual de Ll(F)/ﬁ (K), qui prolonge la convo-
lution, soit commuiative.

Démonstration. Ra.ppelons ce qu’est la multiplication d’Arens [2]
dans le bidual de L‘(I’)/Jf (K). Soient ¢, ¢, dans cet espace, f dans
| F(E)L. On détinit ff¢} dans S (K)* par

Vo e INT) (U, 0> = <o, o>

La muitipliea.tion d’Arens est commmutbative si

<f“P1 7%) = (f*‘P;’, @

En d’autres termes, on associe &4 f un opérateur de L'(I")/ s (K)* dans
#(KY- ou encore une forme bilinéaire sur (Z*(I")/# (K)) @ (LM (I')/#(K))
et on désire gu’elle se prologne de manidre unique comme forme bilinéaire
sur [L‘(P)/.;‘(K)]” @[L’(I')/f(K)]. D’aprés [6], il est équivalent de
dire que f est un opérateur faiblement compact de L* (I')/ S (K)* dans  (K)*.
Il est encore équivalent de dire que l'orbite de f par I' est relativement
compacte pour ¢(L>(I"), L*(I)”), ou encore, d’aprés le théordme 2, que
f est dans WAP(I'). En effet, pour toute f e L(I")

(folrer < FABLINDY),  FoBL[(T)) > f*By(ZH(D)
les adhérences étant considérées pour la topologie o{L™(I"), I*(I).
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Nous pouvons maintenant reprendre l’exemple 5 de la premiére ,
partie, et vérifier que I(EK,-+K,)* < 1®(Z) n’est pas dans WAP(Z).
11 suffit de voir que la multiplication d’Arens n’est pas commutative
dans le bidual de I*(Z)/I (K, K,) ou encore dans le bidual de A (K,+ K,).
Cette propriété se conserve évidemment par isomorphisme d’algébre.
Or A(K,+K,) est isomorphe & C(K,)®C(K,), elle méme isomorphe &
C(D™) &0 (D%) (D™ est le groupe (Z/2)®). C(D*)&0(D™) posséde une
sous algdbre fermée isomorphe & 4 (D) [20]. La mutliplication d’Arens
n’est pas commutative dans le bidual de A (D™) [2].

Remarquons que, pour cet exemple, la conclusion du théordme 6
est tout de méme valable, c’est-b-dire LR g, (Z) = Ok ,x,(Z). En effet,
Ox,+x,(Z) est Despace tramsformé de Fourier de MK,+ K,) (termeture
pour la norme de PM (T') des mesures diserétes sur K+ K,). Or ME,+ K,y
est isomorphe & I*(K;) &I (X,). Ses sous espaces séparables sont done
inclus dans des espaces 1somorphes 4 des duals séparables. D’aprés [10],
il en résulte que OK1+K2(Z) LK1+K2(Z)

III. Eléments totalement ergodlques dans L°°(I’
DEFINITION 4 bis. Soient I" un groupe l.c.a., I” un-sous groupe dense,

@G un sous groupe dense de I on appelle L (I") le sous espace de L=(I")
formé des éléments f tels que, pour tout g €@, gf est I'-ergodique.

On note

BG(I') = Bg(D),

EL(I) = B"(I),

BT = B(I'), c'est L'espace des éléments totalement ergodlques de

L>(I"), introduit dans la définition 4.

Ng(I') est le sous espace de Hg(I') formé des f tels que, pour tout
g €@, gf est ergodique avec constante 0.

Lorsque G est muni de la topologie discréte, les applications

Ay I2(I) —L=(@)

coincident par définition sur Bg(I'). On les note alors A. L’application A
envoie Hy(I") dans EF(G) (propriétés (b) et (d) des applications 4,).
Son noyau est Ng(I').

Notons que si I' est compact, si I' = @, A coincide sur les éléments
nr-measurables de Bp () = 1°([;) avee Papplication canonique

oIy - L2(I)

faisant correspondre & une fonction 7-mesurable définie sur I' sa classe
dans L™(I).

Nous allons démontrer le théordme 7 suivant, plus préecis que celui


GUEST


214 P. Lust-Piquard

qui a 6té énoncé dans l'introduction, et qui permet de faire une décom-
position & la Eberlein pour Eg(I'):

TEtorEME 7. Soient I' un groupe abélien discret, G un sous groupe
dense de f‘, muni de la topologie discréte.

() Ha(I)[Ne(I') est isométriquement isomorphe & B (é).

(b) Soit w e L‘(é‘)" un 6lément de norme 1 dont Vimage canonique dans
M (é) est 8o. Alors

Bg(I') = -BmO-A-(EG‘(I')) @N(I),

A btant U application définie ci-dessus.

La démonsgtration du théoréme 7 nécessite le lemme suivant:

Lemve 7. Soient I' un groupe abélien discret, G un sous-groupe dense
de f’, muni de la topologie discrdte.

(a) Pour tout o e IM&)", B, envoie BNG) dans Bg(T).

(b) Pour tout eI} a toute e EX (&)

AOBuL(f) =T*u

oty p est Pimage camonique de o dans M (G).

Démonstration. (a) résulte de la propriété (b) des applications B
et de identité

(1) Vge@ VieIL®(@) Yo e ING) §(fo0) = (7) ©(Fo).
.(b) Sif eL‘”(é) est Iergodique, si m est une moyenne sur [°(I")
Gow,my = Foot, my—fOw™, md = [o*I|<f, 16> — o~ IKF, 18>
= (o, 1) {fyne> = A(0)F(0).
§i f est dans BT @), (1) et (2) entrainent
G(Fow),m) = <Ggf @Fo, m) = ig)f(9)

d’ol, par définition, AOB,(f) = f*u.

Démonstratien du théordme 7. Notons = la surjection canoni-
que de Hg(I') sur Eg(I)[Ng(I), et A Papplication¥injective rendant le
diagramme commutatif :

Bg(T) > B°(&)
A .
::' / 4
By(T)
Ng(I)
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Nous allons montrer, si I" est discret, que application 4 est un isomor-
phisme.

(2) Soit w e I'(@)", de norme 1, dont I'image canonique dans M (é)
est 4. AD’aprés le lemme 7, 40OB, = AOnOB, coincide aveelidentité
de BY(@). Comme A, A, B, ont des normes <1, on en déduit que B,
et 7O B, sont des isométries. Comme 4 est injective sur Eg(I)/Ng(I'),
I’isométrie 7O B, ne dépend plus de . On la note B. Elle est nécessaire-
ment surjective, de B (G) sur By (I")/Ng(I). Du fait que AO0B = IdE" @
et que A est injective, on déduit immédiatement que BOA = Id(By(I')/
|Ng(T)).

(b) Soit f dans Pintersection de Ng(I') et de B,O4 (E” (G)). Alors

0 = z(f) =a0B,04(f) = BOA(f)
d'ou A(f'y =0, et f =B,04A(f") =0.

D’autre part, pour toute f e Hg(I') ,

#(f— B,OA(f)) = =(f) —BOAO=(f) =0

c’est-d-dire f— B,OA(f) est dans Ng(I').

Le théoréme 7 généralise la décomposition A’Eberlein pour WAP (I') [4]
lorsque I' est 1.c.a. Bn effet, WAP (I') est un sous espace fermé de WAP (I').
Appliquons le théoréme 7 & WAP (I}y), avec G = I T’application A envoie
WAP(I;) dans O(I") comme on I’a vu & Poccasion de la démonstration
du théoréme 6. L’application B, est I'identité sur C(I'). Nous obtenons

WAP(I') = O(IN @ (N (I';) "\WAP(T).

IV. La quatridme partie s’organise comme suit, les résultats étant

‘concentrés au paragraphe 2:

1. Enoncés de problémes concernant les fonctions totalement
ergodiques et les fomctions Riemann-intégrables; démonstration de la
proposition 7.

9. Définition et propriétés des convolutions dans L*°(I") (théoréme 8).
Application & létude des multiplicateurs de H(I') (corollaire 5, propo-
gitions 8 et 9).

3. Convolutions dang 1°(I") si I' est discret (proposition 10).

1. Dans [16] Rubel et Shields véritient que les fonctions Riemann
intégrables de L® (T} (notées RI(T)) sont totalement ergodiques eb posent le
ProBLEME 2. Exigte-t-il des fonctions totalement ergodiques dans
L*®(T) qui ne sont pas Riemann- intégrables?
Toute la quatriéme partie est une tentative pour aborder ce probléme.
Lorsque JI" parcourt l'ensemble des sous-groupes dénombrables
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denses de 7', on a

T) = LI) ET(T)

Tl est facile de vérifier que RI(T) est dans (M) BET(T). Dol le
=

ProsuimE 3. Bst-ce que B(T) = ﬂ BT (T)?

Nous pensons que la réponse st nég«mtwe, ce qui entrainerait une
Téponse ndégative au probléme 2.

Appelons fonctions Riemann-intégrables dans I°(T,;) ¢t notons
RI(T,;) les fonctions de I°(T;) dont les parties réelles et imaginaires vérifient

limsupf—liminff = 0 5p-presque partout.

Ces fonctions sont ny-measurables, et il est bien connu que leurs clagses
d’équivalence dans L®(T) constituent exactement RI(T). Vérifions
-que RI(T;) est dans By, (Ty): il suffit de voir que les éléments réels de RI(T,)

sont ergodiques. Si ¢ est réelle et s.c.i, dans I°(7';), pour toute moyenne m
sur 1> (Ty),

@y Ny < L, m)
on en déduit, pour toute f réelle dans I°(T,),

liminff, 9> < Umintf, m) < f, m) < Qimsupf, m) < Qimsupf, n>.

‘Dans ce cas, 'analogue du probldme 2 a une réponse négative:

ProrosrrroN 7. (a) Soit I' un groupe abélien compact. Il existe des
Bléments dans B(I;) qui me sont pas np-mesurables.
(b) RI(T;) est un sous. espace strict de B(Ty).

Démonstration. (b) se déduit immédiatement de la partie (a),

qui est d’ailleurs intéressante en elle-méme. D’aprés [8] tout groupe
abélien infini I" admet un sous groupe H, tel que I'/H est dénombrable.
Bi I' est compact, un tel groupe H ne peut étre un ensemble 7, -mesurable.
‘Oependant sa fonction caractéristique est dans N (I): em effet, pour
toute moyenne m sgur 1®(I;), on a, en posant

I'= U(yn—l-H

Tl

1= = .
A, my =1 (Jl}lpn+E) y M) = N{lg,mp

Done {1z, m) = 0. De plus, si f est dans I°(I) avee ||f|, <

1, et 8i f
-egt réelle

= — g, m) < Agf, m) < Ay, m) = 0.

Remarque 2. En contraste avec la partie (b) de cette jprbposition,
pour toute f e B(Iy), il existe fy & B(Iy), qui est np-mesurable e telle que
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f—fie N(I,). En effet, on pose f; = A(f)® » en choisissant o relative-
‘ment & 4 (f) comme dans le lemme 2. Alors f; = A(f), nr-presque partout.

Pour la multiplication ponctuelle de L™ (T'), RI(T) est une algdbre.
Le probléme 2 améne le '

PROBLEME 4. Soit I'un groupe l.c.a. Bst-ce que H(I") est une algébre
pour la multiplication ponctuelle?

D’aprés [15], les éléments de RI(T) sont des multiplicateurs de B(T).
De méme, les dléments de RIL(T,) sont des multiplicateurs de Bz (T;) mais la
démonstration est un peu plus délicate: comme dans [15], on peut supposer
que heRI(T;) est réelle, que feHy(T;) est réelle ot méme positive.
Il ’agit de montrer que if est ergodique.

Pour tout &> 0, il existe A’ e C(T) telle que

h—h'>=>0 ngp-presque partout,
0SS Ch—W < e

Soient: m, m’ deux moyennes sur 1°(Ts). Alors

(m—m', by = {m—m/y (h—k)f>+<m—a's B f)

= {m—m'y (h—H)f,
[Kmy (h— W) < [fllolmy [B—2]>.
11 nest pas évident, a priori, que <{m, (h—h'[> = {m, h—h">. Oependfa,nt,
RI(T,;) est stable par passage au module, en particulier [h—&’| est ergodique
et n-mesurable. Alors
{my b= = <ny h=H[) = {ny h—N) = <m, b—h> < e

Un raisonnement du méme genre sera utilisé pour caractériser les multi-
plicateurs B'(I") de E(I') lorsque I' est compact (proposition 8).

2. Dans [3], Eberlein vérifie directement que WAFP(I') est une
algébre et en déduit les propriétés de la convolution dans cet espace.
Ici au contraire nous allons définir des convolutions dans L®(I") et nous
en déduirons des propriétés des mutliplicateurs E'(I') de H(I).

Convolutions dans L*(I').

DEFINITION 5. Soit I" un groupe l.c.a. 4 toute moyenne m sur L*(I")
on associe une jconvolution” dans L®(I'), c’est-a-dire une application
bilinéaire continne

L2 x L®(IN) = 1° (1),
(v, f) ~> rf

avec

r*fly) = L)y finy = <r(y—9), f(y) m

Propriétés des convolutions dams L™(I').

.4/)>
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(a) Pour tout yeI”
(ref)y =r,*f
m m

(cette relation n'utilise pas le fait que m est invariante par translation,
et est encore vraie si on remplace m par un élément ¢’ quelconque dans
Z=(Iry).

(b) 8i m est symétrigque, c’est-d-dire si m = m, alors P’application
bilinéaire asgociée est symétrique:

T *x = .
wf=Txr

(e) Soit L'(m) la fermeture pour la norme de L®(I') de lespace
engendré par (rm) ol r parcourt L™ (I"). Alors

rmligimy = sup  |<of, mp| = v}, m).

Mlzo0 (<
La eonvolution associée & m se prolonge en application bilinéaire continue
I®(I) x T m) - 1°(T).

Le rasionnement est le méme que celui utilisé dans IT-2 pour la construction
des applications 4,,. On avait alors considéré m comme forme bilinéaire
continue sur L*(I") x O(I') et montré gu’elle se prolonge comme forme
bilinéaire continue sur IL*®(I')x IL*(I').

S0it (@o)eey une famille dans L' (I"), telle que

(i) Vaed [lpll =1 = <gay 1>;

(ii) @, —>m o(L°°(T)',L°°(F)). u

Soient f,  dans L®(I'). Alors

]"‘T:f(?)l =Hm|{(F)y, fead! < IflloBm {|(F)y]s Pap = I lloolllF), llztemy
= |If loollFllz3my -

Qest ici essentiellement qu’on utilise invariance par translation de m.
Dans la suite, O,(I") est I’espace des fonctions uniformément continues
bornées sur I
TEHOREME 8. Soient I un groupe l.c.a., m wne moyenne sur L°(I).
(a) 8¢ r, f sont dans L=(I"), r«f est dans Wap ().

m
(b) 8% f est dans L*(T'), sir est dans H(I'), si A’ est Vapplication cano-
nique de B3(ly) dans L®(I'), A Vapplication camonique de E(I') dans
LT,
A'(rxf) = A@dn(f),

la oonvolutioﬁ étamt la convolution ordinaire dans L™(I').
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(¢) Sir, f sont dans L=(I'), si r est dans C,(I") et a une orbite par I’
relativement compacte pour la norme de L*(m), r=f est dans O(I).
m

(d) 86 f est dame L™ (I"), si r est dans B ('), et vérifie les conditions de o,
alors

A (ff) = A(F) An(f).

Démonstration. (a) En utilisant la propriété (c) de la convolution
associée & m, on peut considérer f e.L*(I') comme un opérateur continu
de I'(m) dans 1% (I';). D’aprés la propriété (a) de la convolution, cet opé-
rateur conserve les orbites par I'. Il suffit donc de montrer que ’orbite
dun dlément r € L (I') est relativement compacte pour o(L*(m), L' (m)').
Or D'application canonique

() — Lt (m),
T~ M
e factorise par Iespace L*(m), fermeture de L*(I") pour la norme
Irlizogm = <irl*, mp.
Cette application canonique est done faiblement compacte.

(b) Soit m' une moyenne sur 1 (I';), adhérente & une famille moyen-
nante (»,) dans I*(I';). Pour tout g dans le dual @ de I,

/\ — . — . -
A'frxfilg) = <rxf, 'y =Hm(r xf, Groy = B (Fr goe, fm)
on vérifie que
Frgy, = FlgFev,).
Par hypothése, » et # sont dans H(I). D’aprés le théoréme ergodique
N\
d'Bberlein, (gf+»,) converge uniformément vers {gF, m> = A(F)(~9)

~

= A(r)(g). Donc
N P ~
A'(rxf)lg) = A1) (9) 4n(f)(9)-

(e) 8i r a une orbite par I" iela,tivemeut compacte dans L'(m), » * fa

une orbite par I" relativement compacte dans 1 (I';). 81 de plus r est dans
0 (I, r+f est ausgi dans O, (I"), donc finalement dans o(T).
m

(d) On peut appliquer les résultats de (b) et (e).
Pusique r+f est dans O(I'), et d’aprés (b),
m

raf=Alrsf) = A(r)xAn(f).

“
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De méme, pour tout g €@
(gr)xf = Al(gr«f) = Algr)*dn(f).

Au point y = 0, ces égalités donnent

\/
gF, fm)y = CA(g)Au(F), m> = CAF) 4, (f), Fn)
ou encore

Il en résulte que
Ap (ff) = A(F)4,(f).

Soit I" un groupe l.c.a. Notons H'(I") Pensemble des multiplicateurs

de B(I'); B'(I") Pensemble des éléments f de L (I") limites d'une suite (f,)

dans C(I"), pour toutes les normes L'(m), lorsque m parcourt 'ensemble

des moyennes sur L*(I"); nous verrons que H'(I') ¢'identifie & E"'(I")

Tensemble des éléments f de E(I') dont Vorbite par I' est relativement

compacte dans tous les L'(m), et qui sont limites d’une suite (f,) dans
C,(I"), pour toutes les normes L'(m).

B (I'y est inclus dans B(I') et donc dans E'(I'): car pour tout g
dans le dual de I" et toute moyenne m sur L*(I") :
I<@fy m> — <Gfny WV < IF —Fullzim -
De méme, si f est dans L®(I'), si r est dans E'''(I),

i *f—’ *f”tw(rd) IS lizoe gyl — 7l 2my -

D’apres le théoréme 8(c) r o f est dans C(I). La conclusion du théoréme

8(d) est alors valable. Dol le

COROLLAIRE 5. Soit I' un groupe l.c.a. Alors B/ (I') est inclus dans
E'(I'). De plus, st f est dans B(I), si A est Vapplication canonique de E(I")
dans E(T'), si r est dams E'"'(I")

A(of) = A()A(f).
ProrosITION 8. Soit I' un growpe abélien compact. Alors Vensemble

E'(I) des multiplicateurs de E(I') est exactement Vensemble B’ (I').

Démonstration. Nous montrons que B'(I') est inclus' dans B (I').
Comme E'(I") est une algébre autoadjointe, élle est izomorphe comme
algébre, d’aprés le théoréme de Stone—Welersfrass, aun 0(9Q). Tl-en résulte
que si f est dans B'(I"), |f| aussi.

Soit f dans BE'(I'), et soit (f,) dans C(I'), convergeant vers f pour la

"
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norme L*(I"). Alors f,—f est dans E'(I'), |f,—f| aussi. En pérticulier,
pour toute moyenne m sur L*(I"),
<Ifn_f[7 'm‘> = <lfn “fli 77> - 0.

Si I' est compact, il est évident que E''(I') est égal & E"'(I'). Bn fait,
il en est toujours ainsi:

ProrosITioN 9. Soit I' un groupe l.c.a. Alors Vensemble B'"(I) est
égal & Vensemble B''"(I).

Démonstration. On a déja vu que B (I') est inclus dang B (I').
Il reste & voir que E''(I') est inclus dans B’/ (I'). Si f est dans E'"'(I'),
alors A (f) est dans L*(I"), done il existe (f,) dans O(I") telle que

4 () —=ful®; m> — 0.
Pour toute moyenne m suar L (I7),
Af=fltsmy = L(F=F)F~Fu)s m> = (AL [(F—F) (=T 1w
= (A(f—f)A(f—F,),n> daprés le corollaire 5
= A=) = JAD) —Ful2y .

Done {|f—F.2, m) — 0, et & fortiori {|f—f,l, m> —0.
ExmMprE. Soit I' un groupe le.a. Alors WAP(I') est dans B'''(I).

.En effet, Porbite par I' d’un élément de WAP(I") est relativement com-

pacte pour ¢(L*(I), LZ>(I')y). Son image canonique dans L*(m) est com-
pacte, d’aprés [7], car L”(I') a la propriété de Dunford-Pettis, et 1’appli-
cation canonique L®(I") — L'(m) est faiblement compacte. Enfin WAP (I')
est dans O, (I"), d’aprés [3].

3. Rappelons que si I'est un groupe l.c.a.;, B(I") est Pespace transformé
de Fourier de M (I).

En adoptant un autre point de vue, on peut améliorer le théoréme
8 (a), mais ce point de vue nous semble moins riche de congéquences.

ProrosiTIoN 10. Soient I' un groupe abélien diseret, m une moyenne:
sur 1=(I"). Sir, f sont dans 1°(I"), r*f est dans B(I'). De plus

lir *f”B(r) {I7lloo 1 oo -

Démongtration. Oette proposition est cssentiellement une consé-
quence d’un résultat de Varopoulos [21]. On pose

ply) = rxf(v).

On va montrer que p{(y-+y’), considérée comme fonction sur I'x I, est
dans le dual de T(I") 1*(I"). D’aprés [21], de dual est exactement l'algébre.
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des multiplicateurs de 64(I") ¢o(I"). La sous-algébre des fonctions cons-
tantes sur les fibres (y—y”, ' + 9" )per €8t isométriquement isomorphe
4 B(I"). Il en résultera que ¢ est dang B(I'). Pour (y, ) & I'x T’

p(y+v") = Fyfy, mp.
S0it (v,)eeq une famille dans P(I") telle que
i) Yaed Il =1 = {n,y 1),
(ii) vy ~m pour o(P*(L)",1°(I)).
Alors
‘P('V-l')") = 11:11 <(f7)yfy’, ”a>'

Comme fonction de y et o', élément ((#),f,,».> est dans Denveloppe
convexe de Porbite par I'x I' de # ®f, considéré comme élément de 1°(I") &
@1°(I"). Lia fonetion g(y -+ ') est limite ponctuelle sur I'x I' @’une famille
bornée d’éléments de 1°§1°. Blle est done dans le dual de I'(I") & ().
On en déduit plpa) = lo(r+2Mmdny < IF O liogie = WFlullf oo

Remarque. Ce résultat est-il encore vrai lorsque I' est l.c.a..non
diseret?

En reprenant les notations de la remarque 1, soit M = h@®m umne
moyenne sur L®(I). Alors si r,fe L*(I),

T&f(?) = (D, f, hom)y = (r@k),(fOh), m) = (r@h)* (FOR)(?)

done » x f est dans B(Iy), avec une norme majorée Par (7l |l e -
M

Si M est une moyenne quelconque sur L (I), la remarque 1 entraine
que 7= f est une limite ponctuelle de fonctions dans B(I;). Pour pouvoir
M

conclure que r«f est encore dans B(I) il faudrait montrer que M est

M
adhérente pour o(L=(I), I*(I") & lenveloppe convexe des moyennes
de la forme h @m. :

Addendum I. Aprés avoir regu communication de ce travail, 8. Hartman
et P. Glowacki nous ont signalé les articles suivants, bien antérieurs,
qui résolvent le probléme 4 dans certains cas:

[2] J. P. Kahane, Sur les fonctions presque périodiques généralisées dont le specire
est vide, Studia Math. 21 (1962), 231-236.

[b] G. 8. Woodward, Sur une classe d’ensembles épars, CRASC Paris vol. 274
(1972), 221-223.

[e] — Inwvariant means and ergodic seis, Pacific J. Math. 51.2 (1974), 281-299.

[d] — The gen eralized almost periodic part of an ergodic function, Studia Math. 50
(1974), 103-116.

De [a] (théorémes 2 et 3) et [d], il résulte que E(R)nOC,(R) eb
E(Z) ne sont pas des algébres pour la multiplication ponctuelle. Daprés [d]
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(théoréme 6), il en est de méme pour I'image par A de E(Z) dans I™(Z).
Or cet espace est exactement EZ (Z), d’aprés notre théoréme 7.

Les travaux de G. S. Woodward recoupent partiellement les nétres.
Les notions de fonctions ergodiques et totalement ergodiques y sont
définies, mais seulement pour des éléments dans C,(I"), I' étant un groupe
l.c.a. IPapplication canonique 4 de B (I")nC,(I") dans L™ (I") y est égale-
ment utilisée. Les éléments de E'(INnC,(I") y sont appelés fonetions
presque périodiques au sens de Weyl.

Woodward utilise constamment la remarque suivante ([c]): Si f
est dans O, ("), si @ est dans L}(I), avee |plpm =1 = q;(O), alors fxp
est dans la fermeture, pour la norme de L*(I'), de l'enveloppe convexe
de l'orbite de f par I'. Il en résulte alors ([¢], corollaire 3) que 8i (@u)aes
est une famille moyennante dans L'(I"), 8i (f#@.)eq cORVerge uniformé-
ment, alors f est ergodique. Il est intéressant de comparer ce résultat &
nos propositions 3 et 4, puis la définition 5 et le lemme 6 de [¢] & notre
corollaire 1. Notre lemme 1 est contenu dans [e] (p. 285), notre proposition 2
dans [d] (p. 105). Enfin Pexemple 1 de notre premiére partie est contenu
dans [b].

Addendum II, Le probléme de Rubel et Shields a été résolu par
1a negative dans: M. Talegrand, Some functions with a unique invariant
mean, Proc. Amer. Math. Soc., & paraitre.

Notations. Tous les groupes considérés sont localement compact
abéliens (l.c.a.).

Soit I un tel groupe.

I ou @ est le groupe dual de I

I'; est le groupe I' muni de la topologie discréte.

Test le compactifié de Bohr de I, c’est-d-dire le dual de (fd).
O(I") est l’espace des fonctions continues bornées sur I

Ou(l") est l'espace des fonctions uniformément continues bornées
sur I

IMI') est Pespace des fonctions intégrables pour la mesure de Haar
g de I si I'nest pas diseret; si I' est discret cette notation désigne ™).

L®(I") est le dual de L' (I'); si I' est diseret on utilise aussi la notation
=(I).

( ék[ (I') est l'espace des mesures bornées sur I

Tlespace transformé de Fourier de L*(I") est A(D).

L’espace transformé de Fourier de L=(I') est PM (f’).

Si K est un fermé de f’, I(K) est espace des fonctions de 4 (f’) nulles
sur K. L’espace transformé de Fourier de I(K) est I(K), dans LZ*(I").

3 — Studia Math. 89, 3
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Llegpace quotient A(f’)/I (K) ost noté A(K). Si I' est compact Vespace
{I(E)* est noté LE(I). ; o

8i K est un fermé de I, J(K) est la fermeture, pour la norme de
A(f’), des fonctions de A(f‘) nulles dans un voiginage de K.

Pour tout feL=(I"), tout y, e I', on pose

Tr¥) = Fly —0) =Ty,
Pour tout feL™(I"), on pose

F) = (=)
Pour toute forme linéaire continue ! sur L™ (I'), on définit I par
Ve L= () <, £y = &, H-

Le dual d’un espace de Banach B est noté B'._ )

On dit qu’un Banach B contient le Banach B, si B, est isomorphe
3 un sous espace fermé de B. . '

Une suite (b,) dans un Banach B est dite équivalente 3 la base canoni-
que de I* (ou o) si Iapplication

1
o
Co.

-
(an)g:? ~> 2 a’nbﬂ.
n=1

est un igomorphisme sur son image.
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