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Uber die u-Stetigkeit von Matrizen
vonr

JOHANN BOOR (Hagen)

Abstract, The paper deals with a problem of Wilansky [8] about the u-con-
tinnity of conservative matrices. The author proves the u-continuity for a large class
of matrices.

1. Einleitumg und Bezeichnungen. Wir betrachten Matriaverfahren,
d.b. (unendliche) Matrizen A = (Gn)imi1 und die fiir Folgen o = (z,)2,

00
(formal) definierte Matrixtransformation As: — (Y tum).,. Da keine
kel

Verwechslungen zu befiirchten sind, verwenden wir fiir Matrix und Matrix-
verfahren denselben Buchstaben A. Ist o bzw. ¢ der Raum aller (komplex-
wertigen) Folgen bzw. der konvergenten Folgen, so bezeichnen wir mit

ed
Wyt = {a; = ()5, € wl g_:lankwk existiert fiir jedes = EN}

den Anwendungsbereich von A und mit

04t = {:p € wA[ Awee, d.h. limm: = limfjaﬂ,‘wk existiert}

N—200 Jrm]

das Wirkfeld von A. Ein Matrixverfahren 4 heiBt konvergenzireu, wenn
0 oy gilt. )

Das Wirkfeld ¢, vor 4 kénnen wir mit einer (eindeutig bestimmtben)
FK-Topologie versehen (vgl. [9], §. 88 ff, und [6]). Bezeichnet ¢! den
Dualraum des FK-Raumes ¢, 80 kann nach Satz 5.2 von Zeller [9] jedes
feo, bei geelgneter Wahl von

u=uy(f)el, tel:m{yew|2:|yk|<oo}
k=1
nnd.

ae oy = {y € w[ yw: =2ykmk konvergiert fiir jedes @ éoA}
Kkoul .

~
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durch
(1) fl@) = plim @ +t(Adz)+ar (zecy)

dargestellt werden. Ist A reversibel, d.h. zu jedem ¢ € ¢ existiert genaun
ein w e¢c, mit y = Ax, 50 kann a = 0 in (1) gewdhlt werden.

Weiter verwenden wir die Bezeichnungen e: = (1,1, ...}, ¢*: = (0, ...
., 0,1,0,...) mit ,,1” an der k-ten Stelle,

»,neN

Ly: = {mec‘l’ sup lz Uy, | < oo} ’
(abschnittsbeschrinkte Folgen), ’

F,: = w € OA‘ kaf(e" exlstlert fm jedes f e cA} '

k=1

(Folgen mit funkﬁonaler Abschnittskonvergenz),

7) = Zw'wkf(ek) tiir jedes f e ol

Wa ={oeFy f(
k=1

(Folgen mit schwacher Abschniliskonvergenz),
. © ’
I,:= {w ecA‘ 2 @, lim , e existiert}.
k=1

Diese Bezeichnungen gehen auf Zeller [10] zuriick, und.es gelten fiir
konvergenztreue Matrixverfahren die Beziechungen (vgl. [7])

(2) OGS Wy<Fy; und e <osmne, <¥Fy=1L,nL,,

wobei ¢, bzw, m fir d1e Menge der Nullfolgen bzw. der beschrinkten
Folgen steht. Ist feecl, so gilt nach Lemma 5.3 von W1la.nsky [7]

(3) flo) = wllimgo— Y o lim,ef) — Maf(e) .

k=1 k=1
fiir jedes « € F,; dabei sei u wie in (1) gewidhlt. Bin konvergenztreues
Matrixverfahren 4. heiBt konulldr, falls :

2(4) : =lime— 'lim, ¢* =0,
k=1
koreguldr, fally

x(4) #0,
fast- koregula'r (nach einer Definition von Wilansky), wenn
B+ Wy '
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gilt, und ersetzbar, wenn ein thrlxverfmhren B mit 65 =¢, und
limge® = 0 fiir jedes k ¢ N existiert.

2. p-Eindeutigkeit. Wie schon Wilangky [7] feststellte, ist die Dar-
stellung (1) von stetigen linearen Funktionalen auf ¢, nicht eindeutig.
Man macht sich leicht klar, da8 ¢ und « in (1) fiir keine Matrix 4 und
kein f e¢l; eindeutig bestimmt sind. Dagegen folgt aus (3) unmittelbar
(w:==¢), daB u in (1) sicher dann eindeutig bestimmt ist, wenn A kore-

guléir ist (vgl. [7], 8. 329).

Da g in (1) genau dann ilu jedes f € o), eindeutig bosmmmt ist, wenn
dies fiir mindestens ein f el gilt, ist die folgende Definition sinnvoll:
Die Matrix 4 heifle u-eindeutig, wenn p==0 in jeder Darstellung (1) des
Nullfunktionals f = 0 gilt (vgl. [1], 8. 150).

Mit der p-Eindeutigkeit haben sich Wilansky [7], [8], Macphail—
Wilansky [4], Beekmann [1] und Kuan [3] beschiftigt. Wir wollen es
hier bei einem Beispiel zu folgendem Theorem von Wilansky (vgl. [7],
Theorem 8.1, und [4], Theorem 2.2) bewenden lassen.

TaroREM 1. Ist A konvergenstreu, so hat L, 5 W, die u-Hindeutigheit
(von A) zur Folge.

Dasg folgende Beispiel, das in der Litgemtur schon vielfach betrachtet
wurde, zeigt, daB die Bedingung L, # W, nicht notwendig fiir die
u-Bindeutigkeit ist,

BrrspieL. Sei

...........

Laut Beispiel 5 von Wilansky [7] definiert 4 ein konullires Matrix-
verfahren mit mno, = W, =P, =L, ¢, (= 1,). Wir zeigen, daB A
preindeutig ist.

Beweis. Wire 4 nicht u-eindeutig, so gibe es laut Definition ein
tel und ein aedf derart, dad

lim,» =t(A2)+ar fir jedes » o,

erfiillt ist. Setzen wir @, := 0, so. erhalten wir hieraus auf Grund der spe-
ziellen Gegtalt von 4 durch Einsetzen von x := ¢* die Beziehung

ay =t —b  fir jedes ke N
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und damit fiir jedes » e o

lim,» = lim (v, —®,_,)

n—rco

= i‘tn(wn X1 +an(tn+l

No=l ne=l

= hm Bplygy e

Die Existenz des letzten Grenzwertes und die letzte Gleichung folgen
mit Hilfe Abelscher partieller Summation und aus a eof. Inshesondere
erhalten wir fiir @ := (n);., die Aussage

lim o =1 =lim uf,,,.
N—+00

- Dies hat aber ¢ ¢ im Widerspruch zur Wahl von ¢ zur Folge.
3. p-Stetigkeit. Aus den obigen Uberlegungen folgt, daf
o . # = py(f), falls 4 p-eindeutig (vgl. (1)),
a0 > G {0, falls 4 nicht g-eindeutig

ein wohldefiniertes lineares Funktional auf ¢, ist. Wilangky [8] wirft
die aus limitierungstheoretischer Sicht interessante Frage nach der Stetig-
keit von u, auf und definiert: 4 heife u-stotig, wenn pu, auf ¢, beziiglich
der starken Topologie (el, ¢,) stetig ist. Ist 4 nicht u-eindeutig, so ist A
trivialerweigse u-stetig. Im Zusammenhang mit der u-Stetigkeit betrachtet
Wilansky [8]

G 1= {fec) f(o)
= {fedyl f(2)

und @ := G+ @G,. Laut Definition gilt:.
(4) A ist genau dann u-eindeutig, wenn lim, ¢ G erfiillt ist.

= t(Ax) fiir mindestens ein £ 1},

= gz fiir mindestens ein a e ¢f}

Wir werden bei unseren Betrachtungen auf die folgenden zwei Theoreme
von Wilansky [8] zuriickgreifen.

THEOREM 2. Fiir kowvergencireue Matriven ist Gy stark dicht in @,
d.h. es gzltGCGp(“a‘) oy

THEOREM 3. Sei A honvergencireu. Ist A koreguliir oder gilt Gy < Gy,
8o ist A u-stetig.

Aus dem nachstehenden Satz erhalten wir die u-Stetigkeit fiir eine
grofle Klagse von konvergenztxeuen Matrizen.

Sarz. Ist A konvergenztrew wnd lim 4 eG‘ﬂ(A' ‘4), so gilt L, = W,.
Beweis. Laut Voraussetzung existiert in ¢, ein Netz ( Folper mib
f, — lim, (ﬂ(a 1y 64))y dh. fitr jede beschrinkte Menge M im FK-Raum
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oy gilt

(B) sup |f, (@) —lim o -0 (v = );
xeM

insbesondere konvergiert das Netz (f,),.; punktweise. Wihlen wir zu
jedem v eI eine Folge o e’ derart, daB

' A

gilt, 8o erhalten wir filr @ : = ¢* die Beziehung

z) = a¥%  fiir jedes z oy

1= lim46* = lima{?
[ o 4

filr jodes & e N.
Sei nun @ e L, vorgegeben. Wegen F
gilt w-e W, fallg

=Lsn I, (vgl. (2)) und (3)

0o

wvel, wund limyo = Zak%
kw1
erfiillt ist. Bs geniigt also
(6) lim,o— Y aw, +0 (1 o)
k=1

zu zeigen. Sei &> 0 beliebig vorgegeben. Da genau dann o e L, gilt,

wenn
n
{a:[”]: = kaek[ n EN}
k=1
im FE-Raum ¢, beschréinkt ist (vgl. [5]), konnen wir nach (5) ein v, e I
derart wihlen, daB )

) (e —Tim o] — | 37 (6 )| < of3

k=1

fir jedes » e N und » € I mit » > », und

(8) \f, ()

) —lim | = 12 ’m,c—limxia;‘<e/3

flir jedes » &I mit » > », erfiillt ist. Wihlen wir n, € N mit

Q) ry(@) @) =| 37 ofoa,| < /3

kmn-t1
fiir jedes n = ng, 8o erhalten wir aus (7), (8) und (9) fiir jedes n >
Abschiitzung

n, die

, ) gy, — i 4 'v| llim @™ —lim o] < &.

l


GUEST


202 J. Boos

Damit ist (6) und nach den obigen Uberlegungen » € W, nachgewiesen.
Es gilt also Ly, = W, (vgl. auch (2)).

FoLgErUNG 1. Ist A konvergenzirew und gilt Ly + W, so ist A
u-stetig. ' - ‘

Die Bezichung L, # W, ist z.B. erfiillt, wenn 4 fastkoregultr (F, % W)
oder nicht ersetzbar (L, s F,; vgl. Korollar 2 von Benndtt [2]) ist.

Beweis. Die Aussage ist trivial, falls A nicht p-eindeutig ist. Ist 4
p-eindeutig, so ist 4 genaun dann p-stetig, wenn @ == G+, der Kern
von u, f(cl, ¢4)-abgeschlossen ist. Letzteres folgt aber unter der Voraus-
setzung L, s W, aus Theorem 2 und dem obigen Satz.

ForLerRUNG 2. Ist A Konvergenztrew wund abschnitisbeschrinkt (d.h.
L, =u0,), so ist A I stetiy.

Boweis. Wire 4 nicht u-stetig, so e111101tcn wir Ly = WA und
damit lim, € @,. Dies hitte aber wegen (4) die Nicht-p-Eindeutigkeit
und damit die u-Stetigkeit von A zur Folge.

Das Ergebnis in Folgerung 2 wurde von Wilansky [8] fiir den Fall
104 it BK-Raum” bewieseri. .

Zum AbschluB sei noch auf das obige Beispiel hingewiesen: 4 ist
p-eindeutig, und es gilt L, = W, ; weiter ist A auch u-stetig, da A rever-
sibel ist (vgl, Theorem 3 und die Bemerkung zu (1)).
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Operators which respect norm intervals
by

EHRHARD BEHRENDS (Berlin)

Abstract. Let X, ¥ be real normed linear spaces. For zy,%,¢ X let [3,; 2]
be the intersection of all closed balls containing #, and ,. [#y; ©,] is called the norm
interval between %, and z,. A continuous linear operator T': X — Y is said to respect
norm intervals if T'([@,; m,]) < [Tay; Tw,] for oy, #, € X. We investigate the collection
of these operators. For example, every extreme functional on X respects norm intervals
and, conversely, the set of norm interval respecting functionals can be obtained from
the extreme functionals by means of & Krein-Milman type theorem.

Norm interval regpecting operators on function modules are investigated in
more detail. As corollaries we obtain a result of Cunningham and Roy which charac-
terizes the extreme functionals on function modules, theorems of the Banach-Stone
type and characterizations for extreme operstors between spaces of continuous funoction.

0. Introduction. Let X be a real normed linear space. If »,, @, are
elements of X, [#,, #,] (the norm interval between », and ,) denotes the
intersection of all closed balls which contain », and x,, Some basic
properties and examples are considered in Section 1. In particular, we
characterize the norm infervals in function modules by means of the
norm intervals of the components.

The aim of this paper is the investigation of continuous linear oper-
ators T: X — Y between real normed linear spaces X, ¥ which respect
norm intervals, i.e. operators for which T ([&y; ®,]) < [Twy; To,] for
@yt € X. Wo prove that this class contains, for example, extreme
functionals, isometries with dense range, and M-bounded operators.
Some general propertics of norm interval respecting operators are estab-
lished in Section 2. Section 3 contains a theorem by which the norm
interval respecting functionaly on X can be obtained from the extreme
functionals. We apply this theorem to investigate the porm interval

respeeting functionals on some classes of Banach spaces.

Finally, in Section 4, we consider norm interval respecting operators
between function modules. The main theorems (Theorem 4.3, Theorem 4.7)
admit a number of corollaries; for cxample we obtain a characterization
of extreme functionals on function modules (a result which is due to
Cunningham and Roy) and Banach-Stone type theorems as well as
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