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Positive operatorwertige MaBe und
banachraumwertige stationiire Prozesse auf LCA-Gruppen

von

F. Schmidt (Dresden)

Abstract. It is well known that a stationary process admits a representation
in moving averages iff his non-randon spectral measure is absolutely continuous with
respect to the Lebesgue measure. In this paper we generalize this theorem to statio-
nary processes having as set of parameters an arbitrary locally compact abelian Ty-
group and as set of values an arbitrary complex Banach space (more exactly, we are
coneerned with stationary mappings of the group of parameters into the space of all
bounded linear operators § — $ where § is a Banach space and § is a Hilbert space).
In -the proof we make use of a decomposition theorem for the spectral density of
the process which is also proved here and which was proved formerly for the group of
the integers under a separability and a boundedness condition by Miamee and Salehi.
Besides, two isomorphic theorems for the treated class of stationary processes are
given.

0. Einleinmg. Bekanntlich gestattet ein stationdrer ProzeB auf
der Gruppe Z der ganzen oder der Gruppe R der reellen Zahlen genau
dann eine Darstellung durch gleitende Mittel, wenn sein nichtzufalliges
SpektralmaB beztiglich des Tebesgueschen MaBes absolutstetig ist. Wie
in [1] gezeigt wurde, bleibt diese Aussage fiir beliebige lokalkompakte
abelsche T'-Gruppen richtig, wenn man nur den Terminus ,, Lebesguesches
MaB” durch ,Haarsches MaB auf der Charaktergruppe” ersetzt. Sowohl
fiir den Fall der Gruppe Z bzw. der Gruppe R als auch: fiir den in [1]
betrachteten allgemeineren Fall wird im Beweis dieses Kriteriums die
(triviale) Tatsache benutzt, daf jede nichtnegative integrierbare Funktion
als Betragsquadrat einer quadratisch integrierbaren Funktion darstellbar
ist. Betrachtet man statt nichtnegativer Funktionen solche, deren ‘Werte
nichtnegative beschriinkte lineare Operatoren in einem Hilbertranm
sind, :so folgt die Existenz einer entsprechenden Darstellung sofort aus
der Existenz der Quadratwurzel fiir solche Operatoren. Wesentlich kompli-
zierter liegen die Verhiltnisse jedoch, wenn man Funktionen untersucht,
deren. Werte michtnegative beschrinkte lineare Operatoren von einem
Banachraum in seinen dualen Raum sind. Dennéch kann man auch. in
diesemn Fall mit Hilfe einer sogenannten »Quasi-Quadratwurzel” die
gewiinschte Darstellung erhalten (Miamee, Salehi [8], fiir einen einzelnen
Operator — oder ecine konstante operatorwertige Funktion — wurde die
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Existenz einer , Quasi-Quadratwurzel” von Vakhaniy [16] und Chobanyan
[2]bewiesen).

Beim Studinm von stationdren Prozessen mit Worten in einem
Hilbert-bzw. einem Banachraum ([9] bzw. [3], [107], [18]) zeigt sich jedoch,
daB die Spektraldichte eines solchen Prozesses (i Falle cines unendlich-
dimensionalen Raumes) im allgemeinen nicht durch eine Funktion,
deren Werte beschrinkto lineare Operatoren sind, davstellbar zu gein
braucht. In-der vorliegenden Arboit wird deshalb eine der Anfgabenstellung
angepafite Funktionenklagse — und zwar fir den Fall einer belicbigen
lokalkompakten abelschen Ty-Gruppe -~ untorsucht (diese Klagse wurde
tiir Prozesse auf der Gruppe Z in [5] und [13] eingetihes). Bs wird bowiesen,
daf jede Funktion aus dieser Klasse eine Davstellung dev gewiinschten
Form zuldBt(!), und daraus gefolgert, dull eoin stationiiver ProzeB mit
Werten in einem Banachratm — bei belichiger lokalkompalkter abelscher
Ty-Gruppe aly Parametermenge — genan dann durch gleitonde Mittel
dargestellt werden kann, wenn sein nichtzufilliges Spektralmas absolut-
stetig Destiglich des Haarschen Mafes auf der Charaktergruppe ist,
AuBerdem werden zwei Isomorphiesitze fiiv -stationsire Drozesse mit
Werten in einem Banachraum bewiesen.

Zuw den Bezeickmungen der Arbeit: Bs seien Z, B bzw. C dio Menge aller
ganzen, aller reellen bzw. aller komplexen Zahlen, ¢ cine lokalkompakto
abelsche Ty-Gruppe wnd M (&) bzw. M* (@) wie in [4] (19.12). Fitr p € M ()
schreiben wir 9 (p) fiir die o-Algebra aller |u|-meBbaren Teilmengen von @.
Ferner sei I ein (beliebiges) nichtnegatives lineares Funktional auf dem
Raum aller stetigen komplexwertigen Funktionen auf G mit Tompaktém
Triger, « stelt fiir das gemiB [4] §11 zugehdrige nichtnegative Maf auf
der o-Algebra (1) aller ;-meBbaren Teilmengen von G.

Fir zwei Banachriume §, § bezeichne BL(§, ') den Raum aller
beschréinkten linearen Operatoren von § in §', BL(F,§) =: BL(F):

- Sofern nicht ausdricklich etwas anderes gesagh wird, bezeichnét
I' die Charaktergruppe von @, § einen komplexen Banachraum und $
einen komplexen Hilbertraum:. ‘

In den Kapiteln 2 und 4 kann & im Hinblick auf wahrgcheinlich-
keitstheoretische Anwendungen als Hilbertraum $(Q) = 2, %, P)
aller (Aquivalenzklassen von) komplexwertigen. ZufallsgrdBen mit endli-
chem absolutem Moment zweiter Ordnung auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, %A, P) aufgefalt werden. '

" Im Unterschied zu einigen anderen Autoren (z.B. 3], [5], [6], [167,
[17], 4.3.6., [18] und [2]) definieren wir die linearen Operationen im dualen

(*) In [6] wird gezeigt, daB diese Darstellung nicht an die Gruppenstruktur
gebunden ist, sondern allgemeiner im Falle cines beliebigen meBbaren Rawmes fiir

Funktionén aus der entsprechend definierten Klasse gewonnen werden kann.
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Raum §* von § gemis -

Sy alf:+a2f:> = al(f;f:>+az<f7f;>
, (feF fi e o, €C (¢ =1,2)).
Der zu X e BL(F, $) adjungierte Operator X*, definiert dureh {f, X*h)
1= (Xf, h)g (fe®,he$), gehirt dann zu BL(SH, ).

1. Vorbereitende Betrachtungen.

1.1. Wir beginnen mit zwei leicht zu beweisenden Aussagen.

LuvmA 1.1, s seien § und §' zwei (reelle bzw. komplewe) Banachrdume,
R eine in § totale Teilmenge(®) und Ty eine Abbildung von T, in §'. Gm‘au
dann 16ft sich Ty su einem Operator T € BL(F, ') fortseizen, wenn eine
Konstante € < oo ewistiert, so daf fiir jede natirliche Zahl N und fir belie-
bige fiy..;fn€Foy ary .., aye R baw. ay,...,ayeC die Bezichung

N N
Hkg; akT“f’c“ﬁ' < CH g a"f"”i\}

bestehi. Ist das der Fall, so gibt es nur eine Forisetzung T e BL(F, §') von T,
und 1_'i§ ist die abgeschlossene lineare Hiille von ToF,.

TPorceruNG 1.1. Bs seien §, $' 2wei (reelle oder komplexe) Hilbert-
réume, $, eine in S totale Teilmenge und V4 eine isomemsche: Abbild"ung (®) von
$o in $'. Damn 1aft sich V4 in eindeutiger Weise zu einem womet?‘zschen Og)e—
rator V & BL($, ') fortseteen, und V$ ist die abgeschlossens lineare Hille
Y01 Vofo- ‘

1.2. Es seien I" eine beliebige Gruppe und $ ein beliebiger (reeller
oder komplexer) Hilbertraum. ‘

ToyA 1.2 ([4], (21.14)). Es sei U(-) eine unitdre Darstellung von I'
diber-§. Damn gibt es gewisse Blemente hy € $ (BeB, B: Ind.ewmenge), so
dap H = @ H(U, hy) mit H(U, k) 1= V\Q{U(y)hﬂ} (8 € B) gilt.

peB €l

1.3. Es bezeichne P+ (I") die Menge aller stetigen nichtnegativ defi-
piten komplexwertigen Funktionen auf I' und P(I) d.it.a 1i.nea.re Hiille
von Pt (I'). Fiir ue M(G) definieren wir die Fourier-Stieltjes-Transfor-
mierte 4 geméB(*) L
(1.3) Bly)i= [y(@u(do)

(vgl. [4], (23.9)). Es gilt dann der ) . o
Sarz 1.3 ([4], (38.1) und (33.3)). Durch p—>p isi eine eineindeu-

tige Abbildung von M+ (G) bew. M(G) auf B+ () bew. P(I') gegeben.

%) d.h., § ist die abgeschlossene lineare Hiille von &,.

8

) @b (Vohy, Vohg)g = (hys o) (Bys Py & Ho)-
4) Hier und im folgenden steht [ fir af .

(yel)

(
(
(
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Aug diesem Satz erhilt man leicht das folgende .

LeMMA 1.3. 8¢i w e Mt (G). Dann sind die Funktionen y(-) (y eI
im Raum 8,(p) 1= L,(@, p) total.

1.4. Mit Hilfe von Satz 1.3 beweist man die folgende Variante des
Theorems von Stone:

SaTz 1.4.1. Bs sei U(-) eine (stark) stetige unitdre Darstellung von I’
iber . Dann gibt es 2u jedem Paar (h, b') € § X $ genaw ein uy [hy b'] € M(G)
mit

(T )0y W) = pugg[h, B']
Uberdies gilt (ulh, '] := py[h, b1k, ¥ € H))

(i ulh, K] € M+ (6)

(hy 1" & B).

he$),
(i) ulh, 0@ = D)
(i) plahy+ ayhg, B'] = ayalhyy B+ ogpu[ligy ']
(;€C, by M eH (1 =1,2)),
(iv) ) plh, W] = plW, h) (b, W € $)
) D, WD) < ulh, BID)ulW, ¥'1(D)

(D & M(ulh, K)OM(ul, ¥']) (s D(ulh 1]).

SArz 1.4.2. Bs seien U(-) eine (stark) stetige unitdre Darstellung von I'
wber 9, uy wie in Satz 1.4.1 und

S, :={h e B| uylh, k] ist absolutstetig beziiglich i}
99, :={h e$| uylh, h] ist singulir beziiglich ¢}.

Dann sind HN =97, und $@ := $B. abgeschlossene lineare Teilriume
von  mit :

) H =5V
und
@ U$H =99  (yerl, i=1,2).

Beweis. DaB $M und §® lineare Teilriume sind, ergibt sich aus
der Beziehung :

wlaghy+ azly, aghy +ayhy] < 2(|a1|2,u [Py, 7y] -+ ]“z'zﬂtha, hsY)
S (;6C, hye$H (4 =1,2)),

die sich leicht aus Satz 1.4.1 (iil), (iv) und (v) herleiten 148%. Sei (h,) = $¥,
he$ und lim|h, —hll =0 (|-{l:=||*|s); ferner sei ¥ = G eine beliebige
n—-00
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kompakte Menge mit i(F) = 0. Auf Grund von p[h,, b,}(F)=10 (n =1,
2,...)und Satz 1.4.1 (i), (i), (v) hat man

lalh, BY(E)] < [ Th— hyy BYE) 4 0Ty b — Ry (B) |+ [ oy B J(E)]
< (1R] + Ry 1) b — R, ll - ©

(n — o),

also u[h, K](F) =0, d.h., he$®. Folglich ist H abgeschlossen. Aus
plUMR, U] = plh, W] (yel, bW e$) folgg T)HY = H9
(yeTl, i =1,2). Daraus ergibt sich leicht die Giiltigkeit von (ii). Fiir
he$ sei ulh, h] = py[k]+ p,[k] die Zerlegung von u[h, h] in den c-abso-
Iutstetigen Anteil u,[h] und den csinguliren Anteil u,[h] ([4], (14.22__));
Auf Grund von Folgerung 1.1 148t sich die durch V,(U(p)h):=y(-)
(y eI") definierte isometrische Abbildung V, von $,(U, k) :={U(y) h|
yel} (€ %) in 8(ulh, »]) in eindeutiger Weise zu einem isometrischen
Operator V e BL($(U, k), Lu(ulh, b)) (H(U,h):= y¥ {Unh} (= H)
fortsetzen; dabei gilt V§(U, h) = Ly(ulh, k]) (vgl. Lemma 1.3) sowie
VU(y) = ;T-)V (yeTI). Wegen p;[R]l<pulh, ] (@ =1, 2) gibt es Funk-
tionen ; € & (ulh, h]) mit

pwRHD) = f%(m)/t[’h Rl(dw) (D e M(p;[h]), i =1,2).
D
Wir setzen y; = Vo und by, = V™29, (i =1, 2). Dann gilt (-, -) := (" *)s)

@ alh, h(@de) = (U ) = (TG Ve Vi)
= (V7 ()ed V)
= [ 7(@) lpu(@)P ulh, k] (do)
= [7@ei()u Ik, B (do) |
= [y@whld2) (el i=12)

Auf Grund der Eineindeutigkeitsaussage von Satz 1.3 folgh daraus
gy 1] = pg[h], also b, e$P (4 =1,2). Ist nun heHOHY, so hat
man nach (i) $(T, k) = HOHW; wegen hy e § und by, € $(T, ) gilt
also in diesem Fall hy = 0, also u, [b] = u[hy, b;] = 0. Fiir jedes h e leha
ist somit [k, h] (= us[h]) w-singulir, d.h., es gilt SOV = $@. 1Wegen
$DNH® = {h e H| ulh, b] = 0} = {0} folgt daraus $® = g0 )._ Fol-
glich ist $® ein abgeschlossener linearer Teilraum von 9, und es gilt (i).
1.5. Mit p(J, ¢) bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen

cw: FxFa () —=w( 1) e
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mit den Eigenschatten

(i) w(,f,f) =0
(1)  Jwle, £, dde) < CIfI < oo v em’;
(iii) w(+y agfy+ aofe, f) = aqw S asw(c, fi, )
) ) ‘ ’ (; €0, fi, f €T (4 :1’2‘))’
(iv) w50 =w(, f,f) (] €F).
Aus (i), (iil) und (iv) schlieSt man leicht auf
ST TO% 5 D IEST IO S LI O F DI 2N A OF
folglich erhélt man aus (if) '
(i) [, f, f)d0) < Clif Il lg < o (f,f €®).

Weiter bezeichnen wir mit PB(F, «) die Menge aller beziiglich. ¢ schwach
summierbaren Funktionen auf & mit Werten in BL(F, %) mit der Eigen-
schaft (f, W(z)f> =0 (ze@, f €§). Durch

(1.5) w(f, ) =<HWED> (e

wird jedem W ePB(F,:) ein w e p(F, ) zugeordnet. Man kamn jedoch
leicht Beispiele von Abbildungen w e p(f, ) konstruieren, die nicht in
der Form (1.5) mit einem W e PB(F, ¢) darstellbar sind:

BEISPIEL 1. Sei ¢ als nichtatomisch vorausgesetzt, d.h., es existiere:
eine offene Menge D = G mit ¢(D) > 0, so daB die Rinschrinkung von r
auf D stetig ist (:({#}) = 0 fir jedes x e D). Ohne Beschrinkung dee
Allgemeinheit sei ¢(D) < co. Wir setzen D,:= D, wiblen eine Mengg
D, c D, mit ¢(D,) = (D)2 (°) und setzen D, : = D,\D,. Durch Anwendun;
dieser ,,Halbierungsmethode” auf .D, bzw. D, erhélt man Mengen D,, D
bzw. D, D, usw. Allgemein gilt dann «(D;) = «(D)/2""" (j =271, ...,
2"~1; n =1,2,...). Es sei nun § ein (unendlichdimensionaler)
separabler Hilbertraum und {e, ¢,, ...} ein vollsténdiges Orthonormalsy-
stem in §§. Wir setzen

{2"*1 (xeDy)

j=20om"1 ., 2"-1;n=1,2,...
0 (@ ¢ D)) (7 1oy 2 3 32y .00

w(, £, ) = 3, ey <en fowy (1) (F, ] €B).

=

(%) Die Existenz einer solchen Menge D, ist durch [4], (11.44) gesichert.
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Aus
[ wolo, f, f dw><21<f, e 1<ej 5 31 [ w;(a)e(do)

D) Iflghf'lly  (F,7 €®)

folgt w(-, f,f) € 8,(¢) und das Bestehen von (ii). Da offensichtlich auch
(i), (iii) wnd (iv) ertillt sind, gilt w € B(F, ¢). Fir jedes z-€ D gibt es aber
eine Folge (4,) von natiirlichen Zahlen mit 2"’1 LjL2"~1(n=1,2,..),
so daB 2eD; , also wix, ¢ ,e,) =w, () =2""15 0o (B o0) gilb
trotz |e; {l;, == 1 (’i’b =1,2, ) Folghoh ist w(m,f,f ) fiir kein z € D in
der “Form fy W) f"> mlt einem Operator W (x) € BLi(§F) darstellbar.

BEISPIEL 2. (%) Sei I eine unendliche diskrete Gruppe und 4 das gemif
M@ = 1 normierte Haarsche MaB auf G. Ferner sei § ein Hilbertraum
mit’ dim@ = cardl’ und {e},.r ein vollstindiges Orthonormalsystem
in §. Wir setzen

Wi, £, 1= 3 D <hy 00> Copn IO YN F €F)

y'el y”el'

Aus
- [, £, P12Ee) = [ 2<f, o> (@)|| 2 <f ey (@) | 2(dw)
| (f[Z(f, 6, >7'@)[ A( f}2<f,ey > w)\ Maa))"
=( St e D[ e[V =kl ls O F e®
y'el y"el’

folgt w(+, f, ') € &(4) (f,f €F) und das Bestehen von ( ii). Da offensichtlich
aueh (i), (iii) wnd (iv) erfilllt sind, gilt w e p(, ¢) ). Sei nun # ein beliebiges Ele-
ment aus G- Ferner sei (1" ) éine Folge von Teilmengen von I'mit card I, = 7.

Tiir f, = n P Zy(m 6, (n =1,2,...) gilt dann ||flly = 1 wnd w(@, ., fn)
=0 (B = 1721!, .). Folglich ist w(x,f, ) fir kein 2 G in der Form
(f, W()f’> mit einem Operator W(z) e BL(F) darstellbar.

1.6. Bs sei wep(F, ) und es bezeichne IT(@,F) die Menge aller
trigonometrischen Polynome auf G mit Werten in §, d.h. die Menge aller
Tunktionen der Form Vy, i vy el f, eF(j € #), F: endliche Index-

menge). Fiir w € p(F, ¢) de:ELmu en wir auf TG, §) ein semidefinites Skalar-

(6y Fiir den Fall I' = Z wurde dieses Beispiel in [9], Chapltre I1, Remarque 7,
8. 373f. angegeben.
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produkt (-, -)guw) gemis
(1.6.1) (hy W)y i = [ (@, by ') o(do)

@5 hy W) i= D 3 ) ()0 fiy f)y W) = X v (),

jef e’ Jjes
W)= 2 oMy vy €Dk fy €8l e f25'es).

WGh Quotientenraumbﬂdung und Vervollstindigung erhélt man einen
Hilbertraum $(w). U(w, -) bezeichne diejenige (stark) stetige unitire
Darstellung von I' tiber §(w), fiir die

(1.6.2)  Ulw, 7’,;:” Wi iz,: O7CM; (el fegies)

gilt (Folgerung‘l.l.);_ Howy [y K] (B, b € H(w)) seien die gemif Satz
1.4.1 zu U (w, -) gehdrigen MaBle aus M (@), so daf also die Beziehung
(1.63)  (T(w, »)hy W)y = [ (@) iy [, B (dw)

{vel, b, n € $H(w))
besteht. Fir &, ' € T(GF, §) erhilt man aus (1.6.1), (1.6.2) und (1.6.3)
(1.6.4) [ (@ pyy by W)(do) = [y(@)ib(0, b, W)ilda)  (pel).
A:uf Grund der Bineindeutigkeitsaussage von Satz 1.4.1 ist also How) (b b]
fiir b e T(G, f{‘y) a}osolutstetig beziiglich ¢. Nach Satz 1.4.2 folgt daraus die
L—Absolutst,etlgkelt VOR fiyy [hy 2] fir alle h € §(w) und damit die von
Bowy [hy b ]Ifu.r alle k, b’ € §(w). Es existieren algo Funktionen (-, &, k')
zslill:{;)) )(h, b e H(w)), so dal die folgenden Beziehungen bestehen (vgl. [4],

1) M(pywh, ]} ={D= G DnB(k,W)e M(e)},

() pywlh, K1D) ‘

= [ @, kW) uda)
DAE®n,W)

|bo(w [, BI(D)

= [ I, h, h)(dw)
DE(M, 1)

dabei ist B(h, V') = {5 € G| ®(w, b, ') % 0}; ferner gilt (1.6.4) fiir belie-
bige h, k' € $(w) ([4], (14.17))("), man hat also
(1.68)  (U(w, 9)h, Vg = [7(@) (o, b, ¥)u(dw)

(vel'h, ¥ € $(w)).

(") Offensichtlich érhalt man fiir. h, b'e T(G de ‘di i i
Fanktionen o K (@, &) gerade die oben eingefiihrten

(D € W(pgyuy [B, B'1)
= mz(]:“v'(w) [k, R'1)),

(iii)

icm
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2. Banachraumwertige stationire Prozesse auf einer Gruppe. 1. Iso-
morphiesatz.

2.1. Unter einem stationdren Prozef -auf I' mit Werten in § verstehen
wir eine Abbildung X von I' in BL(§, §) mit der Eigenschaft X P X )
= XA X(p~Yy") (y,y el). Mit S(I', §) bzw. &,(I", §) bezeichnen wir
die Menge aller stationfiren bzw. die aller (stark) stetigen stationfren
Prozesse auf I’ mit Werten in §. Fir X e &(I', ) sel H(X): =V (X(y)%),

yel'
U(X,-) sei die durch X induzierte unitire Darstellung von I” iiber H(X)
(Lh. X(y) = U(X,»)X(1) (yel), s. [10], Satz 1.3.1). Der Prozel3 X
eG(I', §) gehort genau dann zu S,(I, §), wenn U(X, ) (stark) stetig
ist (s. [10], Satz 1.5.1); ist das der Fall, so sei uyxlh, 1'] (R, b e H(X))
das gemif Satz 1.4.1 zu (U(X, )k, I)s gehdrige MaB aus M(G). Mit
pxlfs 1= pue XA, AT (f,f €F) hat man dann

(X, ZNf)s = f (Y ) @)px S, f1(dw)
(v, v el [, @)
2.2. Der Beweis des folgenden Satzes stiitzt sich auf das

TEMMA 2.2. Hs seien X €SI, §) und $O und $©) 2wei abgeschlossene
lineare Teilriume von $(X) mit

(2.1)

(2.2.1) (X =5 es"
und )
(2.2.2) U(X, )99 =$9 (yel, i=1,2).

Dann werden durch(®)
X;(‘}’) 1= P, X(y)

wwei Prozesse X, und X, aus S(I',;§) mit. den folgenden Ez’gmschaftén
definiert: : : !

(1) X(y) = Ly +Xaly) (vel),
(id) $(X) =99 (1=1,2),
(iif) U(X;, ) = UX, 9199

"Beweis. Das Bestehen von (i) ist offensichtlich. Auf Grund von
(2.2.2) gt U(X,»)P; =PUX,y) (yel', i =1,2), also

U(X, y)X:(1) = U(X,»)P,X(1) =P, UX, y) X(1) = P, X(y) = Xi(y)
(yel', i =1,2).

(pel, i=1,2)

(yel'yi=1,2).

(8) P;: Operator der orthogonalen Projektion von $(X) auf $6) @ =1, 2).
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Folglich sind X; (i = 1, 2) Prozesse aus S(I", §), und es gilt-

(2.2.3) U(X;y9) = UX, 9)I$X)  (relyi=1,2)
(s. [10], Satz 1.3.2). Aus
$(X) = V (LT = V (PiX(y) 5 = PV (X0)F)

_EEE - 59 (= 1,2)

folgt die Richtigkeit von (ii). Aus (if) und (2.2.3) erhélt man sehliefllich (iii).

SATZ 2.2. Jeder Prozef X e Go(I', §) gestatiet genau eine Zerlegung
der Form

(2.2.4) X(y) = L) +Xaly) (el

wobei X; (4 =1,2) Prozesse aus Gy(I', F) mit folgenden Higenschaften
sind: : .

O H(X) = H(X,) @H(Xo)

(1) px, Of, 1 bow. px, [f, '] it der -absolutstetige bzw. der Lsmgulowe
Anteil von wxlfs F1 (F F e ®).

Beweis. Sei

S = {h e H(X)| pylh, b1 ist absolutstetiz beziiglich «,
$® = (h e $(X)| pyxlh, b] ist singulir beziiglich 1.

Auf Grund von Satz 1.4.2 sind $© und $® abgeschlossene lineare
Teilrdume von $£(X), welche den Voraussetzungen +von Lemma 2.2
geniigen. Definiert man nun die Prozesse X,, X, e S(I', §) wie in Lem-
ma 2.2., so ist offensichtlich (2.2.4) und (i) erfiillt. Aus (iii) von Lem-
ma 2.2 folgt pyuylhy h] = pyx[h, 8] (he$?, i =1,2), also ug,[f,f]
= o [P XWf, BLXM)F1(f€F, ¢ =1, 2). Folglich ist ug,[f, f1(f e ®)
fir ¢ = 1 absolutstetig und fiir ¢ = 2 singuléir beziglich ¢. Daraus und aus
(i) schlieBt man leicht auf die Richtigkeit von (ii).

Sei mun X(y) = X (y)+X,(p) (y ') irgendeine Zerlegung von X
mit den im Satz angegebenen Eigenschaften. Dann. sind die Prozesse X
und X wegen (i) stationir verbun&en (i =1, 2). Deshalb und wegen (i)
gilt gem & [15], Hilfssatz 1.1 U (X3, y) = U(X, 9)IH(Xy) (eI, i = 1,2),

als0 1 Ty M1 = pra [y B (b € §(X7), & = 1, 2). Folglich ist 4. <]

= pyx [(Xi1) f, sW)f1(feF, i =1, 2). Daraus und aus (ii) folgh X{( )E
< §, a,lso HX) =9 (i =1,2). Somit erhalt man Xi(y) = P, Xi(y)
= Py Xy (y )+X( ) = PX(y) = Xily) (y €T, i =1,2). Damit st dor
Satz vollstéindig bewiesen.
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2.3. Bs sei X ein Proze8 aus S,(I, §), tiir den uxlf,F] (f,F &)
c-absolutstetiz ist(®). Bezeichnet dann w@(-, f,f) die Radon-Nikédym-
Ableitung von ux[f, f'1(f,f €%) beziiglich ¢, so gehdrt. w§ offensichtlich
zt p(F, ¢). Umgekehrt gibt es zu jedem w ep(F, ¢) einen ProzeB X e Sy(I, &),

fiir den px[f,f']1 (f,f €& c-absolubstetig ist und wQ =w gilt, fiir den
also die Beziehung

231) (X, Z0f)s = [y @)w(a, f, f)u(de)

(vsv' el [, f €%)
bestehit, (Sei y e I. Durch ‘ !

FxF2 (f,1) = [ y(@wla, f, f)e(d)

wird offensichtlich ein beschrinktes bilineares Funktional definiert.
Folglich gibt es einen Operator B(y) e BL(F, &), so daB {f, B(y)f">
= [y(z)w(z, f,f’ (A=) (f,f e®) gilt. Fir jede natiirliche Zahl N, fiir
beliebige 9y, ..., vy € I-und beliebige fi, ..., fy € & hat man

(2.3.2) 2<ﬁ,Bm Wi = | Z it (@) w (o, £, £ (do).

LI=1 ety i j=

Nun ist die Matrix (w(, f;, f, )y fiir ifast alle @ nichtnegativ definit.
AuBerdem ist die Matrix ((y;y;) (w))., 1 Tiir jedes » nichtnegativ. definit.
Somit erweist sich die Matrix ((yiy;)(@)w(®, f;, F))a fir fast alle
als nichtnegativ definit (s.z.B. [4], Appendix D. 12). Daraus und aus
(2.3.2) folgt (vgl. [14], Satz 2.1.2), daB durch K (y,y') := By~ y") (v, 7’ €I")
eine nichtnegativ definite Funktion K (-, -): I'x ' BL(F, §*) definiert
wird. Anwendung von [141, Satz 2.2 (oder [10], Satz 1.2) liefert die Exi-
stenz eines Prozesses X e S(I, §) mit X(y)* X(y") = By ' y) (y, ¥ eI,
also die Giiltigkeit von (2.3.1)).

2.4. Es selen X und w® wie in 2.3 GemiB 1.6 kann man zu w$ einen
Hilbertraum $(wg) einfithren. Auf Grund von Folgerung 1.1 148t sich
die durch

Vo(X, 0 X f:=7()f (vel, feg)

definierte isometrische Abbildung Vo (X, ¢) von $(X):={X(»)fl vy el
fef in H(wY) in eindeutiger Weise zu emem isometrischen Operator
V(X, ) e BL($(X), (wQ)) fortsetzen; dabei gilt V(X, )H(X) = $w@).

(%) Wie in [5], Remark 1 gezeigt wurde, kann man fiir jeden Prozef. X, fiir den
X (1)§ separabel ist, ein ¢ & M+ (G) mit dieser Eigenschaft finden. (In [5] wird der
Fall [ = Z betrachtet, die durchgefithrten Uberlegungen lassen sich jedoch auch auf
die hier vorliegende allgemeinere Parametermenge iibertragen.)

h!
4 — Studia Mathematiea 71.2
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SATZ 2.4 (1. ISOMORPHIESATZ). Der Operator V(X ,1) vermittelt einen
Isomovphzsmus zwischen den Rcmman H(X) und 5(w£,2) Dabei gilt

VU, ) = U@, )V (X,0) (yel),
ﬂx[f:f']=MU(w9)[1(‘)f,1(‘)f'] (£, e®).

(2.41) ,‘V(
(2.4.2)

Beweis. Die erste Aussage des Satzes ergibt sich unmittelbar aus
der vorangehenden Uberlegung. (2.4.1) bzw. (2.4.2) erhilt man aus

VX, ) U(X, )X =V, )Xy ) =) Of
= T, n (f) = Tw ») V&, ) X)f

(v,v' el', f'e§)
bzw. aus

xf; 1) = (UE, ) XA, ZW)f gex)

= (U@, Y1) 1O )y

ﬁv(wg)[l(')f, ) (el f,f €8

und der BEineindeutigkeitsaussage von Satz 1.3.

3. Ein Darstellungssatz fiir Abbildungen' aus (%, ¢).
phiesaiz.

3.1. By sei nun K ein (komplexer) Hilbertrawm. Mit 8,(K, &, )
= :8,(K, ¢) bezeichnen wir den Hilbertraum (mit den iiblichen linearen
Operationen und dem iiblichen Skalarprodukt) aller (stark) cmeBbaren
Funktionen v: ¢ — &, fiir die [[v(-)|[} «integrierbar ist.

Fiir jeden Operator A e BL(F, 8,(K, «)) gehort die durch
(3.1) w( fif)i=(ANC) AN Ok (FHf B
definierte Abbildung w zu p(F, ¢). Wir zeigen nun, dal jedes w ep (¥, +)
in dieser Weise darstellbar ist.

Sarz 3.1. Zu jedem w € p(F, o) gibt es einon (komplewen) Hilbertraum K
und einen Operator A € BL(F, 8(8, 1)), so dap die Bezishung (3.1) besteht.

Beweils. Es bezeichne $(w) den in 1.6 eingefiihrten Hilbertrawm
Nach Lemma 1.2 gibt es gewisse Blemente hye $(w) (8 e B), so da
$(w) @5([7 (w), hg) mit §(T(w), hy) 1=V {U(w ,'y Yhg} (B € B) gilb.

Seien a, e ,ﬁa(z) (B € B) mit |a() = (-, hy, hy) (B eB Ferner gei | ein
(komplexer) Hilbertraum mit dim® = cardB und ( (68) pep ©in vollstéindiges
Orthonormalsystem in K. Auf Grund von Folgerung 1.1 laBt sich die durch

WoU(w, M)hy:=7(")a o)es

2. Isomor~

(vel, ﬂEB)

icm
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definierte isometrische Abbillung W, von $o(w):= {U(w, y)ks| y €l
geB} (s H(w)) in L(K, ) in eindeutiger Weise zu einem isometrischen
Operator W-e BL(H(w), 8,(K, 1)) fortsetzen, dabei gilt WU (w, y) = ()W

(yel). Wir setzen Af:= W(L(-)f}. Dann ist A ein Operator aus
BL(¥, 8:(K, 1)) mit der Bigenschaft ((-, ) := (-, *)gya.n)
[r@w@, f, f)de) = [y@)b(e, 1(-)f, 1(-)f)«(dw)
= (T, ML) L) sen
= (WU (w, »)L(-)f), L))
=(y<->W( )f), W) = (r(-)Af, Af')

= [ 7(2) ((4f) (@), (Af") (@))a¢(d0)
(vely f,f eq).
Daraus folgt die Giiltigkeit der Beziehung (3.1) auf Grund der Einein-
deutigkeitsaussage von Satz 1.4.1.

3.2. Das folgende Ergebnis wurde fir den Spezialfall I' = Z und
¢« = Lebesgue-Ma8 auf [—=, +=] in [8], Lemma 3.1 erhalten.

FoLGBRUNG 3.2. Bs sei § separabel und W e PB(F, ¢). Dann evistieren
ein (komplexer) Hilbertraum S und eine (stark) -mepbare Funktion Q(-)
auf G mit Werten in BL(F, K), so daf W(-) = Q(-)*Q(-) gilt.

Beweis. Wendet man auf das durch w(:,f,f):=<f, W()f">
(f,f €§) definierte w e p(F, 1) die Aussage des Satzes 3.1 an, so schlieBt
man auf die Existenz eines (komplexen) Hilbertraumes & und eines Ope-
rators A€ BL(F, L.(R,2), so daB (f, WD = ((4AN(), (AF)())a
(f, 7' €®) gilt. Bs sel nun §, = {f;}}7; (M < o) eine in § totale Menge.
Ferner sei

Dy 2= {m el| {f;, W@)fip # ((Afj) (@), (Afy) (m)),—,\}

(.'i} E=1,.. M)(m)

AuBerhalb der ¢ Nullmenge D := U U Dy, setzen wir Qq(@)f;
j=1 k=1

= (4@ (§ =1, ..., M). Fir jede naturhche Zahl N (< M) und

fiir beliebige ay, ..., oy € C gilt dam

I ZV’ R NOIAN

N N
= Z Za,ak (Af) (@), (Af)@))s = D) D) o lf; W(@)fu

J=1 ke=1 =1 Le=

= <Z afy W (@) (Z afi]) < affflla

(20) Fiir Af; m.rd hierbei ein fester Reprisentant aus der Jewemgen A quivalenz-
klagse in 8,(R,:) gewshlt.

,..

IIW(a’)HBL(;;,is')
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Gemid Lemma 1.1 148t sich Q,(x) in eindeutiger Weise zu einem. Operator
Q(») e BL(%, R) fortsetzen. Fir # €D getzen wir @(2) = 0. Damit ist
eine (stark) meBbare Funktion Q(-) auf G it Werten. in. BL(F, R) defi-
viert, die fiir # e G\ Dund jedes Paar S af; und Y Befi von endlichen
Linearkombinationen der Vektoren f; (j =1, ../, M) der Beziehung

(S oty 0@ Y befiy =<3 ety W) 3 bue)

geniigt. Aus Stetigkeitsgriinden folgt daraus @ ()" @ (v) = W (2) (® e G\D).

Bemerkung. Bin Lemma von Vakhanija und Chobanyan (s. [16],
TLemma 2 und [2], Lemma 8. 21f, vgl. auch [3], Lemma 2.4 und [17],
Temma in 4.3.2 (8. 135f)) besagt, daf jeder Operator W e BL(F, F*)
mit der Bigenschatt (f, Wf)>>0 (feg) eine Darstellung in der Form
W = Q*Q zulaBt, wobei @ ein Operator aus BL(¥, &) (&: Hilbertraum)
ist. Offengichtlich ist die Aussage dieses Lemmas als Spezialfall in unserem
Satz 3.1 enthalten (G = {e}, «({e}) =1, w(e, f, ') :=<f, Wf, (£, f'e®), dann
ist wep(F, 1). Man setze Qf : = (4f)(e) (feF) mit 4 aus Satz 3.1). Ander-
erseits erhélt man nach dem genannten Lemma fiir W e B(F, o fiir jedes
# e @ einé Darstellung der Form W (z) = Q (#)*Q () mit @(x) € BL(EF, K(=))
(R (2): Hilbertraum, i.a. abhingig von ). Die eben bewiesene Folgerung 3.2
zeigt, daB unter Voraussetzung der Separabilitit von § der Hilbertraum
K (v) unabhingig von # und Q(-) als (stark) r-meBbare Funktion gewihlb
werden konnen.

3.3. Es seien X und w¥ wie in 2.3. Nach Satz 3.1 gibt es cinen (kom-
plexen) Hilbertraum & und einen Operator A eBL(F, 82(5{, 0), so daB

WQ( Fr ) = ((ANC), (A (Ns (FF €8)
gilt. Auf Grund von Folgerung 1.1 148t sich die durch

Vo(X, A)X(f:=y()4f (vel, fe®)

definierte isometrische Abbildung V,o(X, 4) von §y(X}:= {X()fl yel,
fe® in £,(K, ) in eindeutiger Weise zu einem isometrischen Operator
V(X, A) e BL($(X), Qu(R, 1)) fortsetzen. Bs bezeichne $(A) den TFinal-
bereich ¥ (X, 4)% (X) des Operators V(X, 4) (d.h., H(A) ist die abgeschlos-
gene lineare Fiille von {y(-)Af| y € I', feF} in L(K, 1)) mmd U(RK, ¢, y)
den Operator der Multiplikation mit y(v) in (K, ¢); U4, )
1= U(8K, ;) 19(4) (7 €I); popuylhy W] (3, b & H(A)) seien die geméf
Satz 1.4.1 zu U(A, -) gehorigen MaBe aus M (@), so daB also die Beziehung

(U4, W)y = [ 7@ g by Wldo) (v e, b, b eH(4))
besteht. )

icm
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8a71z 3.3 (2. TsoMORPHIESATEZ). Der Operator V (X, A) vermitielt einen
Isomorphismus zwischen den Riumen H(X) und $H(A). Dabei gilt

(3.3.1) VX, AUX,y) =U4,nV(X,4) (el),
(3.3.2) bxfs f'1 = poy 41, AF1 (. €B).

Beweis. Die erste Aussage des Satzes ergibt sich unmittelbar ans der
vorangehenden Uberlegung. (8.3.1) bzw. (3.3.2) erhiilt man aus

V(X, A UX, ) X()f =V(X, DXy )f = ) (4]

= U4, »)(y' (") 4f) :
=U4,)V(X, DX (nyel, e

bzw. aus
Bx[f, 1) = (U(X, »XMf, XD )six)
= (U4, Y Af, Af' )ty = Bowy[AF, A 1(p)
(vel, f,f €F)
und der Eireindeutigkeitsaussage von Satz 1.3.
4. Daxstellung von banachraumwertigen stationiiren Prozessen durch
gleitende Mittel. ot

4.1. Bs sei nun 1 das Haarsche MaB auf @ und » das Haarsche MaB
auf I' (Normierung gemaB [4]§ 31). Fiir v € 2,(4) bezeichne o die g,-Fou-
riertransformierte von o, also : ‘ C

3(y) = [y@0@y@n) (yel)
@

fiir 0 € 8, (A)NL(A) ([4],:(23.9) und (31.16)). Entsprechend bezeichne. w
fiir w e £,(») die inverse L,-Fouriertransformiérte von w, also

blg) = [f@u(@x@s) (ged
r .

it w e L,(x) N (%) ([4], (3L2) und (31.16)). GemiB [4] (31.17) und
(81.18) ist © 4 bzw. w1 eine isometrische Abbildung von £;(1) auf
€, (%) bzw. von 2, (x) auf £,(2); dabei gilt (5)” = v (v € £,(2)) und ()" =w
(w € 84(»)). Da fiir einen (komplexen) Hilbertraum K die Funktionen der
Form v(-) =o()k (vef(1), keR) bzw. w(-) =w(")k (weLx),
k eR) in £,(K, 4) bzw. in L,y(K, ) total sind (**), lassen sich die Q,-Fourier-
transformierte bzw. die inverse 2,-Fouriertransformierte in natiirlicher
Weise auf Furktionen aus 2,(R, 1) bzw. £,(R, ») fibertragen. Weiter setzen

(1) Dies folgt beispielsweise aus [11], Hilfssatz 1.1.1.
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wir fir 4 €BL(F, G(&, 4)) bow. B eBL(F, £:(R, %))
(fed).

4.2. Bs sei nun Y ein x-quasi-isometrisches Maf mit Werten in
BL(®, $) ([7], Definition 8.2)(*2), d.h. eine Abbildung des 6-Rings £,
aller x-integrierbaren Teilmengen von I' (d.h. aller x-mefibaren Teilmengen
A I mit %(4) < oo) in den Raum BL(K, $) mit der Bigenschaft

Af 1= (4f)" baw. Bf := (Bf)

(T(d)k, T(4)K)g = #(AnA) (o, B)g (4, 4 € Ly By W ).

Fiir ein solches MaB ¥ sei $(X) := A\.{r (X(AR).

Man kann dann ([7], Abschnitte 3 und 10) Integrale von Funktionen
aus £,(K, ») beziiglich Y einfilhren, so daB w — [ Y (d§)w(&) eine iso-
7

metrische Abbildung von £,(R, ») auf $(¥) wird.
Fir B e BL(F, (K, %)) wird durch die gleitenden. Mittel

(4.2) X(y)f:= [Y@EBHEy) (el feB)
I

oin ProzeB X € G,(I",§) detiniert; dabei gilt §(X) = H{Y) (s.[12], Satz2.3.1
und Hilfssatz 2.3). .

Wir beweisen nun. den .

SATz 4.2. Der Prozef X e G,(I', ) ist genau dann durch gleitende
Mittel darstellbar, wenn uxl[f, 1 (f, f € §) A-absolutstetig st

Boeweis. Aus der Darstellbarkeit des Prozesses X in Form glei-
tender Mittel folgt die A-Absolutstetigkeit von ux[f, f'1 (f, fe®) (s [12],
Folgerung 2.3.1). Umgekehrt folgt aus der J-Absolutstetigkeit von uxlf, f']
(f,f' € %) gemiB Satz 3.1 die Existenz eines Hilbertraumes K und eines
Operators A € BL (%,'53,(5{, }.)), s0 daB die Radon-Nikodym-Ableitung
wP (-, f, ) von ux[f, f'] beziiglich 1 in der Form

w@(, f, ) = (AN ()5 (AF) ()
darstellbar ist. Man hat also
(X X)) = [T @) (A1) (@), (4F) (@) (@)
(v el f, I €H.

(£, €¥)

(12) In [7] werden all gemeiner Mafe mit Werten in BL/(R, $) mit der Eigenschaft
(T(d)k, T (4))g = (k, M(AnAVK)a (4, 4’ € Far, b, W € K) botrachtet, wobei M
ein nichtnegatives BL (R)-wertiges MaB auf einem 6-Ring 3¢ von Teilmengen einer
Menge £ ist. ' : .

icm
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GemiB [14], Abschnitt 2.5 existieren nun ein (komplexer) Hilbertraum %’
und ein »-quasi-isometrisches Ma8 ¥’ mit Werten in BL(R, $"). Wir
setzen B = A und definieren den ProzeB X’ e Sy([', §) durch

X'()fi= [T @OHEBHEY (e, feB).

Dann gilt (X' (0f, X'0f )y = (X0 X0 F)s (v el £, B
(s. [12], Folgerung 2:3.1). GemiB Folgerung 1.1 gibt es genau eine isome-
trische Abbildung V'.von $x auf Hx mit V' X'(y) = X(y)(y eI'). Es sel
nun $, ein abgeschlossener linearer Teilraum von $HOHx mit dim $H,
= Aim(Hp-OHx) (im Fall Hx. = Hp- also Ho = {0}, im Fall Aim(H»OHx)
> dim ($OHx) mub zuerst $ durch einen geeigneten Oberranm ersebzt
werden (13) und V” eine isometrische Abbildung von $HrOHx auf $,.
Dann ist V:= V'@V’ eine isometrische Abbildung von Hy. auf Hx®
@®$H € $. Durch ¥ (4):= VI'(4) (4 € #,) wird ein x-quasi-isometri-
sohes Ma$ mit Werten in BL (R, §) definiert. Offensichtlich gilt dann (4.2).
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On unconditional polyncmial bases of the space L,

by
Z. A. CHANTURIA (Tiflis)

Abstract. In all spaces Ly(0, 1) where p € (1, o) and for each &> 0 we prove
the existence of the ONS of algebraic polynomials {P,,} which forms an unconditional
basis in Ly (0, 1) and satisfies the condition

degP,, = v, < nlte
for m > ng(p, &), An analogous theorem is valid for trigonometrical polynomials. )

As is well known, J. Marcinkiewicz was .the first to prove the exist-
ence of unconditional bases in all spaces L,(0,1) = L, for p > 1. Namely,
he has proved that the Haar orthonormal system (ONS) is an uncondi-
tional base ([12], see also [14], pp. 397-423). In 1974 8. V. Bochkarev
proved that the Franklin orthonormal system is also an unconditional
basis in L, for all p >1 [1]. Z. Ciesielski [7] has introduced a new class
of orthonormal systems, which: contains the systems of both Haar and
Franklin, and has proved [8] that these systems are unconditional bases
in all L, for p > 1 as well. -

On the other band, although the trigonometrical system is a basis
in I, for p>1, p + 2 the basis is not unconditional. What is more,
V. F. Gapoghkin [10] -has shown that none of the uniformly bounded
gystems normed in L, can be an unconditional basis in L,, p # 2.

Tt .should ‘be rnioted that there is no unconditional basis in the spaces
€(0,1) and L(0, 1yat all: These results-are due to 8. Karlin [11] and A. Pel-
czynski [13], respectively. N

Let us pose the following guestion. ‘Does an orthonormal system of
polynomials (algebraic or trigonometrical) which forms an uneconditjonal
basis in L, exist for any p >1, p # 2, and if it does, then what minimal
growth of powers may that basis have} ; o

In 1971, using the Haar system, we proved [2] that in every L,(p > 1)
for each &> 0 there exists an ONS of trigonometrical polynomials {T,}
which forms an unconditional basis in I, and for n > %y(p, &)

nfte  for p>2,

1 1l/g = 1.
ntt for l<p<2, tp+llg =1

degT, =, < {
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