icm®

STUDIA MATHEMATICA, T. LXXI. (1981)

Sur les équations du type: ¥(z, k) = 0 (II)
par

T. LEZANSKI (Lublin)

Résumé. Le présent travail est une continuation du travail [1] et contient quel-
ques applications de la théorie, exposée dans celui-ci, aux équations différentielles
ordinaires avec des conditions aux limites et aux équations partielles faiblement
elliptiques.

Introduction. Dans le présent travail nous indiquons quelques appli-
cations des idées développées dans [1] & la solution généralisée des équa-
tions différentielles ordinaires et des équations partielles faiblement
elliptiques.

Nous faisons usage des notions et des notations utilisées dans 11,
telles que: H, espace de Hilbert avec le produit scalaire (z, y), et une
Jorme de Dirichlet ¥ (w, h), détinie pour z,y € H,, lindaire et bornée par
rapport & h et remplissant localement la condition de Lipschitz par rapport
au couple <z, h) e H; x H,. On suppose de plus que ¥(z, h) est positi-
vement- définie: la condition suivante (A):

(A) W(@-+h, B)— P, ) > alb

doit é&tre remplie, avec un a> 0, pour tout couple <z, h) e H, xH,.
Nous dirons que la fonctionnelle ¥(x, h) remplissant toutes les con-
ditions énoncées ci-dessus est comparable au produit sealaire (2, ¥)y-
Les propriétés: (A) et lénoncée ci-dessus, assurent Iexistence
unique de la solution de I'équation (v. [1], 1.3, p. 157):

(B) Y(u,h) =0 pour tout ke H,.

Dans le cas ol ¥ est une forme différentielle et ol la fonction w,
solution de (B), posséde toutes les dérivées jusqu'd un degré suffisamment
élevé, u satisfait & une équation différentielle :

(C) Uu) =0

et & certaines conditions aux limites. Réciproquement, une solution de
(0) est toujours une solution de (B). (Yest pourquoi nous appellerons

" parfois la solution % de (B) solution généralisé de (C).
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1. Systémes d’équations différentielles ordinaires non linéaires avec
des conditions aux limites.

1.1. Notations, définitions et hypothéses. Désignons par R™ espace
linéaire des suites de nombres réels & = (&, ..., &,), ot & eR. Pour
&, n e R™ posons

5'77=§§i"7m |5|z=5“5-
i=1

Outre les vecteurs, notés &, 9, {, 1 (caractéres italiques demi-gros), nous
congidérons aussi les matrices @ = [ag); pur,.omr 0 = [Bul, ete.
Dégignons par I Pensemble de toutes les matrices de degré m, ol m cst
fixe, et admettons les notations suivantes:

1.1.1. DEFINITION. Si & ne R™ et a, b, ¢ M:

ar m A
al =y =k2£aik5k (t=1,2,..,m),

m
ab =6 = [ygl<yy = le iBits
i=

* .
b=a"B)=0ay, LE=1..,m. -

1.1.2. DEFINITION. La matrice o est dite positive (non négative)
8i & # 0 entraine af-§> 0 (= 0), et symétrique si a* = a.
Citons sans démonstration le fait bien connu que voici:

1.1.3. TmiorEME. Pour touwte matrice a syméiriqgue non wnégative il
ewiste exactement une matrice syméirique non négative b telle que:

(i) . b =0 =a.
Nous la désignons par Va.

Pour la matrice a définissons ensuite deux normes: la norme “ordi-
naire” |laj| et la norme “absolue” |a||«:

1.1.4. DEpINITION: (i) |lof = {suplaé|: e R et |£| = 1},
(if) flalle = { 2 o} .
On a les relations bien connues:
115, (i) [lad] < |all-[5],
(i) llabllv < Nl - [1Blhe
(iii) lell < llalls,
(iv) |l = lla* i = tr(aa®) = tr(a*a),

ot tr(b) i‘é‘ Bis
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1.1.6. LEMME. 8% a = a*, on a |Jafy < Vmlal.

m
En effet, a est de la forme: 3 As,, ol les s; sont les projections.
i=1

m

. a 1 . 1 o 1
Il 'ensuit: [a|f > lla*| = maxi} > - B == tr(a®) = o~ tr (aa™)

in m

1
= — |ali. =
m

Considérons les fonctions de Uargument réel t € (0, 1> dont les valeurs
sont les matrices:

L17. 0,13t a(t) e M,
que nous appellerons fonctions-matrices. Une fonction-matrice a (i) sera
dite mesurable si toutes ses coordonnées ay(f) le sont.

1.1.8. LemmE. Soit a(t) une fonction-matrice mesurable, syméirique
et non mégative pour tout te0,1>.

Conclusion: la matrice Vth) est mesurable.
Démonstration. La fonction A(¢) = 2|a(t)ll« étant mesurable, la

fonetion-matrice b(t) = a (%) Pest aussi. Comme, de plus {b(8)[x < 1/2,

1
A(t)
d’aprés un théoréme bien connu (v. [2], § 104, p. 261) il existe, pour tout
¢ fixé de <0, 1), une matrice Vb(t); cette derniére étant la limite d'une
suite de polyndmes en b(f) selon la norme | [, done aussi (v. (L.1.6))
selo_n [I lle, la fonction-matrice b(¢) est mesurable; il en résulte que:
Va(t) = Vi) Vb(t) est aussi mesurable. a

1.1.9. Levmue. 8i la fonction-matrice a(t) est mesurable ot si (a(s))™*
existe pour presque towt te 0,1, la fonction-matrice (a(t))“‘ est aussi
mesurable. .

La démonstration est évidente; il suffit de s’appuyer sur les formules
de Cramer.

1.2, Certains espaces linéaires de fonctioms-vecteurs. Nous allons
congidérer ici les suites de fonctions mesurables: z(t) = (wl(t), ceey mm(t)),
te (0,1 que nous appellerons fonctions-vecteurs.

1.2.1. DEFINITION. La fonction-vecteurs. #(t) = (#,(t), ..., %, (1)) sera
appelée intégrable (resp. absolument continue) si chacune de ses coordonnées
I’est. Nous écrirons:

. d . d
® —- a(t) =) = (ﬁ; #3 (%), -

4 (t))
i R

dat
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t A i
(it) Jowat =([ e,at,..., [ @, () ).

to ty t
Soit. p(t) = [Pi (8}, k=1, ... m Une fonction-matrice fixée damng toute
la partie 1 de ce travail, et satisfaisant & ’hypothése:
1.2.2. HYPOTHESE. (1) Py (1) est mesurable sur {0, 1> pouré, bt =1,...

m, (ii) pour presque tout t e (0, 1) fixé la matrice [p,, (t)] est symétrique
et ;posztwe

L’hypothése 1.2.2 assure lexigtence de [p(t)]‘
1.2.3. DEFINITION. q(t) [p( )

D’aprés 1.1.8 et 1.1.9 la fonction-matrice ¢(f) est mesurable, presque
partout symétrique et positive. Admettons 'hypothése:

1
124, [ 1gu(8)|@< oo pour i,k =1,...,m
0

T en résulte Vexistence de la matrice (:'

1.2.5. DEFINIITON. ¢ = f g(t)dt, ou bien 0 = [yu], yu = j 2t

i,k =1,
La ma,tuce O est symétrique positive, ¢(t) Pétant presque pamtout
il en résulte lexistence de O"

1.2.6. DfFmvrTIoN. A = f trg(2)

1 m
of Z,: 9 (1) At

1.2.7. LieMME. On a: 1>m0.

En effet, la matrice g(f) étant positive symétrique presque partout,
on a: trq(t) > 0 presque partout, A’ou 1’assertion.

Définissons maintenant certains ensembles lindaires de fonctions-
vecteurs:

1.2.8. DEFINITION. Soit H (resp. Y) ensemble de toutes les fonctions-
vecteurs z(1) = (wl(t), caey wm(t)), mesurables sur ({0, 1), telles que

1 1
(i) f 2, (PdE < +o00  resp. (i) j a0 (8)| dt <+ o0
1] ¢
pour ¢ =1, ..., m.
1.2.9. DErINITION. Soit M l’ensemble de toutes les fonctions-vec-
teurs #(t) (f € €0, 1)) remplissant les conditions:
(i) @(t) est absolument continue sur <6,13,

(il) p(t)&(¢) est absolument continue sur (0, 1> (ou bicn égale pres-
que partout & une telle fonction),
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d d
© (iii) la fonction: -‘%[p(t)aw(t)] appartient & H,

(iv) 2(0) =2(1) = 1.
Il est évident que M — H < Y. Définissons encore dans H et M
certaing produits scalaires:

1.2.10. DEFINITION.

1

@) (@) = [o@) y@)a = fmi Dy:Mdt, ol =(2,0), (2,9 eH);
0
) (1w, v), f ol = f 2 Do (8) 0, (1) 55, ()
0 i,k=1
“"l/”i = (u, %), (w, v e M).

Lintégrale (ii) existe, puisque p(H)u(f) est absolument continue,
et 0 (%) est intégrable, comme dérivée de la fonetion absolument continue
»(t) (v. 1.2.9 (i), (i)

"1.2.11. LeMME. Pour ue M on a:

Valuly > sup ()] > ul.
0<i<L
Démonstration. Vu que % (0) =0, on a
f |Va(s)

i
(@)  lu@®)] = lu(t)—u(0)1<flio(8)lds

f V()|

p(8)t(s)ds|

p(8) (s 1 ds
<{ f IV Rasy” | f | Vo (syic(s) [ ds} ™
0 0

= {fltrq(s)ds}llz-{fp(s)a(s)-d(s)ds}m = V2 |ull, -

Nous avons utilisé le fait que p (1) et ¢(¢) sont symétriques positives et la
formule 1.1.5 (iii). Le premier membre de l'inégalité est ainsi démontré;
nous avons, de plus:

[sup ju()*] = sup () = sup Z g (1)
o<i<1 0<E<) 5y

f 21«» ()fat = ull - =
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Définissons maintenant sur M une opération linéairve.
ar d .
)= [p(u(®)] (v e M).
La formule 1.2.12 a un sens, puisque %(f) et p (£)u (¢) sont absolument
continues (v. 1.2.9 (i), (ii)).
1.2.13. LeMME. L'opération A est symétrique et positivement définie
sur M; plus exactement, on a:

() (Au, v) = (u, v); = (u, 4v),
(i) (Au, ) = Aul?, (u,veM).
Démonstration. (i):

1.2.12. DBEFINITION. (Awu)(?

1
d.
(Au,v) = — fﬁp(t)d(t)-é(t)dt

1
= [pwie-smat = (u, ),

en vertu de 1.2.9 (iv); toutes les intégrales qui figurent plus haut ont
un sens en vertu de 1.2.9 (i), (ii). Ainsi (i) est démontré; (ii) découle de (i)
en vertu de 1.2.11. m

Pour établir les autres propriétés de Popération A introduisons une
nouvelle opération linéaire sur I’espace Y. Soit y € ¥. La fonction-
vecteur y(f) et la fonctjon-matrice ¢(t) étant intégrables (v. 1.2.8 et
1.2.4), les expressions suivantes ont un sens pour y e Y:

1.2.14. DEFINITION.
(i) oy) = ¢ [ q(s) | [ (o) do]as,

. |3 8
(i) LG = — [ 4@ [y(0)de—d()| ds

(0 étant défini par 1.2.5).
On a: &(y)eR™ pow ye Y.
1.2.15. Lemme. 8¢ y,u,ve Y e o f——IGy, on a:
(1) les fonctions: z(t) et p(t)%(t) sont absolument continues,
() 2 @3] = v,
(iii) #(0) ==2(1) =0,

1 1
@) [ (Gu)@)-v@)d = [ (u()-(Gum)dt.
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Démonstration. La fonction y(¢) étant intégrable comme élément
de Y(v. 1.2.4), les fonctions: .
12

(a) 2fy (8)ds,

0

(b) a(t) = f

0

8)[2(s) — D (y)]ds

sont absolument continues. Par conséquent #(f) existe et on a:

. d a k
© 8 =gel) =z @0 = —a0[Jy@d-2w],
1
() pE)-6(t) = —2(t)+B(y) = — [y(8)ds+B (),
0
d .
(e) - pHM] = —y )

et (ii) est ainsi démontré. Pour établir (iii) observons que ’égalité: #(0) = 0
découle’ de (b) et calculons #(1). En vertu de (b) et de 1.2.14 (i) on a:

#(1) —D(y)jas

i

— [amr=)
1 1 1
= — fq(t)z(t)dt+fq(t)dt-0‘1 fq(s)z(s)ds =0

en tenant compte de la définition 1.2.5 de €. Pour démontrer (iv) posons,
pour v e ¥ :

i
(f) v (t) = [o(s)ds —D(v).

Alors v, est une fonction primitive absolument continue de v. On en tire,
en tenant compte de (c), ot 'on a remplacé y par w:

1
() f(Gu)(t)-v(t)dt
= "‘fi(G“ ) (®) ""1(“')d3+(0’“)(t)'”1(t)[z

- faof foo

car (Gu){0) = (Gu)(1) =0 en vertu de (iii). En échangeant dans (g)
les roles de % et v on obtient (iv).

s)ds — @(u)] [fv(s)as—qs(v)]dt,
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1.2.16. TuiorivMe. Les opérations: A e @ jouissent des propriéiés
suivantes:

i) (Gu, v) = (u,Gv) (u,veH),
(ii) Gy =0 =y =0 (yeX),
(iii) AGy =y (yeH),

(iv) GAw =% (weM =D(4)),
(v) M = G(H) est dense dans H,
{vi) A = @7 est autoadjointe.

DEMONSTRATION. (i) découle de 1.2.15 (iv). Les propriétés (ii) et
(iif) résultent immédiatement de 1.2.15 (ii), vu la définition 1.2.12 de
Popération A. Pour établir (iv) observons que pour 2 € M = D(A4) on a:
A(GAz—2) = AGAr —Aw = 0, en vertu de (iii), en y posant Az pour ¥.
Mais A est inversible comme positivement définie (v. 1.2.13 (ii)), d’onr
(iv). En vertu de 1.2.18 (i), (ii), (iii) on a: Gy € M si y € H, conformément
& la définition (1.2.9) de M. D’autre part, en vertu de (iv) tout élément
® e M est de la forme GAwm, ol Az e H, done M = G(H) est dense dans H
comme ensemble des valeurs de Iopération symétrique, inversible et
partout définie @ En vertu de (iii) et (iv) on a: 4 =G~ ~1; donec A est
autoadjointe puisqu'il en est de méme de G. u

Conformément & la théorie de Friedrichs (v. [1], § 124, p. 327) il existe
un espace Hy, le complément de M en norme | [, de sorte que l'on a:

1217. M c H,c H, M = H, (en norme | |).

1.2.18. LEMME. 8 w e H;, u(t) est une fonciion continue au sens de
la norme || |I; de plus, on a: 4 (0) = u(l) =0.

Démonstration. Soit 4 € H,; en vertu de la théorie de lulodnchs
il existe une suite g, %5, ... d’6léments de M: w,e M, n =1,2,...,

telle que
() fiet, — el — 0,
(b) by, — gl =0 (m, fo — o0)

d’on, et en vertu de Dinégalité 1.2.11:
(¢)  u,(t) —u, () - 0 uniformément par rapport & te{0,1L).

Mais, en vertu de la définition 1.2.9 de M, toutes les fonctions u, sont
continues et satisfont aux égalités: w,(0) = u,(1) = 0; il existe done
une fonction v(t) qui est la limite uniforme de la suite w,, continue et
s'annulant aux points 0 et 1. Or, la convergence uniforme étant plus
forte que la convergence suivant la norme | |, on a: |u,—o| — 0, dolr
et de (a) on tire: v = v, ce qui achéve la démonstration.
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1.3. La fonctionnelle ¥(u, k) et P’équation non linéaire. Soient

@i(Eqyeeny &y t) (0 =1,2,...,m) des fonctions remplissant la condition
de Lipschitz par rapport & toutes les variables: &, &, ..., &, R,
te<0,1). Nous écrirons briévement:

1.3.1. DEFINITION. ¢(&, 1) _namﬁ%(gl,..., Y (E=1,...m).

Admettons les hypothéses:

1.3.2. HYPOTHESES. Il cwiste des mombres: 0 << a << u tels que
() Ilp(é=mn, 1) —p(&, 0] §* < w?lg®)n-9]-[p®) L1,
(i) [p(5+n,0)—p(& Nl n>aq(t)n n pour &n, LeR™, 1(0,1).

Définissons la fonctionnelle ¥(u, k) pour u, he M. La fonction
p(H)u(t) étant absolument continue e h(t) intégrable pour u,he M
(v. 1.2.9), Pexpression suivante a bien un sens:

1.3.3. DEFINITION.

1
Z [ olp®a, o)
Jowe

olt @ € H est un élément fixé.

Titablissons maintenant les propriétés de Y.

1.3.4. Levms. (i) Powr w e M finé, la fonctionnelle ¥(u, h) est liné-
aire bornée par rapport & h e M aw sens de la norme | |y,

(i) 1¥(u+v, b)—F(u, W< plol- [kl

(it) P(wu+h, h) —¥(u, b) > albl]-

Démonstration. La fonction p(t)u(f) &tant absolument continue
d’aprés 1.2.9, il en est de méme de ¢(p (1)@ (%), 1), puisque p remplit la co-
ndition de Lipschitz. Posons, pour abréger, z(t) = g(p(f)u(f),?); nous
avons, pour he M

VY(x, h) Hdt+ f ) k(1) d

(@) 12w, Bl = | [ #(0)-h@as+ (e, b
< [ |Va@-=2) Vo) h®)]|dt+ lal- 1]
<{[ WVa@-=

1 1
i1 [ laenas™ | [ poho-ha)
0 0

Fa™-{ [ Vool a)™ +lal-m)
0

< sup |2 Yl

o<1

< [sup Ja(t )V i+l ],

<<l

en vertu de 1.2.11.
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Pour démontrer (ii) remplagons dans l'hypothése 1.3.2 (i) & 14,7
respectivement par pu, pb, h; nons obtenons (en omettant I'argument #):
1
¥ (0 +0, B) =P (u, b)) = | [ [p(@i+ps, ) —e(pi, )]-hay

o

1
<p [ [gps-poT" - [ph- W] at
0

1 1
p{ [ po-vat)™{ [ ph-hatf™
-0 0
= piwlly - IRl
La démonstration de (iii) est analogue: en posant dans (1.3.2) (ii) P
(resp. ph) au lieu de & (resp. %) il vient:

V(u+h, h)~ P(u, h) = [ [p(pit+ph, 1) — ¢(pil, 1)]-hs

1 1
afqph-pkdt = afpﬁ-hdt = alhil m
[} o

La fonctionnelle ¥(u, k) satisfaisant & la condition de Lipschitz par
rapport au couple {u, k) au sens de la norme || |, dans ’espace incomplet
M xM, elle peut étre étendue sur tout l’espace H, X H, de sorte que
les inégalités 1.3.4 resteront en vigueur. La fonctionnelle étendue sera

désignée par le méme symbole ¥. En vertu de [1], - .1-3 il existe un seul -

élément u, € H, tel que

1.3.5. (uo, h) = 0 (pour tout % eHl).

Le théoréme suivant établit une liaison entre l’équa.tlon 1.3.5 et une
équation différentielle:

1.3.6. TEXOREME. 87 les fonctions: wu, et pu, sont absolument conii-
nues, on a:

. d a
() — g7 [p0 S0, g +at) -

(les dérivées élant comprises au sens de Lebesgue).

. d
Démonstration. Posons y,(t) = ——d—tzp(p(t)uo(t),t); P, btant

abgolument continue et ¢ lipschitzienne, ¢(pu,,1?) est aussi absolument
continue, donec ¥, est intégrable, ce que nous notons: y, e ¥ (v. déf. 1.2.8
de Y). On a alors, pour tout e M:
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(a) fl(yo+a)-hdt = fl[~gt—¢(puo,t)+a]-hdt
0

’ 1 1
= [ otpio, tyhai+ [ a-his—gp(pio, -1,
0 ]
= ¥(up, B) =0,

en vertu de 1.3.5 (pour he M on a: h(0) = k(1) = 0).

Remplagons dans (a) b par un élément de la forme G2, ol ze€H,
ce qui est permis, car Gz € M pour € H (v. 1.2.16 (v)). On obtient de (a)
en vertu de 1.2.16:

(b) (G +a),2) = [ (@(@e+a)(®)-2(t)dt
0
1
= [ (yo+a) (1) G () (D) @
=0 (zeM),
d’ott G(yo+a) =0, M étant dense dans H, et enfin y,+a = 0 en vertu

de 1.216 (v). m

1.4. Une généralisation du théoréme 1.3.6. Soit B une opération
linéaire bornée et non négative dans H, ce que nous noterons:

141, |Bull < flull, (Bu,w)

Nous allons présenter une méthode pour la solution généralisée de I’équ-
ation:

Y>>0 pour we H. *

1.4.2. —%—q] (p(t) —g—u(t), t)+(Bu)(t)+a(t) =0.

Dans ce but définissons une nouvelle fonctionnelle ¥, en posant
1.4.3. DEFINITION: ¥, \«, b) = ¥(u, )+ (Bu, h), (u,he M), ou ¥

a été définie par 1.3.3. BEn vertu de 1. 3 4, 1.4.1 et 1.2.11 les inégalités
suivantes ont licu:

144. (i) [P (u+o,h)—P(u, h)]
< plolly - Bl -+ Bl 121 < (s + B0l - Ikl
() Wy(uth, b)—¥(u, h) = Pluth, b)—P(u, h) > ol

En vertu de [1], point 1.3, il existe un &lément (et un seul) u, € H, tel

que

1.45. ¥, (u,h) = 0 pour tout h e M,.
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1.4.6. THSOREME. S¢ les fonctions: w,(t) et p(t)u,(t) sont absolument
continues, on a:

d .
—;ZTP(P(t)ul(t), #)+(Buy) (1) +a(t) =0, te(0, 1).
La démonstration est analogue 3 celle du théoréme 1.3.6. m
En particulier, on voit facilement que Popération B, définie par la
formule

(Bu)(t) = v(®) S ul) = Y buug(®)y 6 =1,2, ..., m,
k=1

1.4.7.

ol by e %%, (i, k=1,...,m) et la matrice [b,,(f)] est non négative
pour te<0,1), satisfait & 1.4.1.

2. Equations non linéaires faiblement elliptiques.

2.0. Introduction 4 la seconde partie. Nous indiquerons ci-aprés
une application de la théorie de I’équation P(u,h) =0 & la solution
généralisée des équations différentielles faiblement elliptiques de la forme

n

9 ou o
2.0.1. 2—.5?]* (55;’ g 5)_a(g) — 0.

i=1

Conformément % l’idée générale de [1], 'équation 2.0.1 se présenters
comme une conséquence de I'équation

2.02. Y(u,h) =0

pour tout A d’un ecertain espace H,, avec une fonetionnelle ¥ convena-
blement choisie comme forme de Dirichlet:

m ¥i
, g F o
2.0.3. W(u,h) — f[ E fi(_a_%‘_,.“,—aé’”—, 5)7:_ +a(5)-n(§)Jdg,
2 Tia=l g 1 m =t

done, an point de vue formel, la méme que dans [1]; cependant les hypo-
théses faites iei sur les fonctions a, sont essentiellement; plus faibles que
dans [1], ce que nous expliquerons ci-dessous.

Comme nous Pavons dit dans Dintroduction générale, I’hypothése
la plus importante concernant ¥ est celle que ¥(u, k) est ,,comparable”
& un ecertain produit sealairve (u, %);. Dans le eas d’une équation fortement
elliptique (de degré 2) ce produit scalaire est lo plus souvent défini (de
méme que dans [1]) par la formule:

2.04. (u,v); = fgraduv(S)-gradv(f)dE.
Q2
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Dans le présent travail nous admettons une autre formule:

ou v

g 78, 4

2.0.5. (u,v), = fzm'pm(ﬂ

2 fk=1
ol la matrice symétrique [p;.(£)] est, en particulier, positive pour tout
. m
& € £; mais il n’existe aucun nombre ¥ > 0 tel que 'inégalité D D E) ity
m ' =1 ,
=y X} ait lieu pour tout & € 2 et toute suite #,, ..., t,, de nombres réels.
f=1

11 g’ensuit que la norme générée par le produit scalaire 2.0.5 est essentiel-
lement plus faible que celle qui est générée par 2.0.4. A ce fait se rattache’
le probléme assez important suivant: la solution généralisée de I’équation
2.0.1. n’est pas, en général, une fonction de classe O%; c’est plutét un
élément d’un espace H, formé par le complément de l'ensemble M des
fonctions admettant des dérivées jusqu’au degré 2. Le complément men-
tionné ci-dessus est compris au sens de la norme || ||, générée par le pro-
duit scalaire (, );, anquel la fonctionnelle ¥(u, by était supposée compa-
rable. Mais, d’autre part, pour que les éléments de Iespace H, soient des
fonctions au sens propre, il faut admettre I’hypothése snivante (fondamen-
tale pour la théorie de Friedrichs): )

2.0.6. [ulf>y f lue(£)12d& avec un y >0, pour tout ue M.
4]

Cette hypothése est toujours satisfaite (si £ est borné) pour la norme géné-
rée par 2.0.4, mais pas nécessairement pour celle qui est générée par 2.0.5;
nous établirons dans ce qui suit des conditions suffisantes pour que cela
ait bien lieu. A vrai dire nous obtenons des résultats un peu plus forts,
notamment mnous trouvons des conditions suffisantes pour que toute
fonction u e C*(Q2) satisfasse aux inégalités: .

207, () [lw(OPdE<m [ w(BPA+p, [p(Egradu(8)-
2 L, a .
-gradw(§)dé

(ii) f[u(E)l”dT*<,usflu(E)l’df-{-ng fp(«s)gmdu(f)~
I'y Q 0
: -gradu(£)dé,

ol I'y ¢ I' = 09 et les nombres u; ne dépendent pas de u. Les inégalités .
2.0.7 (i), (ii) constituent une certaine généralisation des inégalités connues
de X. Friedrichs et de 8. L. Sobolev. Une des conséquences de 2.0.7 est
I'inégalité fondamentale 2.0.6, valable pour les fonctions u e 0*(R2) avec
la condition aux limites: u|Iy = 0. Elle nous permettra de résoudre les

i
4 — Studia Mathematica 71.1
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équations faiblement elliptiques non linéaires avee la condition w|lly =0
au lieu de u|I' =0, ce qui constitue une nouveauté par rapport aux
autres travaux sur ce sujet. ’

Parmi les travaux qui traitent de l’appllca,tlou de P’analyse fonctlon-
nelle aux équations faiblement elliptiques nous ne citons que ceux de
S. Michlin [37 et de Visik [4]; les hypothdses admises par ces deux auteurs
sont. assez exigeantes par rapport & l’ensemble 2: celui-ci doit avoir une
forme spéciale, dite forme étoilée. Dans le présent travail nous demandons
setllement que Q soit borné et que son bord I' satisfasse aux conditions
de Lapunov.

2.1, Notations, définitions et hypothéses. Maintenons en vigueur
toutes les notations de la premitre partie, telles que: R, R™, £, {£| ete.,
en particulier celles qui concernent les matrices.

Par (*(Z) nous entendons 'ensemble de toutes les fonctions définies
sur Z ¢ R™ admettant toutes leurs dérivées jusqu’a I’ordre % uniformément
continues sur Z. Dans ce qui suit nous considérons les difféomorphismes
de classe O'; nous les appellerons O:-difféomorphismes. -

Soit £ un sous-ensemble ouvert de R™, borné et simplement connexe,
dont le bord I' = 81 remplit les conditions de Lapunov. A tout, point
£ e Q faisons correspondre une matrice p (&) = [py(8)], 4,k = 1,....,m,
réelle, symétrique et positive et notons:

2.1.1. HypoTHESE. (i) 9:4(8) = 25(&) ¢,k =1, ..., m),
) Zpdk ity = v (£) Z 1, avec y (&) > 0.
- k=1

£) > 081 € —T))
= [g(£)], Pinverse de

(Comme on 'a dit plus han.lt, il peut arriver qué »(
On tire de 2.1.1 qu’il existe une matrice ¢(§)
(&), symétrique et positive:

2.1.2. ¢(&) =[p(&IT,

(61 = q(d), ¢(Onn=u ()l

si £ e, avec un u(é)>.0.

Remarquons qu’en vértu de la premiére partic I’hypothése 2.1.1 peut
étre écrite bridvement:

2(8) =[p(OT,  p(Enn=y (O,

Dans ce qui suit les matrices dépendant de 'argument & e Q seront appe-
lées fonetions-matrices: p (&) et g(£) en sont des exemples.

Avant de formuler les autres hypothéses il nous fzmdm mtrodu]re
quelques nouvelles notions. :

- Soient: L un hyperplan dans R™, 2 = (4, ..., 4,) le verseur ortho-
gonal ‘4 L, 8 = L la fermeture d'un domaine ouvert et borné de L dont
le bord remplit les conditions deé Lapunov (dans L).

\

(n e R™).

icm

Sur les équation du type: W(x,h) = 0 (II) 51

21.3. DEFINITION. Appelons cylmdra tout sous-ensemble @ de R™
de la forme: . .

) Q

En d’autres termes, un cylindre est le produit orthogonal de S par le seg-
ment 7, ee que nous notons:

=[n+sil:ne;5',0<s<r], teR.

21.4. @ =8®7i.

s ensmt que l’apphwtlon
(VERNS _n+sAH(17,s) eS8 x0,1>

est unitair; par con’séquent on a, pour toute fonction g(£) continue sur @:
Jo@©ae = [ [ g(n+sndsay.
Q . S o

La définition suivante est fondamentale pour notre méthode:
2.1.6. DEPINITION. Nous disons qu’un cylindre § = S @At est normal
par rapport & Vensemble Q (tout court: normal) 8’il existe deux functions

@(n), p(y) détinies pour » € § et de clastse (" dans 8, remplissant les condi-
tions suivantes:

@) ; t<opm<yp(m<z (ne8),

(i) y(mN—en=9>0 (ne8f),

(i) 0<e<pln) =n+el¢Q,

(iv) nte(niel =09,

(v) p(n) <s<y(n) =n+sie,

(vi) P <s<T > qtsd¢ Q. A
Soit ¢ = S@7A un ecylindre normal. L’application S e#n s n+o(n)i

définit, en vertu de (iv), un sous-ensemble I” de I, ce que nous notons:

2.1.7. DEFINITION. I” = [n-+@(g)i: 5 8]

Comme A est orthogonal & 8 et ¢, » sont de classe 0‘ les mesures
d8 et dI" (des éléments superficiels) satisfont aux inégalités dS < aI”
< ¢-d8 avec une constante ¢ > 0. 11 en résulte le lemme évident:

2.1.8. LEMME. Il existe (pour um cylindre normal) un nombre ¢ > 0
tel que pour toute fonction continue et non néga,t'i'ue sur 8 on a
(i) faln+o(m)-2)dn < fy Har < cfg(n+w A)dn

s

Admettons I’hypothése fondamentale:
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2.1.9. HyroraEsE. Il existe une swite finie de cylindres normauw:
@, = 8,®vA (E =1, ..., N), ainsi quune suite de nombres positifs: f,, ...
.oy B, telles que

N
() : Q< H?n
v, (n)
(i) [ lgn+silds <p; - (6 =1,...,N)
@;(n)

(pour q et | [lx v. 2.1.2 et 1.1.5). Les notations: 8;, A;, ¢;, y; correspondent
auw notations 8, A, ¢, v de la définition 2.1.3.
Posons, de méme que dans 2.1.7:

2110, DEFINIION. Ty = [n-+@(n) -4 nefd, (6 =1, .., N), Ty =

Conformément & 218 il existe une suite de nombres: ey, ..., Cy
telle que :

2.1.11. Lemme. Pour toute fonction continue non négative sur I' les
inégalités suivantes ont liew:

Q) [oln+umi)an< [gBHar<o; [gn+en)d)dn,
8; E) 8;
i=1,...,N.

2.2. Inégalités fondamentales. Nous établirons dans cette section
quelques inégalités intégro-différentielles, valables pour les fonctions de
classe (" définies sur des cylindres, sur des ensembles d]ﬁéomorphes
avec un cylindre, enfin sur Q.

2.2.1. LeMME. Soit @ = S@tA un cylindre normal, v(&) une fonctw'n
de classe ' sur QnQ. Admettons: Hypothése:

: v(n)
(1) J latn+st)lsds <B  avec un p>0.
’ () o
Conclusion:
v A Vl(’l)‘
{ f .—'v(n+s}.‘ } B f P (n-+si)gradv(n -+ 84) -gradv(n +-sd)ds.
en #(n)

Démonstration. Soit n € § fixé; alors on a:

: w(n) :
2
() IIE v(n-f-sl)‘ds: f lgrad o(n +s2)- 2| ds
v(n) ()
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v(n)
= f Wp (n+ s2) grado(n+s3)-Vq(n+ s2) 4| ds
n
wv’(]ﬂ) '
< [ Woplntshgeadotn-+sh)|-|Valrtshias
?(n)
v(n) " »(7) 12
<{fl}/p(n-l—sl)grad'v(n—}—s}.)]zds} { f];/q(n+sz)z|’ds}
o(%) a(n}
w(n) ¥(n)
. 1/2 1/2
={ f q(n+sl)2~lds} { fp(n+sl)gradv(-q+si.)-gra,dv(n—l—sl)ds} ,

o(n) ' o(n)

d’ou P’assertion, va que |jg(&)]| <
(

P gtn-+ sty 2-ads <

#(n)

o lg(&)ls eb 14] =1, de sorte que lon a
pin,
(f la(n-+sd)luds < 8. m

2.2.2. LEMME. Soient @ = S8@vi un cylindre quelconque, 7P(&)
= [P E) i x=1,....m» £ €@, une fonction-matrice définie sur Q, continue et

symétrique sur 8, positive pour £ eint(Q). (Admettons que g(&) b [B(&HI
satisfait & Vhypothése:(1) [ lig(n+sd)lsds <B (n €8).)
. 1)

Conclusion: pour toute fonction v € C*(Q) ont lieu les inégalités suivanies =
@) [Io(&ras<2e [lo(n)irdn+278 [F(£)gradv(8) -grado(§)ds.
Q s Q .
@  [lomiray <2v [lo(&)rde+28 [ B(&grado(s)-grado(§)ds.
8 Q Q

Démonstration. Dans le lemme 2.2.1 remplacons 2, p(f) et g
respectivement par @, B(£) et B. Alors @ devient un cylindre normal par
rapport & lui-méme et le rlle des fonctioms: @(n) et y(n) est joué par
les constantes 0 et 7. Soit v € 0"(Q); en vertu de 2.2.1 on a

_” 17+sl)|ds} Bfg‘o(n+32)gradv(n+sl)-grad'v(n+s}.)ds..
0
Drautre part, un caleul élémentaire fournit:
(b) |v(n+tl

< (o (n)] + o (n+12) —o( n)l}’<{|v(n l+fi—'o(n+sﬂ. lds}

<2w(n)|é+z{fjgv(wsz)lds} :
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@’on I'on obtient, en vertu de (a):

() |+ 2|v(17)]2—|-2/§fﬁ(77 +sd)gradv(n - si) -gradw(y +sA)ds.
: L]

En intégrant les deux membres de (¢) sucecessivement par rapport i ¢
sur (0,1» et & 5 sur 8, on obtient (i). Pour établir (ii) remarquons que
Pon a évidemment: .

. -y , ‘
@ W< oI+ o412 ol < oln+2)+ [ | 2 otn-+-snfas,
: 0
d’ott T'on tire, en vertu de (d): v ‘
(&) lolmP<2io(y+4)2+28 [B(n+ sA)grado(n+sd)-gradv(n-+ s3)ds.
F .

En intégrant (e) par rapport & ¢ et % on obtient (ii). m .
Les inégalités (i) et (ii) du lemme 2.2.2 peuvent étre généralisées
enremplacant le cylindre @ par un ensemble Z qui est Vimage ¢'-ditféomorphe
de Q. )
Avant de formuler un lemme qui s’y rattache, faisons quelques re-
marques. Soient: @ un cylindre, Z un sous-ensemble de R™, f un (-Qifféo-

morphisme appliquant @ sw Z, ¢ & 71 Pour tout: £e@ (resp. ¢ eZ)
la dérivée f'(&) (resp. g’(f)) constitue alors une application linéaire de
R™ sur lui-méme, continue uniformément Par rapport a & (resp. {); & tout
point £eQ (resp. L €Z) on peut done faire correspondre les quantités:
Det[f' (8], Detfg’(2)], de méme gue les normes absolues: A (&)l ot
llg’ (CHlls. Soit T, 2 F(8); Délément superficiel dF, s’expriment par f(£)
et, réciproquement, dS par g(¢), les inégalités: 4l < p,d8, A8 < y,d0,
ont lieu avec certaines constantes y,, y;. Il en résulte le lemme évident:

2.2.3. LEvym. Pour toute fonction (&) (resp. u(L)) continue sur S
(resp. sur I'y) on a s

(i) Jw@rar, <y, f w(nray,
. To &
(i) Jlomiran <y, [ (o)par,.
s Iy

La démonstration est évidente. Noug établirong main’uen&ﬁt le

2.2.4. LEMMB. Soient: Q@ = 8 @vAun oylindre,  (£) = POk tom,.ms
£ €Q, une fonetion‘mairice continué swr int(Q), symétrique et positive sur
int(Q), et satisfaisant & Vinégalité

1) JWa+ehlds<f, on . §(&) = B8]
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Sotend, de‘v plus: Z = R™ et f €@ — Z un C'-difféomorphisme appliquant
R . at .
sur Z- et conservant DPorientation. Posons enfin @, = f(8).

Conclusion: IL existe des nombres positifs: uy, ceey gy tels que pour-
toute fonction u e O'(Z) on ait: S

@) [@PFa < [ w026+ [5(57(2)gradu()-gradu(Z)at,
z [N zZ B

(W) [ lu(Q)1Paly < py [ (@R +p, [5(77(8)gradu?) -gradu(l)dr.
Gy z Z

Démonstration. Attendu les remarques faites ci-dessus et vu
que f(£) conserve lorientation, il existe des mombres positifs 8y 6ay O

tels que I’on ait, en posant g iff‘lz

(a) @< by, -

(b) 0< Det[g"(D]I< o, (£€Q,ie2),
e) - 0< Det[f(£)]< 5.

Posons, pour £eQ ) .

(d) P& = Det [f ()1 Lf (HT '8 (&) {[F (HT}

La fonction-matrice 7 (&) ainsi définie satisfait & toutes les hypothéses du
lemme2.2.2. En effet, 7(&) est continue, symétrique et positive sur int(Q),
puisqu’il en est ainsi de $ (£). De plus, 'hypothése (1) du N°2.2.2 est satisfaite
avee f = 026,8, car ' : S

(e) g(é) = [B(HT = Det [g"(F(O)] - [F (OT-G(E)F (&) - (£ eint(Q)),

d’o1 I'on obtient, en tenant compte de (a) et (b): .

) 17(8)M < fzuzplDet[g'(C)]l'ilg)ilf'(f)lli-llé(f)ll* < 010,01 (&)l

et par conséquent
(8) J W (n+sh)luds < 838, [ 1§01+ shllds < 86,5 = 3.
0 0

Soit u € 0*(Z). En posant: v(£) iﬁu(f(&)) (€ Q) on a: ‘
() gradv(&) = [f' (&)1 -gradu(f(8) = [ (&)T -grade(0)/¢ = f(&),

comine on le calcule facilement suivant la régle de différentiation d*une
fonction composée. Rtablissons ensuite l'identité :

G) - [B{F(0)gradu(s) -gradu (@)t = [ B(§)grad(§)-grado(&)ds.
.z . <Q . : o
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Or, si dans le second membre de (j) on remplace H(Z) et gra-d‘u(E) par
leurs valeurs données par (d) et (h
évident, égal &

J ety @ns &) grad u(7(8))-grad £(8))dé,

d’ou I’on obtient le premier merﬁbre» de (j) en substituant la variable:
E=g(0) =f'({) et en tenant compte du fait que Det(D&/Di) =

Det[g'(0)] = {Det[f'(£)]}7. Or, le lemme 2.2.2 et los inégalités 2.2.3
donnent, pour % e (*(Z) et v(§) = u(f(&):

J lu(@)ac
z
i,f [u(f(&)-Det [ (&)1ae
< sup [Det [ (£)]}- fl'v(f)[zdf
£eQ S
< 8,{27 [ Wo(mitdn+2fr [ B(E)grado(&)-grado()as
s Q

<2t8 [|o(g(0)Fale+2837 [ 5 (F1(0))gradu () grad u(2)dz,
: Iy z

. . ar at "
ce qui prouve (i), avec uy = 2vdy,, p, = 2v6}6,8. Pour démontrer (ii)
faisons usage de 2.2.3 (i), 2.2.2 (ii) et (j); on obtient:

Pf W(@)PaL <y [ [u(f)2dn = [w(n)irdn
0 § 8
< yl{zr" f I(EPaE +25 [ P(8)gradu(é)-grado()ae]
2771y, f lu(f(&) I”d£+2ﬂy1 f P(F(0)gradu(s) -gradw(Z)df,

d’ou il vient (ii), avec les constantes:
tenant compte du fait que

Qf|u(f(5)) < [ ()2 Detlg’ (2)]dz
Zz

He = 277 'y185y p, = 2818,, en
pas

<sup[Detlg’ (D]1- [ u(e)*dz < & lu(z)as
e z
en vertu de (b). m
Montrons maintenant que sile cylindre @ est normal par rapport & 2,

le lemme 2.2.4 peut &tre appliqué 4 1’ensemble Z & 9nQ.

2.2.5. LEMME. Admetions que Uensemble Q et la fonction-matrice
P(L)(L € Q) vérifient toutes les hypothéses de la section 2.1. Soient: @

= 8 @A un cylindre normal par rapport &  (v. 2.1.6), I" < [n+e(n)A:

), celui-ci devient, en exécutant un caleul
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nel] (v. 2.1.7), q(§) =

w(n)

[ lgn+st)luds <

e(n) |

|:1!>(5)]'1 (Enfin admettons Z’hypotheso
(n €8) avec un f>0.)

. Conclusion: il existe quatre nombres positifs w,, ...
ait, pour toute fonction u e C*(Q):

, g tele que TUon

O [ w@ra<m [P +u [ pgndul) grdul)i,

QNna Qne

(i) f ()P < py [ lw(D)2AT" +py f p(0)gradu(l)-gradu(Z) L.

2na
Démonstration. Tout point & de @ est de la forme (v. 2.1.3)
(a) E=n+sl (ne8,8e0,7)).

Cette représentation est unique vu que 7-4 = 0 pour n € 8. Définissons
maintenant 1’application f en posant:

a .
(b) F(&) =Ff(n+82) = n+77 [sp(n) + (r —8) p(n)]4.
Or f applique @ sur @ 2 tout entier, d’une fagon biunivoque. En effet,

dat
la condition: & £ n+sie@ = S@vi (resp. { = 9+t eQn Q) équivaut,
d’aprés 2.1.3 (resp. 2.1.6) & la condition: s € {0, 7> (resp. te{p(n), ¥(1))-
D’autre part, Papplication:

(e) s>t = 2 [sp(n)+(r—8) 9 ()]

transforme Dintervalle <0,7) en DPintervalle {p(7n), v(n)) tout entier
d’une fagon biunivoque, ce qui prouve notre assertion. De plus, on a pour

nel: f(n) =f(n+0:1) = n+e(n)A, ce qui veut dire, en vertu de 2.1.7,
que .
(d) J(8) =

Calculons g = f‘1 1a formule (b) définissant f équivaut & (e):
(e) n+1d = f(n+8d) <t =7 [sp(n)+(z—8)e(n]

< s =z[t—pm] [y(n—eHI",
d’ot I'on obtient:
g0 =)

= n+t1) = n+rlt—en 1y —enI™

si C=n+tie@n.

Les formules (b) et (f) définissant f et f~' peuvent étre exprimées par les i
variables & ¢t seu]es, sans l'aide de 5 ou s. En effet, @ étant un cylindre, )

/
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on a #-A = 0 pour y € § (v..2.1.3), d’ott 'on tire, en tenant comptoe de (a):

(g) s=£&4, n=~E—8Ak=E—(&N)A.
11 suffit alors de remplacer dans (b) (resp. (f)) les quantités s et 5 par leurs
valeurs donées par (g). Les fonctions ¢ et p étant de classe O (v. 2.1.6),
il en est de méme des applications f et ', puisque y(n) —@(4) =9 >0
en vertu de 2.1.6 (ii).

Définigsons ‘maintenant une nouvelle fonction-matrice (&) snr @,
en posant )

PIAE),  @OZHET =q(f(8), (E<0).

P(£) est évidemment symétrique, posmve et continue sur mt(@), car
(&) Vest. De plus, en vertu de ’hypothése (1) on a

(h) G

) fuq +52)luds = fnq(f +sl “*ds- ‘

1 2ds

=‘f HQ(nJrT“I[Sw(n)+(14—8)¢(ﬂ)
w(n)

= [ lgn+l-rlp(n) —p(nIdt  pour pes.
() .

On déduit de (a)—(j) que toutes les hypothéses du lemme 2.2.4 resteront
satisfaites si ’on y remplace Z, §, G, respectivement par @ n 2, frd ! et I".
I existe alors, conformément & la conclusion du lemme 2.2.4, des nombres
M1y -y My tels ‘que pour toute fonection u eO‘(QnQ les inégalités sui-
vantes ont lieu: : :

& [l@Pa < [lu@ear+
e,

[27a¥e4

+u [ B(F(0)gradu(l) -gradu()dt,

QnR

) fu( PaL+

QN2

(1) f o (§) 241" <
+us [ B f“‘(L‘))grtLdu(C)-gra',du((:)dt.
Qr\ﬂ . R
Or, 1a conclusion de notre lemme équivaut éj (k) et (1), puisque

PO =p(fF7U0)) =2(0).
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Le lemme 2.2.5 peut 8tre généralisé en remplagant Pensemble Q@ Q2
par un ensemble Z, dlfféomorphe avec Qn.Q Plus exactement, on a le
lemme suivant:

2.2.6. LeMME. Maintenons en vigueur toutes les notations et les hypo-
théses du lemme 2.2.5 ¢t soit b un O™-difféomorphisme appliquant T ensemble
Q2 sur un ensemble Z = R™, dailleurs arbitraire: Z = (@ Q); soit
encore ¢ = h(I") < G = oz.

Conclusion: IT existe des nombres u,, ..
u € 0*(Z) les inbgalités suivanies ont View:

(i) f|u Par < ulflu 1‘=dG+mfp

-5 Wy tels que pour toute fonction

H(&))gradu(2) -gradu(t) de,

(i) [ 1026 <py [ 1w(Q)2Al+p, [ () gradu()-gradu(g)dg
[ Z z .
Démonstration. Nous nous en rapportercns & la démonstration
du lemme 2.2.5. Soit f ’application qui y est définie par la formule (b).
Or, les hypothéses du lemme 2.2.4 seront satisfaites si 'on y pose: § (&)

= P(f (&) pour £ €@ et si Pon y remplace f par f; Z hof. En etfet, ’hypo-
thése (1) du lemme 2.2.4 équivaut & (j) de la démonstration de 2.2.5 (en
vertu de (h)); de plus, f, est évidemment un ('-difféomorphisme de @
sur Z; enfin on a f,(8) = A(f(8)) = h(I") =6 en vertu de (d) du No 2.2.5
et de Ia définition de @'. La conclusion de notre lemme découle immédia-
tement de 2.2.4 (i), (i), va que 5{f7*(8)) = »(f(hof)H(8)) = p (A7 () =

Nous établirons maintenant un théoréme fondamental, qui nous
servira im la construction de certains espaces de fonctions.

2 2.7. TeROREME. Admettons que Densemble 2 et la fonction-matrice

defzme sur 2, satzsfom @ toutes les hypothéses du No 2.1, en particulier &
2 1 9 Sownt de plus: b le C*-difféomorphisme appliquant D sur Z, 0 = 07
et Gy = h,(]‘*) (v.2.1.10).

Conclusion: IT existe des nombres posmfs Hyy -
Sfonction u € C*(Z) on ait les indgalités suivamtes:

[ (@Pa < gy [ ()12AG+ g [ p (B
z G Z

Joy iy tels que pour louts

1(i‘))gritdu(é) ‘gradu (D),

(i) [ (012G < py [ (DI + s [ (W7 (D) gradu(z) -gradu (s
;o Ou z z .

Démonstration. Considérons Ia suite finie de cylindres @4, @, ...

.., @y figurant dans I’énoncé de Phypothése 2.1.9 et posons: Z; z h{(Q;

AQ),.,,. - Or, chacun des @; étant normal et Z; étant une image C'-
difféomorphe de @;n92, le lemme 2.2.6 reste vrai si 'on y remplace @,
I, 2,6 par Q;, T, Z;, G; Z h(I}) respectivement: (cf. 2.1.9). I vient
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done, pour toute fonction u e @ (Z):

@ [1@)Pa < py [ 1(0)PA6s+ pe [ (k@) gradu(?)-gradu()az,
Z; Gy 2z .

M) [P, < ps [ (@R +py [ () gradu(l)-gradu(Q)dt,

G Z; Zg :

avec certaines constamtes py,4 =1,..., N, j =1,...,4, indépendantes
N .

de . Or, comme Z = |J Z; (v. 2.1.9), on tire de (a):
1

@ J lu(C)I”dC<2 [ w(2)ae

=1 Zy

Eu.l j lu(0)12d6; + Zn,,. f p (W () gradw(?) -gradu(Z)ar

=1 el

<m f m(c |26+ f » h*l(r:)) gradu(f)-gradu()dl,

b ¥
aveo ,u,c 2 Mo b =1,..,4, vu que Gy= U G=1J WY
1 1

= h(U T) = h (). L'inégalité (i) est ainsi démontrée; la démonstra-
1
tion de (ii) est tout & fait pareille et s’appuie sur (b). m
11 est évident que dans 2.2.7 on peut remplacer Z et @, par 2 et I'y;
il suffit de poser h = identité, de sorte que ’on obtient:

2.2.8. TexorEME. 8¢ Q2 e p(&) (& € Q) satisfont aum hypothéses du
No 2.1, on a, pour ue(0*(RQ):

@) [r(@EaE< p [ W(OPaT+p [ p(Egradu(s) gradu(8)de,
2 I, Q

(i) [|u(@)Edly <p [lu(§)Paé+p, [p(&)gradu(t)-gradu(£)dE,
T, a Q

Ol gy ...y uy SONE indépendantes de u.

2.3. Certains espaces de fonctions. Soient, comme auparavant,
Q2 < B™ et I' = 0Q. Nous maintenons en vigueur toutes les notations
et les hypothéses du No 2.1; on peut donc admettre, d’aprés le théoréme
2.2.7, que les inégalités 2.0.7 ont lieu pour toute fonction w e O* (), les
nombres u; et le sous-ensemble I'y de 02 ne dépendant pas de . Pour
w, v €.%2%(2) posons, comme d’habitude:

2.3.1. DEFINITION. (u, ) fu(f £)dE, ull = (u, u)"*.

8P = (v1y -+, ¥,) est un gystéme de fonctions v;-€.#£*(Q), on éerit:
7 e (£2(2))™ et on pose:
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2.32. (u, )% Z(u‘,'v{)-—qui Yo (6)dE, Pl = (@, )"

2 1=l
Remarquons que toute fonction » e #%(Q2) admet toutes les dérivées

o

o , m au sens des distributions. En effet, pour
11

- toute fonction fondamentale ¢ € 0°(2) et tout sous-ensemble mesurable
Q' = 2 intégrale

6,
partielles: ——, % =1, ...

o
IEG 3(:) as

exigte et constitue une fonetionnelle linéaire el continue par rapport & ¢,
au geng de la convergence admise dans I'espace des fonetions fondamentales.

0

En général, la distribution —éi n’est plus une fonction. Cela posé,
7

définissons Vespace H, comme il suit:

2.3.3. DiFINITION. La fonction « appartient & H, si et seulement si

(i) weZH (D), (i) les dérivées jg
[ p(§)gradu(8) gradu(£)ag oxisto. '

2

sont mesurables, (iii) I'intégrale:

Les conditions (i), (i) et (iil) sont équivalentes &

(iv) Vp gradu e (£ (Q))".

Pour «, v € H, posons: )

2.3.4. DEFINTIION. (1) (4, v); = f p(§gradu () -gradv(£)d = (Vpu,

Vp v) au sens de lespace (£2(2))" (v. 2.3.2),
(3) Jull, = (u, w* = Vp ul, »
(i) (1, V) = (U, )+ (u, V), [l = (w, w)e = |l Il -
Nous allons montrer que Vespace H, avec la norme || fl« est complet;
la démonstration sera pxécédée d’'un lemme.

2.3.5. DEFINITION, £ [5 eQ: dist(é, N = e] (6> O)

N 2.3.6. Lovwme, Il emsto une fonotion réelle positive o(e) (s> 0) telle
que
" ™m
ZQU(’;‘)titj;; o(s) Zti pour  by..o,tn eR, e, 6>0.
deml Kwal)

Démonsgtration. Pour ¢ > 0 définissons un sous-ensemble Z, = 2 x
XR™ et unce fonction réelle F(&,1) sur Z,:
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o at LA .
@ L KEDeZ,wEeQ e i =D =1, Cos
g1
®) o RE S 2 Py (£t —p(f)zt
. . %,J=1

L’ensemblc Z, étant fermé et borné, done (,omp‘mt dans R™ xR”’ «11 la
fonetion continue F'y étant poumve, selon 2.1.1 (ii), il existe un n()mbm
g(e) tel que C h

(© Y py(8igy = F(E, = ole) pour fe@ e Y =1
£,f=1 =1 .

et .alors la conclusion (i) découle immédintement de: (c). m
2.3.7. TEBOREME. L'espace H, est complet aw sens de la normeé i ||y.

. . Démonstration. Définissons pour ¢ > 0 certaines seminormes. dans
les espaces £2(0) resp. (L))

(@ 2 f (et we?(Q),

b fZ oy (£)]2a¢ = va A

g 1=1

pour

Lpour v = (v, ..., 0,) € (LR
Les seminormes: (a) resp. (b) sont en méme temps normes dans les. espaces
22(R,) resp. (£2(Q,)J™. Remarquons aussi que I'application: . Hw/ﬁ
est un homéomorphisme de (.Q"“(.Q )) en lui-méme. En effet, pour ve
(.{f"‘ (2 ))"‘ on a, en vertu de 2.3.6 (en y remplacant 1, par v,):

I

© B fﬁ(ﬁ)ﬁd&s»— fp(f)%’(s)-«T(;-')ds

= L WpP I < (&)l [p(]” f gt rag,

d’ou (¢). Soit:
2:3.4.de || |}x. cela veut dire que
(@) (e — gl — 0

dans  £*(Q),

(e . VP gradu, — Vpgradu,| — 0 (, L—>oo)

La convergence (e) est entendue dans I’Lsp(me (22 (@)™ (v. 2 3.3 (iv)).
Les espaces £*(Q) et (£*(Q)" étant complets, il existe une fonction
w c—.Z’”(.Q) et une fonction-vecteur w = (wy, ..., w,) e (€L )"‘ telles

Uy, € Hy et oo, —wlle — 0 (0, & — o0). D’aprés la déhmtwn :
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que
® e —u, )l >0 dans Z*(Q),
(2) o —Vpgradu,) -0 dans (L))"

D’autre part, on tire de (e) et (¢) pour &> 0:

(eI - Wpgradu, —Vpgradu,|,

(h) ]lgradun—gmdukll,g [
C < [e(e)™ ™V pgradu, —Vpgradu,| — 0.

Llespace (.?2 ”‘ étant complet, 11 y ¢xiste une J"onctlon-vecteur v

telle que:
® I,

done, comme la convergence distributive est plus faible que celle suivant
la norme } f|,, aussi

—‘gra‘dun”s g 07

(k) gradw, —>%: . au sens distributif sur Q,.

Mais (f) entraine que gradw, —gradu au sens distributif sur 2 tout

enticr, en particulier sur £,; de la et de (k) on déduit que m, = gradu|2,
pour tout s > 0, done

) ‘ v, = gradu|f,
d’ou, en vertu de (j), il vient

(m) lgradu —gradu,l, ~0 dans (£*(Q)",
ce qui. entraine, avec (e),
(n) ”;/5 gradu—Vpgradu,[, ~0 (1 — oo).

D’autre part, (g) entraine que Il% V}Tgradunl), -0 (vu que lﬁu’]l,Q l]ﬁ]\).
On en tire, en tenant eompte de (n) et ‘de l'unicité de la limite dans
(e g
(0) ©(&) =Vp(E)

done aupsi pour tout ¢ e 0, puisque Q =

eradu(d) (& e Q)

= U £2,. Xl en découle que Vpgradu

>0 .
est un élément de (L2 (2 i w Vétant. Cela veut dire, d’aprés la définition

2.3.3 (iv), que u e Hy. Enfin, en vertu de (o) et (g) on o lll/pgradu——
——l/pgra.dun” -> 0 ou bien, en d’autres termes: [ —u,l, — 0 (cf. 2.3.4),
ce qui entraine, en vertu de 2.3.4 et (£): |u—uyllx —0. m
Définissons maintenant certains sous-ensembles linéaires:
ar ..
2.3.8. DEFINITION. % € M < u € 0*(2) eb.u(£) = 0 pour §e [x. "1

v
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De 2.2.8 (i) on tire
2.3.9. |l = Al pour w e M, avec 2 & ut.
2.3.10. Levme. Pour % € M les normes: |[ul[1 et |lul, sont équivalentes.

La démonstration découle immédiatement de la. défmltlon 2.3.4 (iii)
de |ull et de 2.3.9.
2.3.11. DEFINITION. H, =

M est la fermeture de M dans H, au
gens de la norme | . '

Pour « € H, définissons [u(; comme le prolongement continu de |juff;

sur M, ce qu’on note:

2.312. ful, £ lim|u,l, si u,e M (0 =1,2,...),
n

llw, —ulle =0 (n — c0).

Le lemme suivant est évident.

2.3.13. LEMME. Dans I’espace H, les normes: || || et || ll« sont équivalentes;
H, est un espace complet aw sens de la norme || |,.

2.3.14. LEMME. H,n C'(Q) = M.

Démonstration. On a d’abord: H,n (*(2) > M, puisque H, o M
et 0'(2) > M en vertu de la définition 2.3.8 de M et la définition 2.3.11
de H,. Nous allons montrer que H,NC*(2) ¢ M. La-fonctionelle qua-
dratique -
(a)

gw) £ [ |u(g)rar,

Ty
est bien. déterminée et positive sur H,NCY(2) et, de plus, elle satisfaib
& 1’inégalité

(b)

en vertu de 2.2.8 (ii) et 2.3.9. On en tire que g est continue sur H, n 0'(2).
Or, g étant identiquement nulle sur M, g s’annule aussi sur H,, vu que M
est dense dans H, au sens de la norme || [ (v.2.3.8, 2.3.11). Il vient done:
(&) =0 pour £l m

2.4. Equations faiblement elliptiques non linéaires. Soient f,(t, &)
=fillyy eers by &) (2 =1, 2 .., m) des fonctions de classe O par rapport
aux variables ¢ = (3, ..., 1, ) e R™, &e . Posons:

2.4.1. DEFINITIONS.

9(w) < (paprs+ pg)lllf  (w € 0*(Q))

o 0

(1) ao’k(tu"'7tmyf)g?fi(t1,“"tm: &),
%

(i) a(t, &) 2 [ag(ty Olimr,..ms
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(i) f(t, & = (fu(t, &), -y talt, &)
pour
Alors f(t, §) e R™ si te R™ ot £ Q.

2.4.2. HYPoruRSE. Il ewiste deun nombres positifs a, u tels que pour
{out systéme: 1,8, 7 € R™ et £ Q les inégalqltés susvanies ont liew:

() la(t, Es-ri* < ulp(§)s s1lp(&r 2],
{ii) o(t, £)s-8 2= up(E).s-s.

Définissons la fonctionnelle W(w, b): soit b e Z*(2) un &lément
arbitraire fixé. Posony:

2.4.3. DRFINITION.

W (u, by & f flevadu (), E)ag+ (b, )
n

- j.ﬁ-(gmdu(é

b= (fyy eeey by) eR™, £ .

——d5+ fb (&

Q d=l
2.4.4. Lmyvvm. Pour w, g, he M on a:
@ 1% (w, g, W) < wallglle Bl
(ii) Y (wy by h) = alhif.

Démonstration. Les fonctions wu,g, b appartenant & 0Y(Q), la
limite suivantoe cxisto . R

{a) ¥ (u,q, h) = hm 1
®

. 3
[1[/(“ Feg, ) —¥(u, )] < — 1P('N -84, h)’s%{)

&0
f ! Jilgradu (&) +egradg(£), &)- —j;df, ,
Lﬂl ’i 8=s
_ o o
, ‘J L;JI aik(glzbdu(f), £) e, —~a~£—’—-d£
j'a(gmm(f),g)gmdg(f)-gmah(s)dg (v. 2.4.1).
o

En Hulm‘bitum.w] dany 2.4.2 (1): gradu(§), gradg (&), grad (&) an liou de ¢,
8, 1 e8P, on obtiont, en tommt (-ompte de (a):

Eygrad h(E)|dE
< ﬂ{f_p )gradg (&) 'é,lrbdg(f)df}m X
2

P {fp(E)grindh(&.) -glw'lh(5)(15}}1/2
Q2

‘

== lglty - Blly -

5 — Studia Mathematica 711


GUEST


66 ) T. Lezanski
Tout pereillement, en remplacant dans 2.4.2 (ii) ¢ resp. s par gradu ()
resp. gradh(£), on obtient

Y (w, b, k) = fa(gradu(!f), g) grad (&) -gradh(£)d&

2

> [a-p(&)gradh(§)-gradh(£)dE = alplf. m
2

Au moyen d’une intégration évidente faite sur 2.4.4 (i) et (ii), on
obtient facilement
2.4.5. (1) [Pu+f, ) =¥, b)) < plfll 1B,
(i) ¥(u+h, b)—¥(u, h) > |l pour u,f,heM.
De plus, pour v = 0 la fonctionnelle ¥(0, k) est linéaire et bornéde
dans M par rapport & h,-ce qu’on note:
2.4.6. |[F(0,R)<

avec un ¢, indépendant de k. De 13 et de 2.4.5 on tire que ¥(u, k) remplit
la, condition de Lipschitz localement dans M x M par rapport au couple:
w, h. Par conséquent ¥(w, ) peut &tre étendue ,,par continuité” et d’une
fagon unique & tout ’espace H, x H,, de sorte que les inégalités 2.4.5
restent en vigneur. Cette fonctionnelle étendue sera désignée par le méme
signe W. En vertu de [1] (No 1.3, p. 157) il existe un seul élément v € H,
tel que:

24.7. ¥(u, h) =0 pour tout he M.

Nous allons montrer que cet élément w est une ‘solution généralisée de
Péquation 2.0.1; plus exactement, nous établirons le - o

2.4.8. THHEOREME. St la fonction u,e H, satisfait & 2.4.7 et si, de
plus, u e C*(Q), on a:

¢o|k|ly pour ke M,

(1) - —divf{gradu,(£), £)+b(8) =0 (e ),
(ii) w(§) =0 (§ely), ‘
(iid) fleraday(8), &) v(&) =0 (EeDNT%)

ot v (&) désigne le vecteur normal & I' aw point & e I
Démonstration. Posons, pour abréger:

(a) v (&) = flgradu(d), &),
ol

ou bien v (&) = (vy(£), ..., v, (8),
£) = fi(gradu(), &) (6 =1,...,m).
Or, léquation 2.4.7 peut étre écrite:

(b) 0 = W(uo, h) = [0(8)-gradh(§)dé+ [b(&)h(E)dE
2 a2

= [[—dive (§)+b(&)Ih(E)AE+ [(0(&)»(&)h(&ar
Q2 I
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pour tout ke M. Posons, pour &> 0:

(e) wel, <uecl(Q) ¢t u(&) =0 pour £¢02, (v.2.3.5).

On a évidemment: M, c M et (&) =0 si heM, ¢t £el. Alors (b)
entraine, pour h e M,:

() J[—aivo &)+

g,

b(EIR(EAE =0  (heM,).

On tire de 1: —divo (& E)+b(§) =0 pour £eM,, vua que M, est dente
dans #*(2,). Par conséquent
(¢) —dive (£)+b(E) =0

pour &€,

car 2 = | Q,. Ainsi (i) est démontré; (ii) découle de 2.3.14. Pour établir

>0

(iii) posons 1"0 I\ Ty; on tire de (b) et de (e):

® f [0 (£)-»(E)IR(E)AT =0  (pour h e M),

Qo en tenant compte du fait que h(£) = O pour ke M et &e Ly (v.2.3.8)

(©) [B @ @M@, =0 (e ).
To

D’autre part, toute fonction définie et continue sur I' et s’annulant sur Iy
peut étre étendue & une fonection k(&) de classe O'(Q); cette fonction
appartient donc & M (v. 2.3.8), de sorte que (g) entraine:

(h) [

Ty

2(€)]g(Hlal = 0

pour toute fonctmn ¢ continue sur T d’ol 'on tlrc v( £)-
fely =DI\I"

2.4.9. Remarque. Le théoréme 2.4.8 reste vrai si l'on ajoute au
premier membre de ’équation 2.4.8 (i) le terme (Bu)(&), ot B désigne
une opération linéaire bornée et non négative dang H = £*(2), ce qu’on
note:

¥(&) = 0 pour

IR T g, ey

1Bull < ﬂl]ul], (Bu,u)=0 (u eH)

Banﬂ ce but il suffit de définir une nouvelle fonctionnelle: llfl(u hy
= Y(u, h)+(Bu, k) et de procéder ensuite en suivant lordre Qidées.
adopté dans la démonstration du théoréme 2.4.8 (cf. aussi 1.4).
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A generalization of the Shimogaki theorem
by
LECH MALIGRANDA (Poznad)
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Abstract. There ave given a necessary condition and a sufficient condition for

a rearrangement invaviant space on (0,1), 0 <7< oo to have an interpolation prop-

erty for the class of Lipschitz operators which are of weak type (X, X) and type

(L™, L) where X is any fixed rearrangement invariant space on (0, ) from the clags % .

§ 1. Introduction. An operator T that maps a quagi-Banach space X

to a quagi-Banach space Y is called a Lipschite operator it T0 = 0 and

it |Tf—Tyly <Elf—9glx,f, 95X for some K > 0. The smallest K in

this inequality is called the bound of T'. By Lip(X, ¥; K) we denote the

- clags of all Lipschitz operators 7 from X to Y with the bound not ex-

! ceeding K. If X == ¥, we write briefly Lip(X; K)

Now, let X be a rearrangement invariant space, 4(X) and M*(X)
rearrangement invariant Lorentz spaces (see §2), and let o-Lip (X; Ky)
= Lip (A(X), M*(X); Kx) be a class of Lipsehitz operators of weak type
(X, X) with bound not cxeceeding Ky. We say that a Banach space Y
such that ¥ < A(X)+ L™ has the dnterpolation property for the class
o-Lip(X; Kx) nLip(L*; K) if, for each T' € o-Lip (X ; Kx)nLip (L*; K),
T can be considered as a Lipschitz operator from Y into itself.

W. Orlicz [18] has proved that any Orliez space L on (0, 1) has the
interpolation property for the class Lip(L'; K;) n Lip(L™; K,,) in the
case when I<C co.

G. G. Lorentz and T. Shimogaki [8] have generalized this theorem
to the case of any rearrangement invariant space on (0,7). They have
also obtained this theorem in the case when I = oo, under an additional
assumption of continuity of the norm. In [10] an analogous theorem was
obtained for the elass Lip (I'; Ky)nLip(ey; K,) and for rearrangement
invarjant sequence spaces. Next, o sufficient condition was given in [11]
for a Banach function space ¥ on (0, 1) to have the interpolation property
for the elass Lip(L?; K,) nLip(L%; K,) and similarly for a Banach
sequence space and for the class Lip(1®; K,)nLip(c; K,). All theorems
mentioned above deal with Lipschitz operators of strong type. Interp-
olation of Lipschitz operators of weak type hag been congidered by T. Shimo-
gaki [156] who has given the following
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