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Ein Senderfall der diophantischen Gleichung fi;:‘;——w:?")m ="

von
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Bei seinen Untersuchungen mehrfach vollkommener Zahlen benttigh
Steuerwald [6] den Satz:

" Das Paar diophantischer G‘Ia-iahungén

361 = p°2°,
20 —1 =p3%

P 2,3 Primeahl, , b, 0, v, x € N, § € Ny, bestlet nur die Lisung
31 =524
$H—1 =53,

Im. selben Zusaromenhang habe iech in meiner Dissertation [4] den
folgenden Satz bewiesen: '

Das Paar diophantischer Glewhungm
pi+1 = p7ps,
P2+l = ppi,

2,04 (8 =1,2) paarweise verschiodene Primzaklen, a, b, o, 7, a, f € N,
besitet nur die Ldsungen

3341 == 205, I14+L =3-2% Bl =13-2,
Bopl =23, 2541 =3-11, 2°41 =13-5.
Bin wichtiges Hiltgmittel dabel war der Batz:

as (Uniter-) System
pi+1 = 2°p;,

ph+1 = 27pf

it mil ungemda'n o und b unlisbar.
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Dieses Frgebnis habe ich nun wie folgt verallgemeinert, und hoffe,
in Zulmnft davon Anwendungen geben zu konnen:
Savz. Die diophantische GHeichung
ﬂ'?“— ya

(*) ==

z—y

besitet unier den Nebenbedingungen
w—y = opty Ay = pred

mit @,¢,0, 7,6 0, n2cN, 3,y €Z, |y = |y] =1 und p Primzakl mit
{¢,p) =1 sowis '

8p -1, p,a ungerade,
ey p+1, p ungerade, a gerades,
1, p =2,
nur die Lisungen
P (=1 =21 241 =311, 2*~1 =235,
& ungorade 141 = 3-2% B4-1 =3-2,
341 =287, 3—1=2-18, 3 —1=2:11% 71 ==6-209
T—1 =23, 13—1=23, 1141 =223, 2041 =3-7.

" Wie Steuerwald bravnchen wir zum Beweis im wesentlichen nur
das clementare Ergebniz von Zsigmondy [7] (vgl. [3] und [4]):

(Z)  Sind @,y € ZN{0} teilerfremd und |wy| % 1, a e NN\{1}, g0 gibt es
fuir jeden Teiler d> 1" won a einen ungeraden Primfakior q wvon
ez, y, 0) mit d = dy(w,y). Die eincigen Ausnghmen sind d = y
falle ;m—i—yl =2 veNy d =3, falls oy = —2 und d =6 falls
ay = 2.

Hierbei ist

G @
ey AU ~1 — Ll
Q(m, 4, a) = = = @by Lyt

und d,(»,y) die Ordoung von @ nnd y bzgl. g, d.l.
dy(0, y) = min{n e N'| 4* = y* (mod ¢)}

(fiir beliebige PZ (Primzahl) ¢ gilt d,1g~—1).
Sind w, v € Z, so definieren wir noch

%< v: «Vq PZ: glu > q|v.
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Dann ergeben gich aus (Z) fast nnmittelbar die folgenden Sitze (vgl. [3]
und [4]):

(P [Xst Q(m,e,_m) = < &—y, so is

a==l =3, oY= —2
oder

a =2, |vt+yl =u =2 veN,
oder

@ = = 1.

Py Ist Q#,y,a) = up® mit wcz~y, p PZ, pta—yundist nicht
3la, ay = —2 oder 2|e, lo+y| =2", velN,, so ist & PZ

p =1 {mod a).
(P Ist @o,y,a) = uplipy mit uc x—y, p; pacrweise verschiedens
Primzahlen, p, ¥ x—y (4 =1,2), und ist nicht 6|a, vy =2 oder
3la, ay = —2 oder 2la, lw+y| =2 velN,, so gibi es eine PZ
g mit @ =g oder g% p; =1 (mod g) (¢ =1, 2).
Uber die Primfaktorzerlegung von @(w, ¥, ¢) wissen wir Bescheid:
() Ist » =y (mod p), o ist "

Py (@) falls p ungerade,
v, (@) = { vp (& + ) v, (a) —1 falls p = 2, a gerade,
0 falls p = 2, o ungerade.

(vel. Inkeri [1] sowie [3] und [4]).
Zum Beweis dey Satzes betrachte ich allgemein die diophantische
Gleichung .
Qiz,y,a) =2
unter den Nebenbedingungen

() sy =ptef, @y (modp), @ FY;

d.h. ich lagse dio Beschrinkungen des ¢ durch p weg.
Br ergibt sich dunn durch die Ketibe der folgenden Temmata.

Bomerkung 1. Wir kinuten die Bewelsfithrong  (unwesentlich)
kiirzen, wenn wir dag Ergebuis von Ljunggren [2]:

Die diophantische Gleichung @ (@, 1, a} = 2 besitet fir a > 2 und 0 > 1
nur die Lésungen © =3, a =5, ¢ =11 und 2 =T, & =4, 2 =20

beniitzten, Dag wirde allerdings der Arbeit den. elementaren Charakter
nehmen. :
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In diesem Zusammenhang ist die Arbeit von Bhorey und Tijdeman [5]
interessant, die w.a. besagt, daB (x) filr gerades a und ¥ =1 nur endlich
viele Liosungen besitat. :

Bemerkung 2. Frweitern wir den Definitionsbereich auf »,2¢ Z,
g0 erhdlt man keine wesentlich anderen Lésungen:

Da p> 2, sind @, 2 # 0. Angenommen 2 < 0. Dann ist 2° << 0, also
< 0, g ungerade,

a gerade, dann (#—y < 0) 2%<C 0, also & ungerade, und —eo
ist Libsung.

a ungerade, dann (¥
ist Lisung.

Mithin o.B.d.A. 2 > 0. Angenommen ¢ << 0. Dann ist ,8 gorado und
(#—y << 0) a*< 0. Algo o ungerado, und -, —¥, # It Lidsung.

Wir setzen deshalb weiterhin o, 2 € N voraus.

Wegen 2 x2-+le—y > 2z ist 2> 2 aubor fir o =2 = 1. Ist

=1, dann ist ¥ = —1, p =2, ¢ ungerade, z =1, ¥ = —1, Dog ish

die triviale Lisung von (x).

y —Yy %

—y << 0) 2% > 0, also a4 gorade, und —a, —y, —2

Sei #2>2. Dann ist 223, a=2. Aus 2 =¥ (mod o} folgt
y“" = 2% =y (mod o).
Lemuma 1. Bs galte y*~' = —y'®. Dis einaige nichitriviale Losung von

(*) mit (N) st _
92841 =311, Il-k1 = 3-2%

’ Beweis. Bs ist # =2, y = —1, p = 3. Ausg 2°—(—1)* = 32" folgt

wegen (p, 2) =1, dad
. a,2z4, 382" = —(—1)"(mod 8).

Dann ist a ungerade, sonst
2" = 1 (mod 8) =3 =

Pir g3 folgs 2 = y" (mod 8),

-1 (mod 8)=W! (Widerspruch.)

algo ebonfalls

Algo {8t = 1,2

Aug f =1 folgb # = —y (mod4)=
=47 = (1) (mod 4) > W!'

Algo ist 8 =2, ¢ = (—=1L)*

Wir wenden jetzt ‘die Methode an, die auch nachher zmum Irfolg
fihren wird.

E5 it

L2t =2,

(1) 4" s (my)* e

1, a) —-(-ml ‘H+2Q(2, —1, a-—-l)
s (=10 L2 1Y 12Q(2, —1 a@— 2)]
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_ Algo

4-@(2, —~1,a—2) =& —(—-1)7* ="~y =4-3"0(2, %', o),
Q2, —1,a—2) =3-Q(z, ¥, a).
Da 2 = —1{moed 3), z =¥’ (mod 3), folgt aus (I, dal
vy{a—2) = v+ w(a).

Naoh (Z) gibt oy cinen ungeraden Primfaktor ¢ vonzmit d,(2,-1) = a,
a|q 1. Wir gsotzen g¢—1 = pla, 2 = rq mit

2, & ungerade,

AreN wd y=

1, a gerade.
Dann ist
wrd{e—2) = yrda —2yrd = r(g—1) —2yrl
=g —r(l+2p1) =43 —[r(1+294) —5'].

Aus rla—2) =7 folgt »y[r(1+294) —y']1 > 7, also mit gewissen ¢, ge N
2 =13, r(1+2p4)—y =2¢'3", da r ungerade. |
Da, : '
(4 —20)3" == pri(e—2)>0, it p=1.
Damit ish )

2 = yrit.
g ungerade = py =2=r=~1=10=1,
l+4—y =28 =y =1, v =1 ¢ =0,
9541 = §-11, 11+1. = 4-3 ist Losung.
ey =1, 1 =2r=4=1,
12—y = 23" = W1
In Zukunft sei also g%~! = ¢’ Wir nchmen diese Bedingung zu (N)

hinzu.
s ist joltut

a gerade

2" = Q(x,v,a) =y +o@w,y, a—1).

Damit isb

. 2Q(@, 4y a—1) = 2" —y"* = p"a" @z, ¥, @)
Da o1 Qa, y, «—1) folgt f =1 und
(%) Qz, 4y, 0—L) = p'Q(#, ¥', a}.

Lomma 2. el a == 1. Die einzigon mcmmmale% Lisungen wvon (%)

_ m@t (N} sind

w=2y=—1,a=4 und w+y=2,a=35.

4 — Acta Arlthmetlca XI1.3
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Beweis. Da & ==y (mod p) gibt ¢s nach (I7) mux die Ldsungen
=2,y = -1, a;l = §'=p° (dann ist y’ = —1, 2 = B)
und ‘

gty =27, a—L == 2 (donn ist y =1).

LEMMA 3. Fir eine nichitriviale Lisung von (#) m@'t (N) 8t o< a,
ap® = yy' (mod w). Gilt a>1, so st
—yy'] = @ [L--yy'p"] (mod %) (*)

Jeg® == a® folgh a < . Da

1 quj'a—ln — 21 (2( ) 1r 1 'Ic— ) ,y-'av-ln-la

Jewad ‘lwml)

2 ra_i_zz(h) “j(m)(p o)yt

lu=0 Te=l

2y’ [op’
Beweis. Aus a® << & < (@ —y)2"

Qz, ¥, a) =

a-1

(;1'gibt sich aus (#+), duf
e LI A R [ay'““l~l~ (‘;‘) pray e -}] .
Also
% Yy ap®—yy'] = ay [l —p" ( )] (mod a%),
d.h.

ap® = gy’ (mod o).
Dann ist aber

21)21 (g) = (ap™)? _(apr)pt = 1 —yy' p*(mod ).

Lovwma 4. Filr eine nichibriviale Ldsung won (%) mit (N) 48t

w== g p 9, (@) fir p>2,
2 T vp(a) fir  p =2,n(e—y)>1
vy(a@—1) oder w—y = 2, v =1, a gerads,
g Lopyg{a) flr P =2 0y s 2, o ungerade
oder v>> 1, o gorade.
. Beweis. Da @ =y (mod p) und # =y’ (mod p) folgt aus (wx) mit
(F), daB

va(@—1) = t4v,(e) fir p ungerade

- {1) Bine der Beweisideen ist, a durch o und #y(z—y) durch v abzuschitzen,

so daB die Kongruenz eine Gleichheit wird.

icm

EBin Sonderfoll der diophantizelen Gleichung 279
vla—)+apaty) = | (O FEFY), e gerade,
T+, a ungerade.

Fir vy(w—y) > 1 ist vylat+y) = 1< n,(2+9).
Fir v, (¢ —y) == L kénnen wir im Fall # —y = 2 sagen, dafl 2+ y = 4,
algo wy(@-+y) =2 < w,(s9") fiir v =1
Lovma 5. Piir eine nichtiviviale Losung von (%) mit (N) dst
z—2
3(w—1)
& —1 s 2(w—1)

Sfalls p > 2, & ungerade,

falls » > 2, a gerade, ¥' = —1,
falls p > 2, a gerade, y' =1
oder p = 2, y(a—1)=7-1.

Beweis. Wie im Beweig von Lemma 1 gibt es nach (Z) einen un-
geraden Primfaktor g von z mit d (@, y) = a|¢—1. Wir setzen wieder
q—1 —yza, 2 = rq mit A, 'reNund

2,
v= 1, & gerade.

a ungerade,

Dann st _
yria—1) = "o —[r(L+y3) —y'].
Aus :
ungerade
pyla—1) > B TngoTaee,
t—1, p gerade
folgt
wlria—1)1=7, alo »Ltpd)—y]l>7
Wir sebzen
P(L+pA} —y" = 7" ep’
mit -
2 a ungerade
peN wnd y’=l B g ’
1, sonst.
Jotzt int '
PL+pA) —y' < y''rA
mitb
o y+2, A=1y =—1,
4 p+1, sonst.

Nun ist

(o—7y"g}p" = yri(a ~—1)>y 910( 1),
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also ’
y(@—y") 2 py' (@=L}
Daraus ergibt sich die Behauptung. '

Aug Lemma b werden wir spiter in Lemma 9 schlieBen, unter ge-
wissen, Voraussetzungen an p muf gelten »,(a—1)< vp{2—y). Nach
Temma 4 wisgen wir, wann »,(@—1) > v+4-n,(«) isb.

LA 6. Die einzigen nichitrivialen Logsungen von (x) mit (N) wnd
v —y) = 7 sind

91 =36, Bl =32,
341 =287, Tl =23,
Tl o= 6-20% 2041 = 3-7.

Beweis. Wir setzen #—y = ¢p° mit ¢, v = N und (p, ¢) = 1. Nach
Lermma 3 ist ep”—wyy’' = x¢ mit » e N,

ap® —y (% +y') = x(@—y).

Nach Vorgussotzong ist »,(s--y’) =1 8 2 7. Wir defzen x4y’ = wp
mit w, § e Ny wnd (p,w) = 1.
Nach Lemms 3 ist fiir a> 1:

2w == Oy’ (iop® —y') =1 4y’ p” (mod w).

&

Ty folgh
Pt (Qwp® T —y) = 3y’ (mod &),
Qwp’™* —y = —3oyy p”* (mod ).

Es ist _ .

m(’wpd"’ _H;) Sl e 33_!;_< afl<a.

P P
Algo
fiir o' = —1 ish owp®™ "L a1,

fiir ¥ =1 ist @(wp® T -1) < a—L.

Mit Lemma b schlieBen wir jetzt fiir

P> 2, aungerade: Aug ¢—1 = -2 folghw = 0 odox y' w1, w0 =1,

= 7,

p > 2,0 gorade, ¥’ == —1: Aus a—1< 8(z~1) folgt wp®™* <3, also -
w =0 oder § =1, w =1,2.

P> 2, a garade, ¥’ == 1: Aus o —1 < 2(x—1) folgh wp®~T —1 < 2, also
ebenfally w4 == 0 ofer 0§ =7, w =1, 2. -

p = 2: Nach Lemma 4 ist »(a—1)2 7. Aus a-L<2(w—1) folgh
wp?T < 2 fir ¢ = —1 und wp"T~L< 2 fiir ¥’ =1, also w -+ 0 oder
§=1, w=1odery =1, w=1 § =17+ '
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Der Fall w = 0 erschlieBt sich uns aus Lemma 7 und gibt die Lijsung
a=19=1qa=4
Es gel jetzt w > 0.
I, 6 =
Tis ist
—2wyy" = Bep”™" —y' (mod x}.
Nunistez2w(w =1:Kar;w =2, 2 =3 2 p =2 =>w = 1=>W!) auller
fiir @ =2, w = 2. Dann ish ¢ =1, p° =3, ¥ = —L
Wir unterguchen, wann die Ungleichung Sep® " —¥' < o gilt. Das ist
genan dann der Fall, wenn
- W) < ¥ty
P =2 ‘
Dann ist w =1 und 2(2 —y) = 8y’ (meod 2).
® =¢:2°4y und 4 = 2y--3y' (mod ) fithrt auf .
gy =1, «y'mll, 4 =8(mode) =>a=1=>WI!,
Yy =1, 4= —1lmoda)=>a=05,¢=2 ¢=1,

y=—L ¥y =1 4+4=I(mods) =az=28 0c=2 06=1,

¥y o= —1, 4= -b(moda)>2=3 c=2,0=1
oder 2 =9, e =1, ¢ =35.
Jetzt ist :
. . 9 _
g =2aty = ; PZ — Potenz, a ungerade.
17 ’

Aus (P,) folgt a PZ, z =1 (mod a), ' _

Algo 2 =7, & = 3. 3%+1 = 4-7 ist Lisung (aber a =1).

P =3, y = -1

Dann ist & = —1 (mod 8), 2w+1 =y’ (mod @). Aus w =1, 2 folgt
# = 2, Nach Lemms B ist & gerade, a—1<3, dh. ¥ = —1, a =4,
241 = §-5 ipt Liésung (aber a = 1).

Ang Lemma 2 folgt sofort, daB dies die beiden einzigen Losungen
mit « = 1 gind. ‘ ' '

Fmdy =g = ~1, =1, 0 =7

Jetzt igt @ = 3, # == 11 PZ, Mit (P,) folgt a PZ, 2 =1 (mod &), d.h.
a =B, 841 =461, 61 #11° =W!

In allen andorem BTdllen izt demnach

0< 2w, 3ep” " —y < @
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Hs ist also entweder

yy' =1, o-—2w= Sep°~*—y' oder gy = —1, 2w == Bop™t —y'.
yy' = 1.
Ws igb @ = ep’+y, also

op™ " (p* —8) = 2(w—Yy).

Wy =0 >w =y =1, p' = 3. Diesen Spezia;lfall bohandeln wir in
Lemma 8, :
w—y =1 =w =2 y =1 Dann ist p ungerade, & gerade. Algo
6=1, 0 =7 p*=Db
Aus @ = 6, 2 = 31 PZ folgh mit (P,), daB ¢ PZ, z = 1 (mod a). Also
a = 2. Aber a =1 (mod p) = W! °

w—y =2 = w =1y = ~L Dann ist
p”m,‘} =1, _p' =4, ¢ =1, pa—v == 4,
2 b 2 o =7
4 T 1 o =T

algo

@ =16, ¢ =09

9 44

6 41,

z =6, 15. Mit (P,) folgt & PZ, ¢ =1 (mod a). Da & = 1 (mod 2),
ist © =15, o =29 ungerade = o gerade. Andererseits ist 4o—L = bu
=175 = a =19 = W!

» =9, Aus Q(9, —1,a) = Q(9, —1,2)Q(9% 1, a2) folgt

‘ Q9% 1, af2) = 223117,
Dann ist /2 gerade und nach (P,) PZ, dh. ¢ =4.
9% — 1 = 10-656 3% 0 (mod 11) > W!

w—y =3 =w=2,¥% = —1. Dann ist p ungerade, @ gerado. Also

pr~-3 =12, _p’m5_,am3,amt,
6 9 1
daher . : .
w14, 2 =060 =323
8 L
Da 14 = -1 {mod 3) folgt mit (]?1), daBl « PZ, alﬂo a = 2, Dann ist aber

a sél(modp) = W!

5
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¥y’ = —1
Tst
y=1, 80 w=2c¢=1, ¢ =r7.
= —1 s
It w == 2, 80 p ungerade, ¢ gerade. Auy ¥y =1, ¥’ = —1 folgt a

gerade. Andererseits ist o = p" 4y, gerade, ap®
ungerade = W!

Algo w = 1. Dann igt %' =1, daher o lmgemde Nach Annahme
i aptAL o= (pF— L = (p*— :L)2 = 29"+ 1 > a =p*— 2. Fiir p
w2 2 i8t ¢ == 7> 1. Aus Lemma 4 ergibt gich

= gy’ (mod o), also a

>3,
-[—1 p =2
Ang GrofBengrinden folgt mit Lemma 5 ein Widerspruch.
II. § = v+41. '
Doann ist p =2, " =1, w = 1. Wir haben
—4y ==3¢p” 7" —1 (mod z),
—3y = 30p” " — L+vy (mod x).
Da @ 3, nntersuchen wir, wann die Ungleichmig

Bep” T —1ltyKw =ep’t+y
gilt. Dag ist genan dann der Fall, wenn

apﬂ""!(3 _PT
ist. Diege Bedingung ist smheﬂwh erfullt, wenn p° = 4 ist.
pF == D
Aus 2(4—v) = 3 (mod x) folgt:
tir y =1, daB & = 3, & = 7. Aus (P,) ergibt sich o PZ, z =1 {(mod. a)
>qe=3, 3 -1 =218 £ 0(mod 7) = W!
fiir y = —1, dal @ =17, # =15 = 3-5. Aus (P;) ergibt sich ¢ =8
oder s s PZ, 3,8 == 1 (mods) =5 =2 = W!
In «allen enderen Fdllen folgh: _
fir y = —1, daB 3 =30p°"—2 =» W!
fir y =1, daBl @ — 3 = 30p™", ep” T(p*— B) = 2.
Algo p° =4, 6 =1, ¢ =7--L
Dann st # = 9, & = 37. Nach (P,) ist a PZ, :
=1(moda) =a =3, 9¥—1 =891 $0(m0d37) = W!
Tmwvva. 7. Die einzige nichitriviale Losung von () mit (N) und ap® —
—yy' ==, o> 1 48l '

vpla—1) 27 4+ ryla) =
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Beweis. Nach Lemma 3 ist 1+yy'p" = 2y’ (mod &) = p* =y(2-y)
(mod z). Bs ist also
P —y(@—y) = pw = plap"— yy’) it

p<< 0.Damnist 2 < p* < y(2—¥') <3 s folgl p* = 2, y(2 —y") =3,
pe = —1 = W!
> 1 Dann st y{(e-+1l)y —2) = p*(ua—1) > 0.

ucZ.

y’ = ] o= r:l, H—l z"f:pr(‘lll,&—“l)>2ﬂ’—1 =WI
§ o= =1 =y o= L, g3 =0 (pa—1) > 2@2p—1) = 3p < B >
= "_L = 1, 4_ e ?T(O‘.-—-l)-

Also
PP =2, a=38,8=>05¢=9,agoerade,
4 2 7 27 ungerade,
p*—1 = 6-9° 6-9°-1 = ~2841 == 0 (mod 7)
aber
7641 = 8978 8272 —1 =8-7*—1 =8:(—2)—1 = 0 (mod 17) -'—vW!

g = 0. Dann ist p* = y(2—y").
@ == 3o+, 2 == 3z—1.

Beh.: a =2{=a =T, # =20, 7*—1 =0(-20% = a = 4).

Bewies: siche Lemma 8.

KoroLLAR. Das Paar diophantischer Gleichungen

Hs folgt p° =38,y =1, ¥ = -1,

Py = 2%y,

:pg_y’b = 271’?: :
a, by oa, B, oy T €N, {y, ¥} = {1, =1}, D1, o Primeaklen, bositet mur die
Lasungen

1’1"'—‘"’3: .
@=3 y=-1 Py=T, Y =1, =1,2,
: y‘"’”:""""ly b‘-—f—"z,
¥y =1, Py = 13, y'wl, b =1,
o =4, Y ==, ~1y _’paﬁ5, :.'j' =1, bwf&,
. ’l]': —-'1, .*':.:.".1,2’
a=58 y=1 Py =11, ¢ = ~1, b=1

Bewein Wir zerlegen

‘pl—'y'mZ"’pg', o >0, QPnY,a) ”21'%'_19;—“!7
Pa—Yy =2pf, T>0, Q®.,%,0b) = 2" pf ",
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und betrachten drei Fille:
A a'>0, f'>0: Bs ist
P11 =P~y = 2Py,
P12 p—y = 204,

und es gibt keine Lidsungen.

B.d =0, #>0: Wir zerlegen ferner
=2 mit (2, 4) =1,

A A [ 2 4 A r &
7~ =2°p7%, Qo , 9", a") = py,
und betrachten -
B,. & = 0: Nach (P,) und (P,) gibt es die Lisungen

@ =1,p, =8,i=2,p=5,9 =-1,b=1,2

- B, &> 0: Nach (Py) folgt & = a. Aus dem Satz ergeben gich die
Losungen

Pp=8, A=0y=—1,6 =3, 5, =T, ¥ =1, b=12
y=1 @ =3, p= 13, ¥y =1, =1,
ye=1, & =358 p, =11 9 = ~1, b =1

C. ¢ =90, § = 0: Wir unterscheiden
0,. a gerade, b gerade: Aus (P,) folgt

b=2,p, =38, a=4, py=D0, y =1

C,. @ ungerade, & gerade: Dann ist nach (P,) b =2, und aus dem
Satz ergibt sich die einzige Losung :

231“*""33’yﬂ’—‘l,a’=3,\pa=7,y’mm1-
0,. a ungerads, b ungerado: Nach (P,) sind a, b Primzahlen,
p; =1 (mod b}, P, =1(moda).

Aug
2‘0(21.' "f‘@]’)u e (2a+y)a__ya
erhalten wir

Aut demsclben Wegoe
Igt &< x, 80O

@ == -1 (mod 2=nlem),
b = 1 (mod gmin{#my,

]

P—1220>04+122°2 p—1,

ein Widorspruch,
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Dasselbe fiir 7 6.
Das verallgemeinerte Problem vom Steacrwald
PY—y® e 25
2P =y’ == pTpf
kann ich nichi vollgtindig losen.

LEMMA 8. Bs gibl keine nichitrivialen Lisungon von (x) mit (W) fir
a3 und p° =38, ¥y =1, w0 = Ja—y, 4 == (~1) % =1, 2.
Bewois. Aus @, y, a—1) == pQ(e, v, a) folgt fix az3

Lot =3 [ay’ + (;) 31 (‘;) (3w)2y'] (mod &%)

= 3oy’ +3[(80)? — 3 (Ba)]w -1 [(0) —9 (3a)* —18 (3a) |ty
also
6(L-to-a?) =6{xay + 1)+ 3 Ruay’ - 1 — 3oz ~ 3y ) -}
+ (1L — 9% - 18)2? (mod o°),
3 —06xy 4 9y = w13 - Gay’ — 9% —9y’) (mod x¥).

#o= L,y = 1 = 0 == Ty (nod #?) = @ ex T o= Sa--l o=
' =g o= 2oz W
Levaa 9. Fir eine wichiriviale Liosung von (%) mit (N) wnd & —y
=¢p° ¢,0eN, (¢,p) =1 gilt
v{a—1) < o,
Jalls
2p—1, p,a ungerade,
cLip+1, p ungerade, & gerade,
1, P =2
und nicht p = 2, @~y =2, a =5 ish
Beweis. Apgenommen a—1 = tp**,4e N, Ausg dem Bewels von
- Lemma B erbalten wiy ‘

»etp < yo.
7, 6 ungoerade.
pip oK 2p—1 = ot == 1 » W!
¢ ungerade, ¢ gerade.

Jetzt ist ¥ > 1 (sonst folgh wit (Py), dab o =2 = WI). AnBer fiix
A=l g s 1 sk

(¢ ist gerado).

op <2< 2(ptl) > gt < 2.

0 = t- = 1. Wegen (p,r) =1 folgt v =1 (mod#). Sei d>1 cin
echter Teiler von a. Auller fir d = 2, 24y = 2" gibt e8 nach (%) einen

icm
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ungeraden Primfaktor ¢ von 2z mit dy(»,y) =d. Dann ¢'|r >
=1{modg) >y = —1, d=2 By ist also immer d =2, dh.
6= 4 > W!

g =2, t=1. Dann ist ¢ = p+1L gerade, # ungerade, z gerade, ¥
gerade. Aus @ = 2 (mod r) folgt ein Widerspruch. Sei nun 4 =1, ¥’ = -1.
Aus ' ‘

rip™ s r(g—1) = (@—0)p" = (ep”+y — Q)P < op™*”
folpt
')“#\<~ cpr—l'_
It op™* > 1, 80

T 1 20 1, LK P (20 —ep).
op

Dann gp < 20K 2(p+1) = o< 2 => W! (wie oben).
Tst op"~t =r,50t =1 =17 =0y =¢ = ¢ =1 = W!(wie oben).
p =2 Aus 20p <Ly <t folgbo =t=1, Il=1 y' = —1. Aus
4(2°+y —1) =227t folgt ¥y =1. Dann izt r =1, v =2. Da a>1, ist

do+1 = ux, 2% =3 (modx),
wp = e+l <8+l =T (B—n)o == T.
k=1 =2 = 3 (mod @) = W!
®o=0 =>m =752 41
# =T =g =11 3£ 27 -}-1

!

Algo x =8 =2 =3 = a =2, a =5.
Unser Satz ist mit dem folgenden Lemma vollstindig bewiesen.
Loimga 10. Die einzigen niohtirivialen Losungen von (%) mit (N) wnd
#—y =2 = p, o ungerade oder T>1, gerade sind @ =~ 3 und a = 3,5.
Beweis. Bs ist # = 3, y = 1. Nach Lemama 4 ist vp{a—1) = v—L+
+v,(a) = v —1. Wach Lemma 5 ist a—1 < 4.
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On the class numbers of QY 22p) modulo 16,
for p=1(mod 8} a prime

by

Proner KAPLAN (Nancy, France) and KeNyegra 5. Wrrams* (Oftawa,
Canada)

1. Yniroduction. This paper is a sequel to the paper [4] of the second
author and should be read in conjunction with it. For the prime p = 8111,

we consider the ifdeal clags number R(—2p) of Q(]/:—B"g?) and the ideal
clags number A(2p) in the narrow sense of Q(]/E]B) It is well known that
h(—2p) = h(2p) = 0 (mod 4). Let my, = R+8V/2p >1 be the funda-
mental unit of norm -1 of the real quadratic field Q(I/L_?E), 80 that

(1.1) R2—2p8% =1.
Clearly B is odd and § is even. Our aim is to prove the following theorem.
THEOREM.
8
(1.2) W —2p)+ 5 -h(2p)+p—1 = 0 (mod 16).

This theorem establishes a conjecture of the first author given in [3],
p. 28b. '

Tt is known (see for example [1], p. 600) that ezactly ome of the
three equations z? —2py?* = —1, -2, +2 is golvable in integers & and. y.
Wo sot B, == —1, —2, +2 accordingly, so that

V:—2pW* = I
hag rational integral solutions ¥, W. The following congruences involving
h(2p), h(~2p) snd b(—p) modulo & are known (see for example [1]):
(1.3) h( —2p) = h{—p)- 41 (mod 8),

(L.4) h{2p) == 0 (mod 8) « h(—p) =0 (mod 8) and p =1 (mod 16),

* Temoarch supported by grant no. A~7233 of the Natural Sciences and En-
gincering Research Council Canada.



