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Remark. I}([0, 1]) does not have an unconditional basis, so, even
though it is of cotype 2 ([10], Lemma 1.1), we cannot deduce Theorem
6 from this proposition. We doubt that the proposition remains true
without the hypothesis that B has an unconditional basis, but we do not
have a counter-example.

10. Concluding remarks. We should like to thank the referce for
several suggestions concerning the proofs in this paper. L. Dor and H.P. Ro-
senthal have given a sharper version of Proposition 5 with a different proof
based on martingale inequalities.
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Inégalités & poids pour le projecteur de Bergman dans Ia boule unité de C*

par
DAVID BEKOLLE (Orléans)

Resumé. Dang la boule unité do € munie de la mesure dug(l) = (L— |¢ Pe-idu (),
oit « > 0 et poest la mesure de Lebesgue, nous cavactérisons les mesures boréliennes
positives £ pour lesquelles le projecteur do Bergman

1° wétend en un opérateur continu de LP(dQ2) dans lui-mbme, si 1 < p < oo;

2¢ g’étend en un opérateur faiblement continu sur L1 (42).

§ 1. Dntroduction. D = {z e C": |z| <1} est la boule unité de C;
dpg(8) = (L—[ZF)* 1 du(S), ot @ >0 eb x est la mesure de Lebesgue sur
" = R*™. Nous désignons par L?(du,) les espaces do Lebesgue relatifs
A phyy 15 Pl ool }

Liv projection de Bergman 7', f d'une fonetion f e I (du,) sur le sous-
espace de LP(dp,) formé par les fonctions holomorphes est donnée, & une
constante ne dépendant que de a et # Prés par

Tof(e) = f “—5;,;:,; du (L),

n

oz § = 2k oo 2y by, quand 2 = {2y, 25, ..., 2,} €6 § = ({yy ..., &)

II est bien connu que Popérateur T', s’étend en un opérateur continu
de L”(dp,) dans lui-méme si 1 < p < co, ¢t est faiblement continu sur
L (dw,) (B.M. Stein [13], ¥, Forelli ¢t ' W. Rudin [8]). Ceci se démontre
de la figon suivante. Selon la théorie des intégrales singulitres sur les
ospaces homogénes développée par R.R. Coifman et G. Weisy [B], si
D est munie d'une psewdo-distance d pour lequelle le triplet (D, d, u,)
congtitie un espace howmogdne ot qu’on note I, (2, 8) = L/(L—=z, E)*H®
le noyau du projecteur T, il suffit de démontrer que K, vévifie

N1: il exigte trois constantes 8, €'y, €, telles que

Kol O) — Koo, 0 < CIAE, (P [[d(=, )],
quels que soieut 2, £, £°, véritiant d(z, £0) > C,d (&, C°).
C’est le cay quand sur D on prend la pseudo-distance d définic par

a2, &) = |ll —1¢l| +|L —= Elle} 1 ]

?


GUEST


306 D. Békollé

pseudo-distance qui au bord de D devient la distance de Koranyi (voir
R.R. Coifman et G. Weiss [6]). On dit alors que 7', est une intégrale singu-
tiere sur ’espace homogéne (X, d, p,).

Pour cette pseudo-distance d, K, vérifie également

82: il existe une constante C; telle que quels que soient 2, { duns D,

K ale, 0) < Oy 1/d(s

7L -+ @

Le but de cet article est de caractériser:

1o pour chaque p fixé, 1 < p < co, fioutes les mesures borélicnnes
positives sur D pour lesquelles 7', envoie contintiment LP7(d) dans
Tui-méme;

20 toutes les mesurves boréliennes positives pownr lesquelles 7', est
faiblement continu sur L'(40).

On connait déja nne classe de mesures absolument continues wdu,
pour lesquelles intégrale singuliére T, envoie contintiment L?(wdu,)
dans lui-méme, 1 < p < co: c'est la classe (4,) de Muckenhoupt ([11]
et [10]) définie de la maniére suivante:

DEFINITION 1. Une mesure odyu, est dans la classe (4,) ¢il existe
une constante C,(w) telle que quelle que soit la pseudo-boule B(Z, R)
= {zeD: d(z,{) < R}, on a:

[ o) Gmie

BERy

1 (o=l "
~1/(p—1) -
1a(B(E, R)) J @ )(M“) <Gl
@ B@GR)

De méme, on connait une classe de mesures absolument continues
odu, pour lesquelles T, est faiblement continu sur I'(wdp,). Pour Vintro-
duire, nous wutilisons la définition suivante:

DiErFiNITION 2. Soit sur D une fonction f localement sommable par
rapport & p,. La fonction maximale de Hardy —Littlewood de f rolative
4 la pseudo-distance d et & g, que Pon note M, f est définie par:

1
M =
Wofe) = sup——r { F@)1du(0)

olt le sup porte sur toutes les pseudo-boules B contenant 2.

Lav classe annoncée est la classe (4,) de Muckenhoupt définic comme
suit:

Diprnirion 3. Une mesure odu, ost dans (4,) s'il existe une coustante
(1 {w) telle que quel que soit 2 € D, on a:

M,o(2) < (o) o(z),

ol M, désigne Ia fonction maximale de Hardy—Littlewood de o relative
& la pseudo-distance d et & la mesure y,.
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La démonstration des résultats analogues pour la transformation
de Hilbert sur Pespace homogéne (R, o, dz) ot ¢ est 1a distance cuclidicnne,
telle qu’elle a éié faite par R.R. Coifman et C. Fefferman [4], s’étend sur
les espaces homogénes aux intégrales singuliéres qui vérifient la condition
S2. Cette généralisation s’obtient en utilisant les inégalités & poids pour la
fonction maximale de Hardy-Littlewood démontrées dans B par B. Mu-
ckenhoupt [11] et 6tendues & tout espace homogéne par A.P. Calderdn [3].

Mais Pappartenance de £ & (4,) est une condition suffisante qui est
loin d’&tre nécegsaire dang le cag de Z',: ¢’est le but de cet article de donner
des conditions nécessaires et suffisantes sur 2.

En vue d’énoncer nos résultats, nous introduisons les définitions sui-
vantes:

DyirrNrrzoN 1. Nous désignerons par m, f la fonction maximale de
a fonction f donnée par

1
mf@) = mp  ——o [ (fldu.
Dt pal B, R
tefs];{ﬁ?:m'ﬁ'm #a(B(Z, B)) BER)

De méme, si Q est une mesure borélienne positive,

1
m, 2(2) = sup e f an.
teD,R>1~ it B(Z, B)
tois o ey Ha(B(C, B)) BER)
DEFINITION 2. Soit £ une mesure borélienne positive sur D; on désigne

par o sa dérivée de Radon-Nikodym par rapport & u,. Nous disons que
Q appartient & la classe (B,), 1 < p < oo, #il existe une constante 0,(L2)
telle que quelle que soit la pseudo-boule B de D qui touche le bord de
D, on a:

Ya(B)

1a(B)

Nous disons que £ appartient d la classe (B,) s'il existe une constante
C(9) telle que quel gque soit 2 € D, on a:

Q(B) ( 1

M, R(2) = Co(2).

Nos deux résultats sont les suivants:

Triorive 1. Soit £ une mesure bovélienne positive sur D. I opérateur
T, Sbtend en uwn opératour continu de TP (dQ), 1 < p < oo, dans lui-méme
si el seulement si Q est dans (B,,).

TuBoREME 2. Soit Q une mesure bordlienne positive sur D : T, 8'étend
en wn opérateur faiblement continu sur L'd€2) si el seulement si (2 est dans
la classe (By).
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L’examen de 1’énoncé de ces résultats suscite deux remarques:

1° La classe (B,) est beaucoup plus grande que (4,), 1 P < oot
contrairement aux conditions d’appartenance anx classes (4,) de Mu-
ckenhoupt, les conditions d'appartenance & (B,),1<p < oo; ne gont
presque que des conditions & la frontiére de D. D’autre part, Muckenhoupt
[11} démontve que si w e (4,), il existe > 0 tel que » e(4,,_,). Ainsi,
en vue de démontrer que si o € (4,), a fonction maximale M, de Iardy-
Littlewood est bornée sur L (wdu,), il suffit, ot cela ost facile, de démontrer
qu’elle est bornée sur L% (wdy,) quel gque soit ¢ > p. Lei, par contre, Pappar-
tenance de 2 & (B,) n’entraine pas lappartenance & ( B,_.) quel que soit
&> 0, en raigson-deé la possibilité d*un mauvais comportement de la dérivée
de Radon-Nikodym de 2 loin du bord de D. L’m‘gumen‘n de Muckenhoupt
n’est . donc pas transposable ici. ‘ .

20 Pour que T, envoie contintiment L"(d@) danslui-méme, 1 < p < oo
ou pour que T, soit faiblement continu sur I (dQ), il n’est pas nécessaire
que 2 soit absolument continu par rapport & la mesure de. Liebesgue sur
D, contrairement an cas classique de la transformée de Hilbert.

Esquissons la démonstration des théorémes 1 et 2. Il suffit a peu
de choses prés de ne considérer que des mesures Q2 absoluiment continues.
La nécessité de 'appartenance de wdu, & (B,), 1< p < oo, g6 démontre
comme ont fait Coifman et Fefferman [4] pour le résultat analogue
pour la transformée de Hilbert. Pour la réciproque, comme ces auteurs,
nous introduisons un opérateur maximal T% par .

, ' 9]
T* () = f If P
af(z) o ll _z.lzl'n'(-u H
que nous comparons & m,f. Nous montrons que, si wdy, & (
que soit f e L? (wdy,):

1o |75 lLP(ony < € limaf| ”Lﬂ(wduaﬁ

20 |lme fllLowany < CIf ”Ll’(wduu)

Pour démontrer la deuxiéme inégalité, nous régulavisons les fonetions
et le poids de maniére 4 nous ramener 3 un probléme i poids sur la fonetion
maximale de Hardy-Littlewood M, qui majore m,.

Pour démontrer la premidre inégalité, il saffit & la manidre de R. Coif-
man et C. Fefferman dans leur méme article [4] de démontrer une inéga-~
lité de distributions entre T f et m, f Mais B. Coifman nous & fait remarquor

a(£)

B,) , quel

quesif = ({1,...,0,), " =(1,0,...,0) et 2° = (0, 0520, 0), 0 <7 L,
on a:
" 1
T < O e PO )+
( o a0, <21 —rg)
P @)
F a(zo, c)'lH-a A (D))

Q0,4 >2(1~rg)
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ot le premier terme du second membre est < €, ,m,f(2%) et le second terme
ost

“Ona T, oy Wa(D) < Oumf (@)
A8y 11y ’

my désignant Dadjoint de m,. L’inégalité ||T*j llzm

découle immédiatement de cette 1m'nuy1'quv

Pour démontrer le théortme 2, nous montrons d’abord en utilisant
un Jemme de typo Vitali, que si wdp, e (By), slors m, est faiblement eontinu
sur L' (odu,). Ensuite nous concluons de la méme maniére que pour le
théoréme 1 en démontrant uné inégalité entre Thf et m.f: pour cela,
nous faisons un découpage de type Calderdn-Zygmund de f € I' en bonne
et en mauvaige fonetion.

Une partie des présents résultats o fait objet de [1]. Tl est possible
de les dtendre aux domaines strictement pseudo-convexes puisque sur
de tels domaines, le noyau de Bergman est connu (C. Fefferman [7], Phong
et I, Stein [127).

I’auteur tient 4 remercier Aline Bonami qui hu a proposé ce sujet
et avee qui il a eu des conversations trés utiles pour réaliser cet article.

Dans la suite, nons utiliserons les inégalités suivantes, de démonstra-
tion immédiato:

Lummi L. Quels que soient 2 dans D ot 7y, 0 < 1y <
20 == (ry, 0, ..., 0), nous avons:

1 [L—eyrg| = Fd(, 2°);

a(z, 2);

3° Sk 2 |t < 2d (2, 2);

(wdpg = < Climef ”[,2’(,.,,1,10)

1, 8t nous notons

2° Izz — 1| <

T <2 (L—ri 1 [o)2 - d(s, 27).

Da,.nb la suite, &i a et b sont deux quantités réelles positives, nous

berirons quo ac= b #’il existe deux congtantes positives €, et €, telles que
Ciagb<0,a

Lomvs 2. Quels que soient ¢ dams D, 0 < |{] = v

tha (B(L, B)) 2 R*M {max (R, L—7r)}*"".

<le 0<R<2:

De ce fait, le triplet (D, d, p,) est un espace homogéne.

§ 2. Le projectcur de Bergman est ume intégrale singulidére. Nous
allong méme démontrer que si ’on définit Popérateur maximal T, par

Tofte) = [ L=z EIHF(0) dpo ()
alors:
ProrosizioN 1. Il ewiste des comstamtes €, pour 1< p < co, telles
que, quelle que soit la fonction f intégrable sur D:
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108 p>1,
[ UL ) P dpa (=
20 quel que soit 4 >0,

)< O, [ 1f 1Pz

w2 > ) <2 [ 17l da.

Démonstration. La premidre partic de 1o proposition est démontrée
dans [8]. Pour démontrer la deuxitme partic, nous allons montrer que
T est un. opérateur singulier sur Pespace homogéne I, muni de la pseudo-
distance d et de la mesure u,, ou encore suivant Coifinan et Weiss [5],
qu’il existe deux constantes ¢, et €, (€, > 1) telles que

1 _ 1
(]_ ——Z'Z)m’" (1——2‘2")""'“

dp, < C,y.

d(z,£0)>C4d(5,L0)
En fait, en vertu du lemme 2, il suffit de montrer que
LovMe 3. Il ewiste deux constantes €y, O, (04 > 0) telles que quels que
soient 2, £, L° dans D vérifiant |L—z-F° > C,d(L, (°):

1 1 [z, 971"
(I—z-F)vte  (L—g-poynte S popehatiE

<0,

Tl—z

Démonstration du lemme 3. Il suffit de le démontrer pour
{0 = (79, 0, ..., 0), 7y > 0. Gréce au lemme 1, on $ait que

o (=291 < 0L, O)+Va(z, ©)d(, 0)]
si (, est choisi suffisamment grand.
On conclut en wutilisant le théoréme des accroissements finis el en
remarquant que, quels que soient 0 < 6 <l efn = 0-(°+ (L—0)Z,

=2 0)—(A—2P<iL—eT

§ 3. Inéga]ités I? apoids, 1 < p < - oo, pour le projecteur de Bergman.
Cas des mesures absolument contimues par rapport i u,. Nous allons
d’abord caractériser les mesures absolument continucs par rapport ¥ g,
pour lesquelles le projecteur T', se prolonge en un opérateur continu do
I7? dans lui-méne, quand 1 < p << oo.

Soit done d2 = wdu, une mesure absolument continue par rapport
3 p,: w est une fonetion localement intégrable, ¢est-d-dirve intégrable sur
tout compact de D. Nous voulons détinir T',f pour tout f dans L? (cdu,);
pour cela, nous devons avoir:

<iL-sp7,

LuMME 4. Soit o une fonction positive localement intégrable. Pour que la
projection de Bergmam T.f soit bien définie powr tout f e IP (wdu,), it faut
que V"N soit intégrable.
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Démonsgtration. T, f(z) est bien détini si

fl 1)

g ) = TUE) < oo

I faut done que pour tout f e L (wdu,), [ |fldp, < - co. Maiy si o@D
n

n'était pas intégrable sur M, il existernit une fonetion positive g dans LP (du,)
telle que [go™ W du, = |-oor ainsi f = go~ V" serait dans LP(wdu,) sans
dire dans L (dp,). TLest done néeossaive que ™YY goit intégrable.

Remarquons qu’slors T, f est une fonetion holomorphe dans D.

PROPOSILION 2. Soit o une fonetion positive localement intégrable sur D.
Le projectewr de Bevgman est bien défini sur LY (wdu,) et est un opérateur
continu dans L' (wdp,) si el serlement si wdyu, est dans (B,).

Démonstration. Montrons d’abord que la condition wdu, € (B,)
est nécessaive. Nous avons déjh vu quil était nécessaire que o~®~1
soit intégrable. §i nous montrons aussi que o est intégrable, il nous suffira,
pour démontrer que wdy, est dans (B),), de ne considérer que des pseudo-
boules de rayon inférienr & une petite (onsmn‘ue ¢ <1,

Montrons done que o ost dang L‘(d/,b,‘). Si

Fe) = (1o

Loy (®)y  Taf(®) = Opu>0

en vertu du théoréme de la moyenne appliqué & la fonction harmonique:
Cmm(L—z &) Comme T, est continu dans L? (wdp,), on a o(D) <
o(B(0, R)) < oo

Le fait que wdp, € (B,) se déduit du lemme suivant en utilisant le
méme argument que R.R. Coifman et C. Fefferman dans [4]:

Livw 5. Soit B, une pseudo-boule de rayon R assez petit et touchant le
bord de D. Il ewiste une pseudo-boule B, de méme rayon, touvehant le bord
de D, assez loignée de By, mais lelle que 4(By, By) =~ R, pour laquelle quels
que soient la fonction 3 0 & support dans B, et 2 e By, 4 #34, i,§ =1, 2:

+ ff Aoy

B

R,a,p

[T f (@) 2 o Lpa (BT
U, ne dépond ni de By, 0t do By, wi de f.
Démongtration du lemme 5. On appelle ¢ le centre de B. Si
R est petit, B est choisie de telle sorte que quels que soient ¢ e B’ ob
e B, Pon ait Uy d(E, &) << d(z, &), olt Oy désigne la constante désignée
de Iy méme fagon dans lemme 3. En vertu de ce lemune, si Von éerit:

Lfle) = s f Fipa+ f [ — e [f oo



GUEST


312 D. Békollé

la deuxitme intégrale est majorée par 277 [L—g- po|~ @t ffdu, et aingi:
n
I Tof(e) 2 270 [L—2- P70 [ fap,.
i

Mais [1—2- [ < Od{z, (%) < U'R, en vertu du lemme 1: le lemme 5§ ogh
démontré, ainsi que la nécessité de la condition wdu, e (By).

Nous allons maintenant montrer que si wdu, est dans (B,), Popératienr
maximal Ty est continu dans L? (wdy,). Nous allons en fait montrer que
sl m, est la fonction maximale définie dans la détinition 1, on o leg deux
agsertions suivantes:

(1) mof est dans LP (odpu,) si f est dans L7 (o du,); .

(i) Taf est dang L?(wdp,) si eb seulement si . f ost dang LP(wdu,).

Dans (i), Tune des implications est immédiate, car Tuf 2= Om,f:
alors si Thf e L”(wdy,), on a aussi m.f € IP (wdy,). Avant de démontrer
Pimplication réciproque dans (ii), nous allons d’abord montrer (i):

ProrositIoN 3. Soit wdu, dans (By). Il ewiste une constawte €, telle
que quelle que soit la fonction f dans L? (o du,):

[ o fPodn, <0, [ (fPods,.
n D

Démonstration. Quel que soit & e 10, 1[, nouns définissons un opéra-
teur régulavisateur noté Ry par

1

Bif(e) = PR

J Sy,

Byfe)
ot B.(z) ={{eD: d(z,{) < k(1l—|2))}.

Nous utiliserons les lemmes suivants, dont le premier est de démon-
stration immédiate:

Levwve 6. Soit ke 10, 3[. Si 2’ est dans By(2), alors # est doms By(2'),
ol k' = kji(1—Fk).

Levme 7. Quel que soit ke 10, 1[, 41 eviste une constante Oy telle que
quelle que soit la fonction localement intégrable 5 fz0,0m a:

" )'af < OI.: m-(sz ) .

Démonstration du lemme 7. Nous devons montrer que quol
que soit 2 et quelle que soit la psendo-boule B contenant z of touchant
le bord de D, il existe une pseudo-boule B’ contenant 2 ot touchunt le
bord de D pour lagquelle

1 1 1
e | flpe < O [ | —
#a(B) Bf Tt < G #a(B') Bf [ pcu(Bk(z))BMfz ) f ‘Wa] g (2).
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Mais en vertn du lemme 6, A (8) 2 Appoay (2);, o1 K’ = E)(k+1) et
aingi
L O \ 7 ~. i :]. £ - ‘

| Eif(e)dp,(2) 3 A Ky () g (2)) F(C) dpa ().

i F Y /‘cx(' /.:(’“)) i

(> >
En dilatant beaucoup B, on trouve une pseudo-boule que nous prendrons
pour B’ telle que quel que soit £ e B, By (£) est contenu dans B’. Comme en
plus, sy (B () o o (Br(2)), quand 2 € By (), on a:

[ Bitip, =0, [ fap,
Vg £
et 'on conclut du fait que u, est homogeéne en vertu du lemme 2.
Levme 8. Quel que soit T e 10, 3[, 4l existe deuw constantes € et k' < 1

ne dependant que de k, o et n telles que quels que soient f ot g dams L' (du,),
f=0e g=0:

[ FiBLg1ap. < O [ (B flgau,.
D
Ce lemme est une congéquence immédiate du fait qu’en vertu du lemme 6,
il existe deux constantes ¢ et & tolles que
1 0

T <

” ) XBy) (%) \;m XB e (2)-

Lomvmz 9. Soit k € 10, 1[. Il existe-deuw constantes A et B ne dépendant
que de a, n et k telles que quelle que soit la fonction localement intégrable g:

Moy < ARG (Mag) < B mag.

Il suffit de remarquer que, sur B, (z), m,g est & peu prés constant.
En vue de la démonstration de la proposition 3, nous avons, en vertu
successivement des lemmes 7 et 9, de P'inégalité de Holder et du lemme 8:

J tma 1 wdp, < 47 [ [Rim, (BEf)P odu, < A2 [ (R (BE))?} 0 dpue
LA [ IR P B wdp,,

sachant quo RBie = R o. §i nous montrons maintenant que le nouvean
poids B w est dans la classe (4,) de Muckenhoupt, alors:

[ I Bif) P 0dpp, < Oy [ [RE(IFDIP By o dps,e
Il nous restera » démontrer que
) JIBE(FNP Ry wdp, < O, [ 1fP 0du,.

Démontrons d’abord que
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LevMme 10. Soit k€10, §[. 8@ o est dans (By), le poids Riw cst dans
la classe (A,,) de Muckenhoupt.

Démonstration. En vertu du lemma 6 et de la démonstration du
lemme 7, la condition Riowe(4,) sur les pseundo-boules qui touchent
le bord se raméne & wdpy, € (B,). Pour les petites pseudo-boules éloignées
du bord, on conclut en remarquant que Efom y est & peu prés constant.

Il reste & démontrer (1). I’inégalité de ILolder donme:

[RE(SDI < CREF 1 o) LR (0™ 17 1)30

Ainsi le premier membre de (1) est inférieur i:
[ IR (1FP )1 [RE (0 27 Ry w g,
D

Mais comme odu, est dans (B,), il existe une constante ¢ telle que
pour tout ¢ € D:

[Bf o (2)][Ri (0™ 0) ()71 5 0,

car les pseudo-boules B,(z) touchent presque ¢ et les mesures odu,
et w PV gy, sont homogenes. On aboutit ainsi & (1). La proposition 8 est
démontrée.

En vue de démontrer I'équivalence (ii) annoneée avant ’énoneé de la
proposition 3 et qui compléte la démongtration de lo proposition 2, nous
allons démontrer que

ProposrrionN 4. Soit 40 = wdu, dans (B,). 11 existe deuax consianles
IC et & telles que quels que soient y et 1 et quelle que soit la fonetion positive
S el (du,):

Q{zeD: T5f(2) > 21 et mf(2) < vA}) <KV QpeD: Tif() > 1}).
Démounstration. Bn fait, il suffit de montrer que
Q{{ze 0: Thf(z) > 21 eb m,f(e) < <A} < Ky Q(0),

quel que soit Pouvert ¢ comtenant {T%f> 1}, ou encore commeo dans
R. Ooifman et C. Fefferman [4], utilisant une déeomposition. de Wlulamy
de 0, de montrer que, quelle que soit la psendo-houle B == B (s, p) telle
que B = B(e”, ko) contienne un point &0 pour lequel 17 f(2?) << A, on a:

@) Qe B: Tif(s) > 22 et m,f(e) < pA}) <K'y Q(B).

Nous supposons qu'il existe {° dang B tel que m,f(¢% < pA, sinon il n'y
a rien & montrer. Nous pouvons aussi prendre y < y, 0t y, ost une constanto
assez petite, sinon le résultat est trivial. Nous appelons B une boule do
centre z,, touchant le bord de D et de rayon égal & max(L— [29], (p),
€ étant une constante supérieure & % que uous préciserons ultéricurement.
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Posons [ = fy-1-fo, oW fy == fyj b f, = fx,,\g Noug montrons d’abord
qu’il existe une constunte A4 telle que quels ¢ue soient y, 4 et 2:

(2) flhl(/.u . A |'A71ﬂ.

do sorte (ue sl nous prenony p asses p(»tit, il nous sutfira de démontrer que
3) Q({z e B: Tofu(z) = bA ot m,f(e s yAY) < K9 Q(B),

olt b == 2 (11 Ay) = 0. Montrons done (2):

(1) Pofa(z) f . w‘{e“(‘%)f]'“” e, (5) -+

DN

i 1 1
’ ’ J(8) l (L-2 T e gy dpa(8).

53 )L | ll =
DN C) & )

Le premicr terme du deuxidme membre est inférieur & 1, car Thf(e%) < 1
D autre part, prenong lo congtante € et par suite le rayon. de B suffisam-
ment grands pour qu’en vertu du lemme 3:

1 1 O'd(z, ~°) A
(] z ,“Z.)u pa (1 ___z()‘é. n (,,0 C)”

Ainsi le deuxiéme terme du deuxiéme membre de (4) est inférienr i:

(’11(71!2 @1/2 " f(&‘) [d(z(,, C)]-—(n "url‘lm)dﬂu(ﬁ:)-
(e, 8y O mdi (1-- [20],C)
On aboutit & (2) en utilisant le fait que
Levme 11, Il exisie une constante € telle que quels gue soient § > 0,
et Lo fonction positive f:
5) - )
g [_ r‘,go Z"):]” Taid
[IEIRIPS ?
quel gue soit 2 dans 13 (29, R).
Démonstration du lemme L1, Lo premier membre de (5) ost égal &

() < Om,f(2),

1 ' J(8) p, (£)
D) e, e

Iy 0 {pubakeo aled, o oukt iy

Sarey
T o i @) o= (-t a
< > o ktAba) (-t a) f(z/l,u_

j At gy ek IR
En vertu du lemme 2, ceei est infériewr & Om, f(2), pour tout z e B(z°, R),

o
avee O = ¢ Y 275 @0l le lemme 11.
A
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Revenons i la démonstration de la proposition 4 et démontrons (3).
1l faut distinguer deux cas, selon que Op < 1—12°] ou non. 8i o < 1—
— 29|, alors pour tous ze B et £ € B:
L—zF>1—l|2| > O (L— ).
Done:

T3f (2) O"'maf(00) < U ya;

Sapg <
Ma(m f

dans ce cas, (3) est vérifié dds que y est pris assez petit. Si maintenant

Og > 1~ |27, alors en vertu de la proposition 1, il existe une constanto €,

telle que

(6)  pa({Tify > bINB) < O [ flpua < 0137 py (BYymof(20) < Oy poB).
B

En fait, nous voulons montrer que

(7) QU{Tafi > bINB) < I y* Q(B).

Remarquons d’abord si nous notons

E = {Tif, > bi}nEB,
il existe une constante ¢ ne dépendant que de b’ telle que
(8) Ec R ={zeB: 1—|g| < Oy,
g étant le rayon de B. En effet, quel que soit 2 & B, on a:

b'z<1’:f1<z)=_ff( YL =2 E " Vi, (£) < (L—J2]) ‘”‘"’ff ) dpal

< (L= 1a) D g (Bymg f (£

En vertu du lemme 2, on en déduis (8).

Pour démontrer (7), nous allons introduire une mesure Q' de lo forme
Ry 0 8p,, comme dans la démonstration de la proposition 3. Tei nous prenons
42" = o'dy, ou:

(L— 2=+ "’M.u (B).

1 -
@'(2) = —e @ (&) dpg (&
Be) = {{ eD: d(z, {) < 5(1—2])}. Nous swvons depuis le lemmo 10,

que si Qe (B,), alors 2" e(4,). Soit R le gous-ensemble de B détinie dang
(8); 2" étant homogene, on a en vertu du lemme 6: Q(R) < O (R). D’autro
part, R. Coifman et 0. Fefferman ont démontré que 8i Q' e (4,,), dxl()]b £Q
est dans une classe (4.), ¢’est-d-dire qu'il existe deux constantes ¢ ot
& telles que quels que solent B et B = B, B mesurable, Q" (R) < C'[u,(R)/
1(B)T Q' (B).
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De (6), on déduit que comme Q'(B) < CQ(B): Q(R) = ¢V Q(B);
(7) est démontré, de méme que la proposition 4.

Dre In propoyition 4, on déduit, comme dans Burkholder {21, que

PROPOSIPION B. d42 = wdu, ost dans (B)). Il ewiste une constante O,
lelle que quelle que soit Ta fonction f e I (du,) :

[ 1P odp, < 0, f Draf 1" @ dus, .
n

§ 4. Inbgalités L’ a poids. Cas des mesures quelcongues. Venons-en
a la démongtration du théortme 1. Gomme doux fonctions égales presque
partout ont v méme projoction de Bergman, il suffit de montrer que
0 e(B,) sioob seulement si
(1) [T frag < 0, [ 1f1Podg,,
olt o est kn dérivie de Radon-Nikodym de Q.

Remarquons que £ e (B)) si ot seuloment si wdg, est dans (B,) et
Wil exigte une constante € telle que quelle que soit la pseudo-boule B
touchant Ie bord de D,

) QB) = C [ wip,.

i

SiTon a (1), @du, € (B,) en verbu de la proposition 2; (2) découle du lemme

O o de (1) quand on prend f == y,. Aingi 2 e(B,,), dés que Pon a (1).

Nous allons maintenant montrer que si 2 € (B,), on a (1). Il suffit

de montrer qu’il existe deux constantes ¢ et p telles que quel que soit
felr(dp,), fz 0 ot quel que soit 4> 0:

(3) QIR =2 <0 [ odu+
(a4}

w dl’tu} b4
{nt o >y A}

I et elair quo
YA > 2AY) i QU > 24 of m S < pA}) - Q({maf > YA},
ol que

f Wy,

Mgl pay

Q{m f = Ay 5 ¢

on raison de (2).

Daatre part, dans la démonstration de la proposition 4, nous avons
démontré que 'on peut trouver y assez petit pour que {T%5f > 22 et m,f
< yA} = | B, oliles pseudo-boules B sont les pseudo-boules de la décom-
position de Whitney de {T%f > 4} qui touchent le bord de D. De plus,
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Ies boules B sont presque disjointes, on a done en vertu de (2):

QUILF > 22 eb mf<yI) <O [ wduy;
(_rlv:f;‘i}

on a obtenu (3) et le théoréme 1 est démontrd.

§ 5. Inégalité faible L' 3 poids pour le projectenr de Bergman. Cas des
mesures absolument continues par rapport a u,. En vue de démontrer
Ie théoréme 2, nous allons également caractéviser d’abord Tos mesures
absolument continues par rapport & u, pour lesquelles le projectour de
Bergman est faiblenient continu sur L'

Proposrrion 6. Soit o wne fonetion positive localement intégrable.
Le projecteur de Bergman T, est bien défini et faiblement comtinm sur ' (w du,)
st et seulement si A2 = wdy, est dans (B,).

Démonstration. Pour que T\, f soit bien deétini, il faut que f e L' (du,)
des que feL'(odu,): i est donc néeessaire que o soit minord par une
constante ¢ > 0. Supposons 7', faiblement continu sur L'(w du,), comme
Toxm,m (0L —121*)7%) est supérienr & une constante ¢, ,, on déduit
que 2(D)< oo et ainsi Q(D)/u, (D)< w(z), quel que soif 2B,
Pour montrer que 2 satisfait & la eondition d’appartenance i (53,) sar
des petites pseudo-boules touchant le bord de D, on se sert du lenmune 5 ot
on conclut comme dans [4].

Maintenant, supposons que 2 est dans (By). Thf est bien défini quand
feL'(aQ). Montrons que 7, est faiblement continu sur I! (dL). Nous
allons d’abord démontrer que

PROPOSITION 7. 81 dQ = wdu, est dans (B,), il ewiste une constante ¢ telle
que quel que soit f dans L'(wdp,) et quel que soit 1 > 0, on a:

Q({mgf > < { flodu,.

Démonstration. La démonstration utilise le lemme suivant, analo-
gue au lemme 8 et de démonstration immédiate:

LipMuE 15, 89 odp, = 49 est dans (B,) il existe wne constante ¢ lelle
que quelles que soient la psendo-boule B touchant Lo bord de D et lo Jonetion
fell(wdp,), on a:

1 ~
— du,) 2(B [ flodu,.
M@fm”)) @) Wiode
1l existe une constante €' telle que quel que soit f,

By = {mef > 2} = {mf > 01}
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ol

1

W) = s yﬁmmwmmemmm»

Aingi 8i # € F;, il exigte une pseudo-boule B, centirée en 2z ¢t qui touche
le bord telle que {u,(B)} f |F | dpty > 04 ot aingi B, == U B,.

el
En vertu d'un lemme d(a 1.yp0 Vitali, on peut extraire de cette famille
{B,} une suite {B;} do pseudo-houles digjointes telles que pour une constante

K, les dilatées K fois de B, recouvrent {m,f> i}. On o aingi, en vertu

du lemme 15:
1 1 -
- 2(B,) = 7 a) —_— d a)
¢ > om) OV(ﬁﬂwM(M&M!W#

<o [iflodu,
D

1

Q({mof > 1) <

et la, proposition 7 est démontrée.
Utilisons Ia proposition 7 pour démontrer qu’il existe une constante
0 telle que quels que soient 4 > 0 et f € T (wdu,):

T > <O [ |f|wdy,.
n

Pour cela, nous faisons, de maniére adaptée & la situation présente, un
découpage de type Caldéron-Zygmund de la fonction f en bonne et mauvaise
fonction:

LeMME 16. Sotent 1 et & deux nombres vréels, A>0, ke (0,1) ot soit
feL'(D)-f peut s'éerirve b-+m od:

1° Rib < O, 4; O, dépend de b mais ne dépend ni de f ni de A3

2° ¢l ewiste wne famille B de pseudo-boules B presque disjointes, contenues
dans {m,f > A}, telles que si v(B) désigne le rayon de B e B, on a r(B)
} YA (B, OD); on plus m == > my o my ost & support dans B et de moyenne

< 02, B

Démonsgtration du lemn:e 16, En vertu du lemme de Whitney,
{m.f > A} est recouvert par une famille & de pseudo-boules presque disjo-
intes pour laquelle il existe une constante I, telle que si B € &, alors B,
la dilatée K fois de B rencontre le complémentaire de {m.f > 1}, Nous
prenons pour famille # du lemme, le sous famille de & constituée par toutes
les pseudo-boules B e & telles que 7(B) = 4d(DB, dD). Appelons

b —fX{maf</1}U( U @B) e m =fXB\E;w13'
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Mon’rmns d’abord que pour tout ke]0,1[, Byb< Opd. Il est elair que
Rib < C,m,b. Montrons que m, b << ¢4, Soit B, une pseudo-boule touchant
le hord de I; montrons que

. j bldg, < O
Ua(By)
Bn offet, si Byn{m,f <A} # @, ¢'est évident ainsi que si b = 0 sur By.

Montrons que si Byn{b # 0} # @, alors B(,n{/m J 0 AY £ @, ol ]f(, o8t
la dilatée 2K fois de B,. Mais si B, rencontre une pseudo-houle B e #\ 4,

alors ﬁo contient B, donc
55 | 1b1d/«nu\0~~——~- [ wiau, < 0 JELTTS
#a(B Ifu to(By 5 My (—Bu)

1 i

Pour m, on prend my = fy,; comme B rencontre le complémentaire de
{mqf > A}, la moyenne de my est < CA. Le lemmnie 16 est démontré.

Du fait de la proposition 7, il nous suffit de démontrer qu’avee les
notations du lemme 16, on a:

(1) QUTI > A2} < 07 [ |f|wip,,
n
(2) QUze DNUB: Tim(e) > A2} <

017" [ iflwdu,.
n

Démontrons d’abord (1). Nous utilisons le lemme suivant:
LevuEe 17. Quel que soit k € 10, &[, 4l emiste O, tel que quelle que soit
la fonction f positive el intégrable, on a:
Tof < O, Tu(Bif).
Démonstration du lemme 17. On remarque |1 —z-z| est du méme

ordre que [L—z-Z|, quels que soient £ € D et 7 & B,,(Z); aingi si L/[L —z- F*+e

= ¢(£), alors g(¢) ~ Bfg(¢). On concliut en appliquant lo lemme 8 % f(£)
&b g(£).

On aboutit maintenant & (1) de maniére analogue au cas clagsique.
Commie 2 € (4,), on a en vertu du lemme 17:
QETeb > 4/2}) < 0472 f[Rgblzwd,uu S f | Rib| wdu,
D
car |[Bzb| < 4. Puis en vertu du lemme 8:
QUIT > 22} < 047 [ b Ry wdpe.
D

On conclut parce que RE o < (" o.

icm
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Pour démontrer (2), nous utilisons le lermme suivant:
Lmmms 18, Soit K > 1. Pour toute pseudo-boule B, si B désigne la

dilatée K fois de B et que = € D\B, on a
T (@) <

quand g 3= 0 est & support dans B ot § = (B izf 9 0u) X

UT7§(2),

(o Jornme so démontre en remurquant que si z ¢ DNB, [L—z2-F| reste
& peu pros constant quand & parcourt B.

Maintenant en vue de (2), prenons B comme dans la démonstration
du lemme 16, B e 2. Movs siz e DN B:

Tam (%) < \ Ty (2) < € Zf,,m}, (®),

e )
avee les notations du lemme 18. Maintenant, si Pon pose B = {z € D\ UBEB:
T*m(z) > 4}, alors:’

Q) < Qfe e DN B: Tim(2) >
- S,
1:%?« »

J."l“‘E fﬁm - 00'142‘
B

Hn vertu du lemme 18, on aboutit &:

QB < 0”27} )j i flodu, <03 [ If|odp,.
»

Bed B

- O)) < O A2 (1],

Mais M} = C4 et aingi:

f 1

_Q(I(}) i l Mu(]}T

[ enane [ wduu}.

B B

§ 6. Inégalité faible L' a poids. Cas des mesures quelconques. Venons-en
3 la démonstration du théordme 2. Comme pour le théoréme 1, il suffit
de démontrer que quels que solent 4 > 0 et f € L (odu,):
g r ,
() Qe D: 1LF @) > 1)) \/A_J If | @i,
gi et soulement si € € (B,). Lei aussi, 2 € (By) si et seulement gi wdy, € (B,)

ot il existe une constante ¢ telle que quelle gquo soib la pseudo-boule B
tonchant le bord do 1r:

(2) QB)< O [ 0du,.
B
8ilon a (L), wdu.e (By) en vertu de la proposition 6; (2) découle du lemme

5 et de (1) quand on prend f = yg.
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Montrong maintenant que si Qe (By), on a (1). Comme Q(B)

< C f ody,, quand B touche le bord, il est immédiat que
n
Qmf> <0 [ ods,
{mef>a}
Montrons maintenant que
¢
o(ri > M < [ 1flwdp,.
]
Avec les notations du lemme 16, on a:

QUILF > AN < 2+ 2y,

ol 2, < QUTEL > A)2}) et 2, = Q({Thm > A/2}). Mais en vertu du lemme

17 et comme £ e(B,), on a:
0, < (TR > 02) < 05° [ [REbFwdp,
et
0,< Q(:gejwf%) +2({ze D\B’chfﬁ: Tem(z) > A/2}).

En vertu de (2) et dulemme 18, on a:

2, OfU [ wdp 17 il
B

On aboutit ainsi au théoréme 2, en utilisant des résultats démontrés dang
le cas abgsolument continu.

Bibliographie

[1] D. Békollé et A. Bonami, Indgalités & poids pour le neyaw de Bergman, C. R.
Acad. Sci. Paris, Sér. A 286 (1978), 775-778.
[2] T.Burkholder, Distribution function inequalities for martingales, Ann. Probabi-
lity 1 (1973), 19-42.
[3] A. P. Calderé6n, Inequalities for the
Math. 57 (1976), 297-306.
[4] R. R. Coifman and C. Fefferman, Weighted norm inequalitics for mamimal
i Sunctions and singular integrals, ibid. 51 (1974), 241-250.
[6] R. R. Coifman et G. Weiss, .Analyse harmonique non commutative sur cerlains,
espaces homogénes, Lectures Notes, Springer-Verlag, 1971,
[6] R.R.Coifman and G. Weiss, Batensions of Hardy spaces and their use in analysis,
Bull. Amer. Math. Soc. 88 (1977), 569-645.
[7] C. Fetferman, The Bergman kerncl and bikolomorphic mappings of pseudo-con-
vex domains, Invent. Math. 26 (1974), 1-66,
‘[8] F. Forelli and W. Rudin, Projections on spaces of holomorphic functions in
balls, Indiana Univ. J. 24, 6 (1974), 593-602. ,

1 function relative to a metrie, Studia

Indgalité & poids pour le projecieur de Bergman 323

[0] H. Helgon and G. Szegh, A problem in prediction theory, Ann. Math. Pura Appl.
51 (1960), 107-138.

[10] R. A. Hunt, B. Muckenhoupt, R. L. Wheeden, Weighted norm inequalities
for mamimal functions and singular integrals, Trans. Amer. Math. Sec. 176 (1973),
227-2561.

[11] B. Muckenhoupt, Weighied norm inequalities for the Hardy mawimal function,
ibid. 165 (1972), 207-226.

[12] D. H. Phong and E. M. 8tein, Hstimates for the Bergman and Seegé projections
on strongly pseud if ing, Duke Math. J. 44, 3 (1977), 695-704.

[13] B. M. Stein, Singular integrals and estimates for the Cauchy-Riemann equations,
Bull. Amer., Math., Soe. 79 (10973), 440-445.

Received April 24, 1979 (1542)
Revised version Oclober 19, 1979


GUEST




