iom®

STUDIA MATHEMATICA, T. LXXIX. (1982)

Problémes de complémentation de sous-algebre
dans Palgdbre des séries de Fourier
en deux variables absolument convergentes

par

MICHEL GATESOUPYE (Nantes)

Abstract, A (1?) is the Banach algebra —space of Fourior series in two variables
absolutely convergent. For each continuous map ¢ of T into T, we consider the sub-
algobra By, of functions in A (I?) which are constant on curves y—gp(x) = const.
The subspace By is complemonted in 4 (T2) but the type of complementation depends
on the regularity of ¢. It ¢ is 0%, there is a projection & which is a conditional ex-
pectation; in particular, B(fg) = gB (f) for each fin A4 (T?) and ¢ in Bg. But if ¢ is
pieccewiso affine, no projoction can preserve such equation.

4 étant une algébre de Bamach commutative, B une sous-algébre
fermée dang A, on dira que B est bien complémentée dans A il exigte une
projection lindaire continue P de 4 sur B telle que pour tout ¢ dans A
¢t tout b dans B, on ait: P(ad) = bP(a). On dira alors que P est une
espérance conditionnelle de A sur B.

Bn particulier, considérons un espace compact 2, la tribu borélienne
of de £ et % une sous-tribu. Soit 4 une algébre de Banach topologiquement
contenue dans algébre %(R) de toutes les fonctions confinues sur 2
& valeurs complexes. Soit B la sous-algébre fermée de A constituée par
les fonctions de A qui sont #-mesurables. Soit du une mesure de proba-
bilité sur (2, o) ot 4% Pespérance conditionnelle au sens des probabilités
projection. orthogonale de L*(Q; o5 du) sur L*(Q; B; du).

On peut se demander si la restriction de 7 4 A est un endomorphisine
continu dans 4. 8i la réponse est positive, "B est bicn complémentiée
par Pespérance conditionnelle an sens des probabilités &%,

L On se place dans le cas particplier suivant: T désigne le tore & une
dimension identifé & R/2nZ. A(T) désignePalgébre de Banach des sévies
do Yourier 2n-périodiques absolument convergentes:

f@) = D ape™
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avec 1a morme
Il = D) layl < +o0
»

et le produit ponctuel.

2 est le tore & deux dimensions T* identifié & (R/2nZ) x (R/2nZ),
A = A(T?) est V'algébre de Banach des séries de Fourier en deux variables,
2n-périodiques en chacune d’elles, absolument convergentes:

flw,y) = Z g€ F*H
.9
avec la norme
Ifllary = ) (@0l < + o0
0.

et le produit ponctuel.

Choisigsons une application continue ¢ de R dans R telle que ¢ appar-
tienne & A(T). On associe & @ V'application & de R? sur R définie par:
D(a,9) =y —p(o).

4 est la gous-tribu des boréliens de T? correspondant d Timage réci-
proque par & des boréliens de R. ' ,

La sous-algébre B de A = A(T?) est I’ensemble des fonctions de A
constantes sur les lignes de niveaux de T® correspondant aux lignes de
niveaux de R* définies par @ (x,y) = ¢*. B est done Pengemble des fone-
tions de A de la forme Fo @ ot F est une fonction continue sur T. Dégi-
gnons par B la sous-algdbre de #(T') des fonctions F' telles que Fod ap-
partienne & A.

/’y—w(x)ww

N
" L\

‘7‘~

N

Par transport de structure, B et igométriquenent isomorphe & algdhre
de Banach B, avec la norme ||F|z = ||Fo Dl 422 - .
Pour # =&, fixé, la fonction F(D(@,,9)) = Fly—p(w,) ost uno

fonctioF de A(T) en la variable y. La fonction ¥ est donc clle-méme une

!

@ © ’
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fonetion de A(T), c’est une série de Fourier:

™) Pty = Z a,6™  avee 2 l@,] < +oo.

neZ n
Fod étant une fonction de 4(T%), c’est une série de Fourier:
(@) F(®(w, y)) = 2 b,  €P)

»,ge2? .
avec ‘
(8) W0 B gty = D 1By,
0,9

Daprés (1) et (2), on a: .

2 a, gntu—v) _ 2 Py (2 by cipx)
n a »

done
(4) a, 6~ = 2 by n€"®

r
et
(5) |l ™ azy = D 1Bpal-

P

Aingi, d’aprés (3) et (B):
6 170 Bllarty = 3 Bpul = D, lanlle™Lagr,-

n,n n

Posons w(n) = 67" 4r); on remarque que le™ 2l yry = 6™l 4my =1
et quo o est un poids souns multiplicatit sur Z: o(n, +%,) < @ () w(n,)
pour tout couple (my,m,) de Z% . ) '

On associe & o lalgdbre de Banach A(T; w) (dite algdbre & poids
ou algdbre de Beurling) des séries de Fourier 2n-périodiques absolument
convergentes avec lo poids w:

) = 3 ae™  avee  |Fllima = Y laylw(n) < +oo.
N n

Tes caleuls précédents montrent que B est identique 4 AT w)_:'

ProvosrrioN 1. La sous-algébre de A (T*) des fonctions constantes sur
Tes lignes de niveauw y — g (m) = ¢* est isomélriquement isomorphe & Ualgébre
& poids A(T'; w) des séries de Fourier 2m-périodigues absolument convergentes
aveo le poids cw: )

F(t) = ) a,6™
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avec
UF“A(T;w) = ”F(?/—‘P(ﬁv)m,a(r?) = 2 ‘a’nlw(ln’)

o w(n) = (16" 4z

La sous-algébre B dépendant de ¢ sera notée B,. Remarquons que
si la série de Fourier de la fonction ¢*” choisie continue et 2n-périodique
n’était pas de plus choisie absolument convergente, contrairenment & 'hy-
pothdse faite, c’est-a-dire si @ n’était pas choisic assez régulidre, alors
la sous-algébre B des fonctions de 4 (T*) constantes sux les lignes de niveaux
y—o(r) = ¢ serait réduite & la sous-algébre triviade des fonetions con-
stantes sur T7.

La proposition 1 permet fa.cxlemcnt de montrer:

PrOPOSITION 2. Pour toule application ¢, B, est complémentée d(ms
A(T?).

Démonstration. En dehors du cas trivial ol B, est réduite wox
constantes, on utilise le résultat général suivant:

Dans un espace L'(X; ) un sous-espace fermé B qui est Iui-méme
isométriquement isomorphe & un espace L'(Y; %) est complémenté dang
INX; u) (Le résultat vaut encore si B est isomorphe & L'(Y; ») avec une
distance d’isomorphisme assez proche de 1: Théoréme de L. Dor [2].
Ici A(T?) est isométriquement isomorphe & I'(Z%) et B,, sous-cspuce
fermé de A (T%), cst isométrique & 1"(Z; ) d’aprés la proposition 1.)

On peut, sans utiliser ce résultat général, donner une démonstration
dirccte, suivant une idée de N. Leblanc (communication orale), de la
complémentation, démonstration qui a Vavantage d’expliciter wne pro-
jection.:

Pour tout p de Z, on développe en série de Fourier ¢~ #7:

el 20(” p)é £

Posons ns a(n,p) =0 s C(n,p) =0 ct sinon a(n,p) = L/“bwﬂd(r)

x (C(n, p)/10(n P)l). On définit une application lindaive continue P de
norme 1 de A(Tz) dans B, enpogant pour tout couple (n, p) de Z2; 1 (efnetou))
= afn, p)dre="®), cay:

L T e e G PR L

P est une projection sur B, car pour tout p do Z:

I)(ijl(u—'p(m))) =P (2 dn, P) 0’[(7Lm.|.m/))
n

= (L1 Laay) (3] €, 2) (O, p) 10, p)1)) =)

— Gl‘];(ﬂ—q(a:)).
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II. On peut se demander si B, est bien complémentée. Bien que
cetite propriété ait un caractére algébrique, la réponse dépend de la régu-
larité de @: nous verrons que si ¢ est de classe (7, alors B, est bien com-
plémentée, mais qu’il n’en. est pas de méme si ¢ est linéaire par morceaux
(et non ‘linéaire). Pour donner une condition nécessaire et suffisante de
bonne complémentation, précisonsy quelques notations: PM(T) désigne
I’espace dual de A(T), le produit scalaire de dualité d’vne forme linéaire
8, dite pseudo mesure sur T, avec une fonction f de A(T) est

8, = 8(—m)fm)

ol

B(n) =<8, e
et
1 b
Jm =52 | 0
sont les m-idmes coefficients de Fourier respectivement de S et f. La
norme de la pseudo mesure 8 est:

18 lpagzy = 5‘11’ 18(n)].

PM(T) est un module sur A(T): 8 et g appartenant respectivement
& PM(T) ot & A(T), g8 est la pseudo mesure sur T’ définie pour tout f
de A(T) par (g8,f> =<8, fg) et ”gSHPM(T)< 191Lary 18P aaers -

Avec ces notations, on a:

PROPORITION 3. B, est bien complémentée si et seulement §'il ewiste
une pseudo mesure S ;é 0 dans PM(T) et une constante € > 0 telle que
pour tout p de Z:

169 gy X 16?8 |lpprm < O-

OJOROLLATRE DR LA PROPOSITION 3. A chaque fonotion 6 de A(T) telle
que {8, 0> == 0, on peut associer une espérance conditionnelle Py qui & toute
Jonction f de A( ) fait correspondre la fonction de B,:

(Pof) @, y) = (08, 008, F(t, o) +y— (@)D

(le produit scalaire de dualité éttmt pris pour (v, y) fiwés, en la variable 1).
Démonstration. La condition de la proposition 3 est équivalente
& existence d'une pseudo mesure U sur T vérifiant

(1) W1 =1
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et d'une constante €y > 0 telle que pour tout p de Z:
(2) 167]|ggxy X 167° Ulpageny < Oy
En effet, si 9 satisfait la condition de la proposition (3), en prenant §
dans A(T) telle que {8, 8> = 0, la pseudo mesure U = 08/{8, 0> vérifie
(1)- et (2), car:
ileWUllpMm (1/1K8 03 1) 101 agry) €% S parery -
lére élape: Condition suffisante. Supposons qu'’il existe.une pseudo

mesure § sur T ayant les propriétés (1) et (2). Pour tout couple (n,p)
de Z* définissons:

P(reton) = (8, expi(nt+p (p(t) +9 —¢ (@)D,

le produit scalaire de dualité étant prig, p’oui' (@, y) fixés, en la variable .
On a:

P (ei(M+pv)) o (S, 6f(ni+pw(h)> Pl )]
d’ott
1P (5= || gy < (€78 lpagery X [l iy < O

Donc P prolongé par linéarité 4 4 (T?) est continue de norme [P <
et c'est une projection car (Pf)(w,y) = {8, f(!, e())+y—e@)), Lt 51
fl@,9) = F(y—p(x), on obtient Pf = f. (Remarquons qu'on & nécegsai-
rement C, > 1.)

2¢éme étape: Condition nécessaire. Supposons B, bien complémentée
par P projection linéaire continue de A4 (T%) sur B,. Som J ligométrie de
B, sur B, = A(T; ) qui & toute fonction F(y @(w)) de B, fait corre-
spondre la fonction F de A(T; w) et soit P = SoP.

Pour tout couple (n,p) de Z?% notons 0, , la fonction P (¢na+om)
appartenant & A(T; »), dont le développemont en gérie de Fourier est:

1) On,p (1) = 2 a(n, p, )"
| eZ
avec
N pll gy = 2 la(n, 2, D] @(l) = [P0 4, < 1P|
T
ol
o) = e 4z,
Posons

e—weln) 2 C(n, p)er®
n

icm
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d’ol
ePw—em) _ 2 0(,",’ P) oinz-+py)
n
done
(@) o= D0 )b,

Daprés (1) et (2), on a:

(3) 20 patm,p, ) =0 s 1,
gom,ma(n,p,m =1

Pour tout triplet (n,p,1l) de Z° on a:
la(n, 2, DI < 10, pllo < 100, plLaersoy < UPHl

ce qui permet de définir pour tout couple (p,?) de Z* une pseudo mesure
V(p, 1) sur T par V(p,1)(—n) = a(n, p, 1) pour tout n de Z. On a ainsi:

S O, p)ain,p, 1) = 3 7o, D (—n)0(n, ) = <V (0, ), 677

done (3) équivaut &:
Fip, 1), e™> =0 i

V(p,p), e #%) = 1.

De pius 37 |a(n, 2, )] o) <[Pl done z V(p,0)

a fortiori |V (p, p)(-—n)[w(p) < |P)| dlott

(4)

Puisquo P ogt uno ospérance conditionnelle, on a pour tout triplet (n, p, k)

do Z%: P(ehw—re)glnaton) = glg, (t). Or

1
3") D,

(—n)o(p) < |IPI et

||V(P7 P)lpaeey @ (P) < Pl

Y~ a) ghlna-tpy) Z 0(j, ) gid+me gitkdm,
7

Appliquons P en utilisant Pexpression:

(6) Onp(t) = X <V (py 1), 6™,
[
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On a donc d’apreés (B) et (6):
(7
oM D) VD, 0); 6™ = D100, B) XV (bp, D, 0%
¢ 7

Z 70 +p I mue—iko7(u)> sill’
1

car 26’ (4, k) 9% = ¢~%r®) T2égalité (7) entraine quo poﬁr tout 4-uple
(p,n 1, k) de Z*': N
KV (D, 1—~k), &™) =V (k+p, 1), 7
c’est-a-dire pour tout triplet (p, 1, k) 'égalité des pseudo mesuves:
Vip,1—k) = ¢ %V (k+p,1).
En particulier, prenons p =0, I =5k, on a:

V(0,0) = ¢ *®*V(k, k) pour tout & de Z.
Notons § cette psendo mesure V(0, 0), les relations (3') et (4):

Vip,p),e ™ =1
et

Vi, Plpsery o (P) < I1P|

montrent que <8,1> =1 et “ew{PSHPM(T) X ||6mm“4(1')\ Pl car V(p,p)
= 798 et w(p) = {¢” 4ry- 8 posséde done les propriétés requises, co
qui achéve de démontrer la proposition 3.

Lorsque’ B, est bien complémentée, on peut se demander sl existe
une espérance conditionnelle au sens des probabilités projetant 4 sur
B,. Voici une réponse partielle:

PROPOSITION 4. Soit dv une mesure de probabilité sur T et du(w, y)
= dv(@)Qdy qui est alors une mesure de probabilité sur T*, Sovit & == B (D)
la sous-tribu des boréliens de T associée & la fonotion D (w,y) == y —q(®).
Soit &% la projection orthogonale de IL*(T?; o du) sur IM(T*; 85 du).
6% est ume projection continue de A(T?) sur B, si et seulement sl ewisle
une constante 0 > 0 telle que pour tout p de Z:

(1) He“’lum X llem"’dePM(,') <0
et on a:
2) ¥ (f) = [fltsp(t)+y —op(a)) dv(2).

iom®,
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Démonstration. Un caleul facile pour une fonction f continue sur
T* donne &% (f) sous ln forme (2). Bn particulior:

am

& ( it ¥)) ( f it gtolt) v (t )) FPW=9@)

&% egt continue dang A (T?) si et &eulement §’il exigte une constante 0 > 0
telle que pour tout couple (n,p) de 2%

an
A(ni-- 1
| [ om0 (1) x Joo) i, < €
0

cest-d-dire pour tout p de Z:
€™ @l parry X 16| gy < 0.

On peut alors démontroer:

PrOPOSITION B. 80 ¢ est de classe (%, B, est bien complémentée par
une espérance conditionnelle au sens des probabilités.

Démonstration. Si ¢ est linéaire, la proposition 4 s’applique avec
dy(w) = dw/2m car (697 4 = 1.

8i @ ost non lindaive de classe (%, il existe un intervalle I de T et un
nombre a > 0 tel que pour tout ¢ dans I, on ait [¢" (%) > a. On utilise
alors le lemme suivant db & Van der Corput [4].

Lumymn. Soit f une fonotion de classe OF & valeurs rédlles définie sur
un intervalle [a, b] et telle qu'sl emiste o> 0 aves |f"(t)] = o pour tout i
dans [a, b]. On a: -

| aat| < 4vEm V2.

On applique ce lemme avee I = [a, b], f(t) = nt-+pyp(t) de sorte que
T () = pg' (1), ainsi:
|/ e gyl < 0[Vip|  aveo 0 = 4V2x/Va.
i .

On prend dv(t) = (L/J1]) x(t) @ xr fonetion indicatrice de I et di mesure
de Licbesgue de [0, 2n]. On a done:

‘ f (L2900 gy (1) I < 0V1pl

ol U, ne dépend pas de m et de p, dome:
(1) 16 dblae < Oa! VIp

Par ailleurs, si f ot f' appartiennent & L*(T), on & une inégalité classique
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(dite de Carlson); voir par exemple [3]:

1Ly < 2 VRIS I gy X W 1By + VB Wiy -

On applique ceci avec f(t) = ¢?*® d’olt une constante O, >0 telle que
pour tout p de Z:

@) 1%L yry < 1+, V2]

Daprés (1) et (2), la proposition (4) ’applique et B, est bien complémentée
par l'espérance conditionnelle au sens des probabilités:

faws [ f(t, () +y—o(@))dv ().

PROPOSITION 6, 8i ¢ est linéaire par morceaun et non linéaire, B, n'est
pas bien complémentée.

Démonstration. D’aprés la proposition 3, supposons qu’il exigte
une pseudo mesure S % 0 sur T et une constante € > 0 telle que pour
tout p de Z:

1) 6" acxy % 6®*Sllparea, < €.

Considérons le graphe de lapplication ¢ de B dang R. Choisissons un
intervalle [a, a-+2n[ tel que @ soit 1’abscigse d’un point anguleux du
graphe (il en est alors de méme pour a-+2x) et soit B lensemble: o,
=a<®<..<@y des abscisses croissantes des N points anguleux
du graphe correspondant & Dintervalle [a,a+2w[. T s’identifie & la
réunion de H et des intervalles disjoints I;, j =1,2,..., N avee I;
= J@j, @py[ pour j =1,2,...,¥N—1 et Iy = Joy, a+2=|.

Supposons le support de § non contenu dans H; il existe alors une
fonction f de A(T) dont le support est disjoint de H, c’est-a-dire suppf
e |J I et telle que ¢8,f) 5 0.

J=1,2,0 00N
Alors suppfnl; = K; est-un compact contenn dans I;. Xl est possible

de choisir une fonction g; € €%, égale & 1 sur Ky, & support compact £, < I.
Alors fg; = f; appartient & A(T) et f = fi+...+fy. I cxiste au moing
un indice j, tel que {§,f;> # 0. Eerivons de deux fagons le produit
gealaire :
(8,51, = <68, ey
o
(2 <8, f1,21 < 168 lpprcy ™7 lLacry -
Sur I; on a: ¢(a) = yo+2om, Yo €t 1, constantes réelles, dome:
e—fwfjo = g~ WV o= A fj »

Or A(T) est localement isomorphe & A(R) = §(L'(R)), done il existe

icm

une congtante ¢, > 0 telle que:

le= %% f; lLaer, < Oy 16~ %, lLymy = O1 I, Lacry
done d’aprés (2):
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K8, .fj°>[ <0 HeiwlS”PM(T) ”fjo”A(R)
ce qui, avee I’hypothése (1), entraine:

fl¢* Pl 40ry < (0048, f/o>|) ||fj,,”4(n) .

D'aprés un théoréme de Beurling et Helson [1], ceci est impossible
i @ n’est pas linéaive. (Pest done que le support de § est contenu dans .
O'est-d-dire que S = 0,8, +...+ayd, est une somme de mesures de
Dirac aux points #; ... 2y (il ne peut y gvoir de dérivées de mesure de
Dirae, car ce ne sont pas des pseudo mesures). Pour tout j =1, ..., N,
heoisissons une fonction g; appartenant & A (T) dont le support rencontre
E au pomt z; et telle que g;(2;) £ 0. On a (67%8, g,> = ;6" g, (),
done:

la;l 19 (@) = |<6iWS; o] < HﬁimSHPM(r) X g5l aexy -
L’hypothése (1) entraine si a; 5 0:

llé"‘W”A(T) (0/|a,| 19, (; |) ng”A(T)

ce qui & nouveau est impossible d’aprés le théoréme de Beurling et Helson.
Done oy =0 pour j =1,..., N et ainsi § =0 ce qui achéve la démon-
gtration.
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