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Sur un probléme de W. Rudin concernant
les fonctions holomorphes et bornées

par

ERIC AMAR (Bordeaux)

Abstract. Let ¥ be an analytic subvariety of the polydisc D% in Cn 3 let H*(Dn)
be the space of bounded holomorphic funetions in D* and H® (V) the space of bounded
holomorphic functions on V.

V possesses the (W.R.) property if:

{W.R.) feH=(D™ and 1/fe H®(V)= Jge H® (D) st. g|V = 1/f.

In this work we give a simple characterization of the varieties V which are
(W.R.) in the case of the unit disc (n = 1) and we answer a question of W. Rudin.

Introduction. Soit V un gous-ensemble analytique du polydisque
D" = {2 = (21,...,2,) € C", || < 1}; on note H*(D") espace des fone-
tions holomorphes et bornées dans D*, H*(V) celui des fonctions holo-
morphes et bornées sur V.

On dira que V posséde la propriéié (W.R.) (pour W. Rudin) si on a:

(W.R.) feH™(D") et 1/f e H*(V)=3 g e H*(D") t.q. ¢|V = 1/f.

Dans [3], pb no. 7.5.9, W. Budin pose la question de savoir quelles
sont les variétés ayant la propriété (W.R.) et si toute variété V de D* la
possede. On va montrer qué, déja pour » = 1, il n’en est rien si on autorise
V a étre de connectivité infinie. .

En fait dans ce cas on obtient une caractérisation des suites de points
{qui sont les seuls ensembles holomorphes de D) vérifiant (W.R.).

THHOREME. Powr quw'ume suite o vérifie la condition (W.R.) 4l faut
et il suffit que o soit ume union finie de suites dinterpolation.

Rappelons que ¢ = {2,,n € N} est une suite d’interpolation si:

{T) Y{4,neNel®(N), 37 H®(D) t.q. f(2,) =4, VneN.
Ces suites ont été complétement caractérisées par L. Carleson [1].

By —2
(I o interpolation < inf ” 2% 5.

12,2
ke k%
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Remarque 1. Oe théoréme répond & la question de W. Rudin car
il existe des suites o, zéro de fonction de H® (D) qui ne sont pas union
finie de suites d’interpolation.

Remarque 2. On a que o vérifie (W.R.) si ot seulement si la mesure
2 (L—12[?) 6, est de Carleson dans D. Il serait intéressant d’obtenir ce

ze0

fait directement sans passer par un découpage dans un sens, et par le
théoréme de la couronne dans Pautre.

Remarque 3. W. Rudin m’a donné un exemple dans la boule de
C* (et dans le polydisque de ) de variété ¥V wvérifiant (W.R.) mais
n’étant pas le zéro d’une fonction de H(B) (ot de H™(D%).

Le probléme reste entier dans C™ pour le cas d'une variété irréductible.

L’exemple de W. Rudin est le suivant: Sur la sphére §, = {z e €2,
[¢] =7 <1} on met un nombre fini de points ¢, de sorte que:

V>0, Vfe H®(B) |f(2)| = 6 sur o,=|f| > 8/2 sur §,.
Prenant une suite 7, de réels <1 t.q. r,~1, on a, avec ¢ = |_J oy, Vd,
k3
VfeH*(B) |f|= 6 sur o alors |f| > 6/2 dans | 8,,. La variété o véritie
n

(W.R.) mais n’est pas le zéro commun & des fonctions de H*(B).

On peut prendre V' de codimension 1 en prenant les disques complexes
de centre les points de o. L'union de ces disques est une variété holomorphe
qui ne peut méme pas &tre le zéro d’une fonction de la clagse de Nevanlinna,
la condition de Blaschke n’étant pas vérifide si il y a assez de points par
sphére 8, .

Pour le polydisque on procéde de manitre analogue avec les “sphires”
max (e, [2el) =r< 1.

0. Rappels. 8i o = {2,, n & N} est une suite d’interpolation dans D

alors la mesure
&

p= Dl (1—lm0,,

n

(0.1)

est de Carleson dams D [1] et les points z, sont uniformément sépavés:

o
(0.2) Do 5650 Vn £m.

1—-2,2,

Réciproquement, on sait [1] que si u est do Carleson et si (0.2) est vrad,
alors {2,, % € N} est d’interpolation.
Bi o est d’interpolation et si £, est tel que

(0.3) toeD et d(Ly, 0) = inf

zeo

>
1% =ze>0

icm®
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alors fyu o est encore d’interpolation grice 4 la caractérisation ci-dessus.
Utilisant la caractérisation équivalente (I') de 'introduction, on en déduit:

(0.4) o interpolation, Ve>0, Iy >0 t.q. d(f, 0)=e=>|TU (L) =y
ol
Z2 -z
U.(0) ZLIEl-zc'

Enfin si p = Z (1— [z, d,, est une mesure de Cazleson (4, est la
mesure de Dirac en 2,) alors o = {2,, n € N} est une union finie de suites
d’interpolation; la réciproque est évidente.

1. Une equivalence. Soit ¢ une suite de points de D; on a-alors la
proposition suivante:

ProposITION 1.1. La suite o vérifie (W.R.) si et seulement si:

(1) o est une suite de Blaschke.

(2) Si U, est le produit de Blaschke associé, on a

Ve>0,3y>0, VeeD tq. @(f,0)>e= T 0>y

v.0) =Hﬁ(fj¢)

et d est la distance de Gleason dans D:

(1.1)

o o1 a Posé

(1.2)

g—
1—2

(1.3) Vz,teD, d(z,0) =

Preuve de la proposition 1.1. 8i o.n’est pas une suite de Blaschke,
80it 2, € D, 2, ¢ o et congidérons la fonction f = {—2,; sur ¢ (qui ne peut
s’accumuler qu’au bord) on a

(1.4) Ifl=dé>0
donc si (W.R.) est vrai pour o il vient:
(1.5) d¢ € H*(D) t.9. fp =1 sur o

mais alors fo—1 est nul sur o et est dams H* (D) donc fp—1 = 0 dans
D tout entier ce qui n’est pas possible car f(z,) = 0.

Pour montrer (1.1) supposons que ¢ vérifie (W.R.), on a alors, pour
¢y e D, d(Ly, o) > ¢; on considére

sur [+



GUEST


52 E. Amar

Par hypothése |fol > ¢ sur o done il existe o e H* (D) tel que

(1.7) fopo =1 sur o.
Montrons
(1.8) llpellee < C (0, &)

ol ¢ est indépendant de {,.
8i (1.8) était faux, alors

(1.9) 3L, €D, d(ly, 0) =& et gyl =7
olt |fll, désigne la norme de f dans le quotient H* /U, H.

§8i Z, ne tend pas vers le bord de D alors il existe £* e D adhé}“ent
4 £,. Supposons que {, tend vers £* (quitte & prendre une sous-suite);
alors f, tend vers f* dans le quotient avec
—e*
1—8¢

=
e, par hypothdse f* est inversible. On a alors
fo =+ fa—T =00 = @ [L+(fu =T

et pour # assez grand ||(f,— —*g*l, <1 doht fip,ll, < € etla contradiction.

§i ¢, tend vers D alors on peut extraire de {{,} une sous-suite infinie
d’interpolation; il sutfit de choisir {, t.q. 1—[{, [ < L —18,, D

Appelons V le produit de Blaschke dont les zéros sont £, , on a alors
(1.10) [V]Zzyp>0 sur o
grace & (0.4) car Vzeo, d(2,s)>¢ oll s = {{,,, ke N}. Done, grice &
(W.R.)
(L.11) 4G e H*(D) t.q. V-G =1%ur o.

c— é""'In

1 Zn;‘

Jo (V3@) = 1 sur o, done @, = VG dans le quotient et ||V, &, < 6],

VieN dol o, I < 1GFI, VkeN et la contradiction qui prouve (1 8)
De (1.7) et (1.8), on déduit

Mais V =f,, -V, avee f,, = ot [Vil,<1. On en déduit

(1.12) fowpo+9U, =1 avee [glle < 1+lpolle < 1+C (0, &)
d’on faisant ¢ =, dang (1.12)
1 1 S 1

(1.13) el =101 = Tole © 1400, 9)
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Réciproquement supposons (1) et (2) de la proposition vérifiés pour
o et soit f dans H*(D) t.q. |f|*> 8 > 0 sur o; puisque f € H*(D), il existe
&> 0 t.q.

(1.14) VieD, a(, o) < e=|f(0)] > /2,

car d est la distance de Gleason; par (2) de la proposition, il existe y =y(g)
>0 t.q.

(1.15) - VieD d(l,0)> e=|U,(0)| > v;
de (1.14) et (1.15), on déduit donec:
(1.16) VieD |f(0)1+U,()] > min(8/2, y) > 0.
Utilisant alors le théortme de la couronne de L.Carleson [27, il vient
(1.17) dp et g dans H>(D) t.q. fp+U,g =1
donc ¢ est bien (W.R.).

2. Condition suffisante. Soit ¢ = s;u ... Us, oll s est une suite
d’interpolation dans D. Alors o est de Blaschke. Considérons les produits
de Blaschke associés

@1) U,-(:)=H Izl( —zc) i=1,2,...,n.

Soit alors {, €D t.q. d(L,, 6)>=¢ >0 cela entraine

(2.2) Loy 8) e, 1=1,2,...,m
Mais alors (0.4) donne

(2.3) [T =Zy>0, i=1,2,...n.
donc

(2.4) [To(8o)| 2 ¥1+v 70 > 0.

On conclut alors de (2.4) grice & la proposition 1.1.

3. Condition necessaire. 1 nous faut montrer que si les conditions (1)
et (2) du lemme 1.1 sont remplies pour la suite o, alors o est une union
finie de suites d’interpolation.

On a la proposition:

ProrosITION 3.1. 8% o vérifie (1) et (2) alors il existe e >0 ¢t N e N
tels que:

Vzeo, Bz, e)no|<N

oi Bz, &) est la boule de centre z et de rayon de Gleason ¢ et |B| est le car-
dinal de B. :
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Supposons la proposition 3.1 fausse alors cela signifie que
(3.1) Ve>0, VN, 32, y € 0 t.q. |B(#, .y, &)n0| = N.

La condition (2) donne alors
Ve'>0 Jy' >0 tug. (8, 0) =6 = U (L) >
Si Ion prend & trés petit devant &/, on déduit que
1T <2a(E, 25"
d’ol

(3.2) A(L, 2,5) = (v [2).

Done les points de D tels que d(Z, o) > &' ne peuvent s'approcher & woing
de (y'/2)"™ de 2, y; cela signifie donc que dans la boule de Gleason de
centre z, v et de rayon (y'/2)*¥ il y a un résean de points de o de maille
&'; notons R, ,y ce résean.

On va calculer 1a valeur du produit de Blagchke By, x ayant pour
zéro ces points du réseau en un point de D tel que d (£y o) = d (L, véscan)
=g

Lmywe 3.1. Pour &' donné, il y & une infinité de & ot de N tels @il
existe ¢ dans D vérifiant

a(fy0) = d(C, By, y) = &'

Preuve du lemme 3.1. §i tel n’tait pas le cag pour une infinité
de ¢ et de N les réseaux B, .y seraient reliés en un “grand” résean de
maille &' contenant une infinité de lignes 1—[{[® = 1—|z, y? complite-
ment remplies par des points de o: la suite o ne serait pas alors de Blaschke
contredisant le (1) du lemme 1.1.

Levye 3.2, Soit ¢ = S,y un point de D tel que d(Z, o) = d(¢, By, n)
=g’ alors on a [By s, 5 (£)|~0 quand N—oo.:

Preuve. Par transformation conforme on ne change rien aux digtances
de Gleason, done on ne change pas la valeur des produity de Blaschko.
Pgssanb dans le demi-plan et faisant Lorey =1, o0 ogt dans la situwtion
Suivante:

B & e = 27M4027" T = (=27 —2%41,...,2%, 1< n < 0o
oll n, dépend de la taille du réseau By e
La relation (3.2) donne que la taille de R, , x o8t au moins y"*¥ (one:

(3.3) No>tooy™1  dome  my—stco.

D’autre part ¢ a été choigi Pour avoir le réseau dyadique.

icm®
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Caleulons alors B, , v (1):

0 el g
. P(1—27") k2"
4 B, () == _— T .
(3.4) @ =] | || 37— ]‘[b
Tz =l n=
On a
2.7} (1___2—~1L)24~ 2_n+1
[By [ === ] AR aTwEE "*‘**:qrr“‘n“:za‘)
e gn (LH2TEN (L+27") -+ I*2
Lo (3.5)
et
on an
logb,* = ' logll—a)< — 3 @ = —8,
Jorm 2T T —2
mais
- 9=nf1 ?f’ 9-n+1
8, = % mm?la%n 5 =4/b
d’olt
logb,|*< —4B=b,P<e™ = <1 Vnel.

On en déduit
(3.6)
Dol avee (3.3) quand N—oco |By, x(i)|~>0 et lo lemame 3.2.

Prouve de la proposition 3.1. ¢ étant fixé, ' I'est aussi et on
o pour ¢ ot N:

[Bs',n,N(i’)l < g,

?’ {E IUU(Ce’,a,N)I <‘ IBB',G,N(CE',R,N)I

faigant tondre N vers Pinfini, il vient 9’ = 0 ce qui est comtraire & (2)
du lemmo ot achdve la preuve de la proposition 3.1.

Preuve de la condition nécessaire. Prenons le s ot le N donnés
par la proposition 3.1 ot considérons la sous-guite de points de o ainsi
construite. On prend @, =& o = {g, ke N} ot %y, un point de o t.q.
%, ¢ B2, ) ot ainsi de suite.

On o bien gbr

(3.7) o< B, o)

leN'

of il y a au plus N points do o dans B(z,,, o).


GUEST


e ©
56 L. Amar Im

Il existe &' =¢'(s, N) < & tel que chaque B(z,,, ¢) contiennent um
point £, de D virifiant

(3.8) ALy, 0) = &
et done par (2) de la proposition 1.1
(3.9) [Ug(Ca))] 2 7"

Considérons alors o), = o\B(z,, &) ¢t U, lo produit ayant pour
zéros les points de oy, il vient

(310) lUk“‘wh)‘ = {Ua(cn,k)l = 7”

M
ot 8il'on éerit o comme une union finie de suites sépardes par 2e: ¢ = U s,

fal
ol i=1,2,..., M, d(z,2') > 2 pour 2,& €s;, ¢ # & alors (3.10) impli-
que que s; est d’interpolation.
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Die atomare Struktur topologischer Boolescher Ringe
und s-beschriinkter Inhalte

von

HANS WEBER (Konstanz)

Abstract, Starting point of this papor arc the following questions concerning
a (o, group-valued) finitely additive measure x on a Boolean ring:

(1) When is the range of u connected ?

(2) When iz the range of u compaet?

(3) When can x4 be uniquely represented as sum of an atomless and an atomie
finitely additive measure?

To angwer this questions satisfactorily, it is necessary to define atomless and
atomic moasurcs in & new ‘way. Irst we study (locally) s-bounded atomless and atomic:
in monotone ring topologies and then we deduce from the obtained results the-
orems about loeally s-bounded finitely additive measurcs which answer questions.

(1), (2), (3).

0. Einleitung. Ausgangspunkt dieser Arbeit sind die folgenden
Fragen:

(L) Wann ist der Wertebereich eines (z.B. gruppenwertigen) Inhalts.
zusammenhdngend ?

(2) Wann ist der Werbebereich eines Imhalts kompakt?

(3) Wann 148t gich ein Inhalt x4 (in eindeutiger Weise) darstellen
als Summe u =y u, eines atomlosen Inhalts w4, und eines atomaren
Inhalty u,?

Ritr wlle drei Wragen ist ein hier neu eingefithrter Begriff des atom-
losen und atomaren Inhalts von Bedeutung. Wir erléntern das zunichst
an dor Frago (3).

Dy Kklassizche Rosultat, dal sich jedes reellwertige Maf auf einem
o-Ring cindeutig als Summe eines atomlosen und eines atomaren MaBes
schroihen iGh, wurde von Hoffmann-Jergensen ([8], Theorem 6) verall-
gemeinert fiir abgolut stetige MaBe mit Werten in einem lokalkonvexen
Vektorraum und von Musial ([12], Theorem 1) fiir gruppenwertige MaBe,
die die “countablo chain condition” (kurz: cce) erfiillen. Hoffmann-Jor-
gensen zeigh dureh Beigpicle ([6], BExample 2 wnd 3), daf eine nahelie-
gende Vernllgemeinerung dieser Aussage fiir beliebige MaBie mit Werten
in lokalkonvexen Riumen iallg. nicht richtig ist. Andererseits ist — wie
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