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dividing m. Hence the above e(iuals

2 N ‘f’ S
{ H ()] )(qu H | =) nl5p “((—%:ﬁﬂ nkn(p) )
f, ;
=(U ()i )(gg T ’ ‘)(ka nkfp))l)
=[] Z # (8" 1s(f; D)1
5 k=0
= n (1+ ZP"’( p’"‘)iﬂ))

. H (1_ _;5_) (1 Z 7)) = (A

by Lemma 1.
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ACTA ARTTHMETICA
XLIT (1983)

Sur les fonctions arithmétiques multiplicatives de module < 1
par

HUBERT DELANGE (Orsay)

1. Introduction. f étant une fonction arithmétique multiplicative
complexe telle que |[f{n)| < 1 pour tont # € N*, G. Halasz a étudié le com-
portement pour & tendant vers + oo de la somme ¥ f{(n)(Y). En modifiant

légérement sa formmlation, on peut énoneer sonn;ézsultat principal de Ia
fagon suivante.

Lune des deuw eirconstances swivantes o liew:

(8) (1/z) D, f(n) tend vers zéro quand z tend vers —rco, cmtremmt dit
la fonction f ;J;:;séde une valeuwr moyenne nulle;

(bY II emiste une constante complexe non nulle €, une constante réelle a
et ume fonclion réelle A définie sur Vintervalle (1, + oo et satisfaisant o

lim{ sup {A{t)—A(#)]} =0, .
Ts00 mtga?

,

telles que, quand  tend vers - oo,

2 3wy = o expid (@) + o(). )

-n<:z:

On voit imméidiatement que, dans le cas (b), {€] et a sont bien déter-
minés par le fait que, si F(z) = 3 f(a), on a lim|(1/z)F(z)| = [C] et,
T—02

nEL

A : .
pour tout 4> 0, lim Fiaz) = % Par contre, la fonetion A et la

z—ca AT (D) 7
constante ¢ clle-mdme pe sont pas déterminées: on peut remplacer A par
une fonction 4, gqueleconque telle que A,(x)— A () tende vers une limite
finie § quand @ tend vers +oco, en remplagant en méme temps ¢ par-
OI b Ge—ie-

) ¥ber die Mittelwerte multquhfmtwer sahlentheoretischer Funktmmn, Acta
Math. Acad. Sei. Hungar, 19 (1968), p. 365-403.
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Mais, quand 4 est fixée, ¢ est déterminée (dgale 3

lim ()5~ exp ( ~id (2))).
Z-+ta
Haldsz détermine effectivement une valeur de ¢ et wne fonction
A qui conviennens.
Noug montrerons ici que Pon a un résuliat semblable & celui de
Haldsz si on considére, au lieu de 3 f(n), la somme

nsw
Flask )= > fln)
) nEw
n=i(mod k)

oll % et 1 sont deux entiers donnés, % 3> 1.

On verra que, la fonction f étant fixée, 8’1l existe des couples [k, 1]
pour lesquels le cas correspondant & (D) a liew, la constante @ est 1a méme
Pour fous ces couples et il existe une fonction 4 valable pour tous.

Nous donnerons aussi des résultats concernant Pexistence d’une valeur
moyenne de f ou de ses puissances sur une Progresgion arithmétique
donnéz. ’ :

Tous les résultats de cet article ont 6t& énoncés sang démonstration
en 1872 dans vne note aux Comptes Rendus de I’ Académie des Sciences(2).

I est entendn une fois pour toutes que, tout an long de Tarticle,
la lettre p désigners toujours un nombre premier, tandis que les letfres m
et # désigneront toujours des entiers > 0.

Dans ane série ou un produit infini dont le terme général s’exprime
4 P'aide de p, les nombres Premiers seront supposés rangés par ordre crois-
gant.

Une somme vide sera considérée comme égale & zéro, et un produit
vide comme égal & 1. '

2. Preliminaires,

2.1, Commencons par donner cing lemmes utiles pour la suite.

21.1. Lemvs 1. Soeient Uy Wpy omny Uy .o
suites de nombres réels oy compleres telles que

e Viy Vyy ey Vpyy oo, dous

o0

2 i, 1? < 400

=l

Alors le produit infing

et 2 lun_'ﬂni < - 00,
n=1

ﬁ 1 +u,)e™™
n=J .

est absolument convergent.

——

(%) 275 (1972), p. 781784,
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Démonstration. Il existe U > 0 tel que ju,| < U et |u,—uv,|< T
pour tout » e N, Comme ((L-+u)e™ —1)/u® et (¢ —1)/u sont des fonctions
entiéres de % (si on les prend égales respectivement & —1/2 et & 1 pour
% = 0), il existe M > 0 tel gue :

(LI+uwye ™ —1< Mul® e (1< M ponr |u<T.

§i on pose (14u,)e ™ = 1-w,, on a pour tout % e N*

W, = ((L+u,)e "—1)e L g™
ot, comme {a,| < U et u,—v,|< T,
(00, < I (26 B a0, | < M6V |24 [, — ]

Done fzwn] < oo, '

2,1.2.“;1Emm 2. Boient 2y, 2y, ..., 2, des nombres compleves de module
<l {(g=2). On a :

g
1) V1—Re(2,2;... 2,) éZVl—Rezj,
- : F=1
. 4
{2) 1—-Re(#2,...28) < QZ (1~TRez),
. &
et
a
{3) Im (2 42+ o0 Fgp—r@s... 2l < (g—1) Z; (1 —RBez).
J=‘l

Démonstration. I’inégalité (2) résulte immédiatement de (1)
icati inégalité ; —Schwarz.
ar application de I’inégalité de Cauehy .
P Pour tablir (1) il sufiit de considérer le cas ol ¢ = 2, le cas général
g'en déduisant par récurrence sur g. :
PosONS &, = @14y, & = B+ Y, AVEC Ty, Y1, Tp, Y, TELS,
On a : .

1—Re(z2,) = L—t 8+ 1Y
| = (L= @)+ (L— @) — (L= 22) (L — @) +¥1
< (L—2)+ (1 —2g) -+ 11 ¥l
puisque #; <1 eb @, <L,
Mais i< l—a) = (1—@)(1+as) <2{1—m) ct, de

< 2(1—a,). Done {y,9:| < V1w, V1—,.
On obtient ainsi =

1—Re(s,s) < (1—a)+(1—2a+2V1—&VI—0; = (VI—a+Vi-a).

A 2
méme, 5
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L'inégalité (3) résulte de

@) [l tet ... ta—ae..eg)i<2z 3 VIC Rez;V1—Tes,

1<.’f <k<y

en remarquant gue

< (1 —-Reg) - {1—Rez,).

On voifi immédiatement que, pour établir (4), il suffit de %établir
pour g = 2; le cas général s'en déduira par réeurrence sur ¢ en remarguant
que

Im (2 +2+ . TR =88 gy )

< Iz +2a+ oo 2, — 52, ... 2,0+

+Im (242, ... 7)) + 8y — (2125 ...

21/1~Rezji/1 —Reg,

2) Zq)]
et tenant compte de (1).
Pour ¢ = 2, on a, avec les mémes notations que plus haut,
Im(z; +2,—212) = g (L —23)+ (1 — T1)Ys,
d’ou, en utilisant Uinégalité de Cauchy—Schwarz,
T {2y -2, — 23 2.} 2 < (y1+(l—m1) }(( ‘”‘5'72)2‘]‘?/2)
== (1-haf +y] —20) (1 -+ o +95 —2mg) < 4{1—m,){1— B4)-

COROLLATRE. §i 2 est un nmombre compleve de module <
tout q< N*

1—Re () <

<1 on a pour

(1 —Rez) et tm (g —9)| < g(g~1)(1 — Res).

213, Levvm 3(%). Soient 2, et 2, deus nombres ecomplexes de module
<1 0n a :

1—TRe(z2) 2 $(1 —Rez,) — (1 —Res,),

ou

1— Rez1 2{1— Re(zlz.,)) F2(1—Rez,).

Démonstration. L’expression de 1- Re(z,2,) que nd‘us avons
utilisée plus haut montre que l'on a
1—Re(z) 2 (1—a)+(1—~m) — (L—2) (1 —a2)+ J?i'l?/zn -

Mais, ¢ étant un nombre > 0 queleongue, on o

(1—%u1—%)maa—@y%41~%)<§(£a—mm¢

e

- (1 —-'1?2)2)

(%) Celemme eat dd & W. Schwarz (CL. § 3 de 4 remark on mulitplicative functi
. " notions,
© Ball Londo_n Math. Soc. 4 (1972), p. 136-140). ! d ’
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et
1 1f . ., 1,
Wiyl = alys] — Wl < |+ — 90:)
a 2 a®

En tenant compte de ce que (1 —m)%+9f <
< 2(1—a,), ceci donne par addition

C2(1—ay) et (1—-2)+ 9t

. ‘ 1
(1~} (1 —2) + Y1 Y] < (1 — ) P (1—w.).

Bn prenant o = 1/V/2, on obtient

(L=} (L)~ o7y <

d’ols le résultat voulu.

2.1.4. Levve 4. Soif iy, @y, ..., %, ... #ne suite de nombres complexes.
de module << 1, el ¢y, Ggy ..., @, ... une suile de nombres réels = 0.
8i Ton a :

FHl—m2)+2(1—a),

(5) - ) a,1—RBew,) < +oo,
F=l

pour tout g e N* la série

(=4

D) a((1—u)

=l

est convergente.
‘Ceci entraine immédiatement les résultats sulvants:

1. 8t la série D e, {L—wu,) est convergmté, pour toul ¢ eN* la série
[>5] ra=l .
Ma, (1 —ul) est convergente;
=1 00 .
2. ;S"i, pour un g & N*, la série > a,(1—ul) est convergente, et si on a (),
p=1 _
1o série Za {1 —u,) est convergenie.

Demonstrqtlon Soit g fixé e N™. D’f!prés le corollaire du lemma z
on & pﬂur chaque »
| Re(l—u) < ¢*(1 —Rew,).
et _
[T (1 — ) -~

g(1—m)) < glg—1) (1 —Rew,).
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Avee (5), la premiére de ces inégalités montre d’abord que > a, Re(1 —u2)

r=1

< oo, puisque la série

zoo' a,Be{(1—u2) —g(1—w,))

=),

est convergente.
La seconde montre que, quels que soient m et m” e N¥, avee m' < m”,

m'’

l E ava ((1—4”:’%)WQ(1_‘%1'))“<— Q(g——l) 2 a,,(l—“Re’M,),

=m’ =g’

et il en résulte que la série
(-4

> oI {(l—ud)—g(1—u,))

v=1
est convergente. _
2.1.5. LevMs 5. Soit g une Jonclion complexe définie sur Vensemble
des nombres premiers et sotisfaisant c‘u_ ‘

9P <1 pour tout p.
Soit

A0 = DS TIngle) (=0 powr o< )

et
8i Von a Z%(l—neg(p)) < oo, on a

lim { sup |4 () — 4 (a))) = 0.

zro0 wci<a®

Démonstration. 8i 4> 1, on a pour < I K a?

1 2 1 2
:,;’ZE Img(p){ Q(Mg;:ﬁ aImgw);)

< 223 e

x<p€m2 LCpsg

() —Al2)]t =

daprés Pinégalité de Canchy-Schwarz,
Le premier facteur de la dernidre expression tend vers log2 quand
& tend vers +oo. Le second fend vers zéro car on a pour chaque p

(g (@) <1—(Reg(p))' = (1+Reg(p)) (1-Reg(p)) < 2(L—Reg(p))
et par suite on & 3)(1/p){Img(p))* < + .
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2.2. Nous allonsg maintenant donner un théordme qui fournira une
formulation plus précise du résultat de Halasz cité dans introduction,
étendu & une hypothése un peu plus large sar Ia fonetion mudtiplicative
considérée. Il s’agit du théoréme suivant:

 THEOREME A. Soif g une Jonction muliiplicative complese.

On suppose qu'il existe un ensemble E de nombres premiers, fini ou vide,
tel que

GPN<L  pour tout y e N* 5i p ¢ B,

et
(6) E'g_@’;_)L< 4 oo
1"’5-13‘ ﬂ

1. 8 Pon a ¢EE(.’L/p)(l—~I<be(g(13i)p""“)) = +oo pour tout u réel,
; ;
(Lim) 3} g(n} tend vers zéro quand = tend vers + oo} '

=}
2. 8%l emiste un a réel tel que

1
(7) JJ;E‘E)—(I——RG (g(p)p““)) < oo

(on sait qu'il ne peut en ewister guun aw Plus), pour tout 2 > 0 on a quand »
tend vers -+ oo :

1 (Aa)i 1 o (0"
(8) ﬂZg(fn) = 11 H(1~;)(1+ EW) +o(1).

n<Az FET re=l

Pour A =1 ceci peut $'écrive

1
@ ;Z g(n) = Co™exp(id ()] +o(1),
n=r

ott O est une certaine constanie ef

. . R
10 Afg) = YT —ia).
(10) () % - Tm{g(o)p~)
PéE
Lo fonction A satisfait &
(11) lim ( sup [4(t)—A4(z)]) = 0.

o0 pfed

2.2.1. La premiére partie de ce théoréme résulbe directement des
raisonnements de Halész, tout comme ls fait gu'il existe au plus un @
réel tel que lon ait (7).

3 — Acta Aritbmetica XLIL2
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Ia deuxidme partie pourrait aussi se dédnire de ses résultats, mais
nous préférons utiliser le théordme suivant qui est une conséquence im-
médiate du théoréme 2 de notre article On a class of muliiplicative arith-
metical functions {Scripta Math. 26 (1961-63), p. 121-141)(*):

TrsoriME B. Seif [ une fonction multiplicative complese satisfaisant &

<1
8i Yon a X (1/p)(1—Ref(p)

o [T 34

nEw n<E

pour tout neN*.

)< +oo, on a quand o fend vers oo

2.2.2. La foncticn g satisfaisant 4 I’hypothése initiale du théoréme A,
supposons gue l'on aibt (7). :
Soit g, la fonetion arithmétique, évidemment multiplicative, détinie
par '
g{) = g{n)n™".

Soient % et & les fonctions multiplicatives déterminées par

0 sipelH,
hip") =
191 (2")

(r e N*).
10 sipeh,

Il résulte de (6) que lon 2

o 1R ()} ‘ v h(n)
g——‘—% < 00 et A{

n=i

lgl(zf‘j sipel,
(p) = eb

slpe¢l

~[]( 328,

On vérifie immédiatement que g, = h+k, de sorte que l’on & ponr

=l
i 1
(13) —Z g1(m) = . ('"’) K(;), ot E(z) = _2 %(m)

s

Le théoréme B %’apphque 4 la fonetion % et montre que ’on a quand
x tend vers oo

(14) K{o) = H( —%} (1-:—51 kff)) +o(1).

Lo r=1

(%} Nous avons donnd dans motre enseignement oral une démonsitration de ce
théoréme gensiblement plus simple que celle de 'article cité, et qui, contraire ment
4 celle-ci, n'utilise aneun théoréme taubérien. Nous nous propogens' de la publier
ailleurs.

s
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Le lemme 1 montre que le produit infini

] (1~ %) (1+ D ";f’f’) exp (—%Imk@))

r=]

et absolument convergent.
En effet, son terme général peut 3°éerire (1+up)3_rp, ol

o1 B —E(p" )
'Mp = 2'——?““‘“*——— et v,

r=1

i
= — Imk{p).
P

o0

On a |u,i<<2 X 1/p" = 3fip—1) ¢t
r=31

1

By, -0, = g;}—(l—Rek(p))—I—

Rek(p)—1 1 k(p")~h(p™) |
l ? ’ 2 7"

pip-1)’

r=2

de sorfe que F'|u,|* << +oo et iu, —o,| < + o0,
S0 an désigne par ¢, la valeur de ce produit infini, 1a relation (14) donne

(15) K (x) = C,exp(id (z)) +o(1)
oL 4 est la fonetion définie par (10), car M (I/y)Imk(p} A (z).
p<z

Le lemme 5 montre que Pon a (11).
(11) entraine évidemment que, quel que soit A >0, on a gnand =
tend vers 4o

(16) A(J)—A(0) = o(1),

de sorte que, d*apres (15), K (i) — K (x) = o(1).
Compte tenu de ce que Pon a évidemment |K(z)| <1 pour tout
@ > 1, la relation (13) montre alors que l'on a quand @ tend vers -+ oo

an 23 gutm) = Ko th’} +of1).

nEr n=1

Comme elle peut s*éorire

1 h h '
23 g =@ 3 ST (E(%) ~E(@),

nEw n<w . RsE

i suffit de voir gue

2 hzﬁ") (K(%) —K(ac)) = o(1).

nEL
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Bn fait, quel que soit I’entier ¥ > 1, on a pour o > N En effet, d'me part
gl

: oo 1/
Bin) @ ! k(ﬂ} 1 b)) A . . ”
%Z L (K(;) ﬂ-K(-:v))l s‘_S] Mg (2) - m@) +2 > L | e (i) —exp (A w)) | < 20,
e ] n=1 n=N41
taat T+t /2 ;
et il en résulte que d’antre part, pour #” i< x,
) ) " |exp (i (2)} —exp (A (D) < 1A (o) —4 ()] < sup_[A{u)— A1)
,n) ] )l futs R
lim Z ( ( ) —K (= ))} ;; Lo ’ Quel que soit & > 0, dés que » est assez grand ceci est < ¢, de sorte que
. qi==,
E
On obtient 1e résultat indiqué en faisant tendre ¥ vers - oco. | f ti“(exp (i4 (@) —exp (i (t))) dt 1 L er
Compte tenu de {14) et (12} 1a relation (17) donne 2hi2
4 - - On arrive ainsi &
1 1 g:(p7)
(18) — g () = (1 — —) (1+ ) +0(1). : ' G 14 ) .
D*autre part, avec (15), elle donne : oun
. 1 .
(20) M gin) = —2— aexp(id(2) +o(1)
(19) — 2 gi(m) = Ozexp (t4 () +o(1), _ rl = 14-ia ( ) ’
- = ce gui n’est antre gue (9) avee ¢ = C,/(1+ia).
ol 0y = O, 2 h (ﬂ, /ﬂ,_ En remplagant @ par Az dans (20) et tenant compte de (16), on obtient
En posant Gy 2 gi1{m), on o pour @ >1 .
(@ 1 = Zg (Am '“exp(ul(m})-,— o(1),
2 g(n) == 2 g (myn®® = f 4G (1) = 46, (z) —ia f =@, (hdt, et, en combinant ceci avec (19) et (18), on chtient
n<r nsm 1I2
| - 1 () 1 Rl
¢f, compte tenu de (19), on voit que, guand « tend vers - oo, T‘I}.ﬂg‘: g(n) = T—FHH 1- r 1+ ;T +o(1),
. . .
Z gln) = Gyt Pexp (vz..fl(m))—wC’2 f t‘“(exp (14 t)))dt—i— o{®). ce qui n’est autre que (8).
nez Le théoréme A est ainsi ecomplétement démontré.
M : .
ais 3. Théoréme principal. Dans tout ce qui snif, f est une fonetion
F multiplicative complexe satisfaisant &
| (e (i () at \
Y : Ifin)] <1 pour tout ne N .
gl _1 e .k 3.1. Remarque préliminaire. Il existe au plus un couple (y, ),
= aa =P (14 ()} — f 1 (exp (i4 (#)) —exp (i4 (t))) dat ' oil y est un caractére de Dirichlet primitif(°) et  un nombre réel, pour
1 . R
xitie . . (%) Noms admettons parmi les caractéres primitifs la fonetion égale & 1 pour
=1 Tia €xXp (ut(m)) +o(@). _ o tout n, le conduetenr étant 1. Ainsi, pour tout k ¢ N*, il ¥ a p(k) caractdres modulo

k et chacun d’eux, y comprie le caractére trivial, est équivalent & un caractére primitif.
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lequel on a

1, -
2 3 (L —Re{z(@)f(2)p™™)) < +oo.

En effet, supposons que (y, 4,) ot (y., ¥,) soient deux tels eouples,
les conducteurs de y; et x, étant &, et &, (qui sont done == 2).

8ip est un nombre premier ne divisant pas k; &,, le corollaire dulemme
2 donne, en prenant ¢ = ¢(k;)p(k,) et respectivement z = x, (p)f(p)p~™,
ot 2 = y.(P)f(D)p ", |

1—Re(f(p)'p~™) < ¢*{1 — Re{n (2)f()2~))
et .

1—Re(f(p)'p™ %) < (L —Re (n(p)f(2)p™)-
Par sunite :

: 1 — 1 —
2;(1“39(1"(1’)41’ M) < oo et 25(14@ (F(2)p™" ) < oo,
ce qui entratne, d’aprés lo. théorie de Haldsz, que u; = #,.

Maintenant, toajours pour p ne divisant pas k ks, en prenant dang
le lemme 3 '

n=1@n@ et & =pn@)fer™,

on obtient

1—Ro(ra(p) 7a(2)) < 2 (1~ Re (1:(p)f (2} ™) + 2 {L~Re (1 (2)f (p)2~*1)).

11 en résulte gue

1 —
2 _(1"'R'e (Xa(P)Z:{.’P))) < oo,
Prhky : ) '

Bi &y ou k, = 3, de sorte que o (k) @(k,) > 2, cect entraine

T 1
— < oo,

il ky
x1(m} #xa(m)

car, 8l pfhiky eb 71(p) # 22(9), on &
2z

1 Re 71 (m —eoy —
1-Re{n@) n(p)>1 O e

puisque

(@ R@FS =1 o pE)nw #1.

icm
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Ceci implique y; = ¥,.

8i k; =k, =1, on a aussi g, = ¥, {= la fonction égale & 1 pour
tout =).

T est clair que, 8% w'existe aucun couple (x, w) du type indigué, on a

2 —11; (1 —Re(x(p)f(p)p™™)) = +oo

pour tout caractére y et tout u réel, tandis que, 8’il en ewiste un, soit (1, @),
on a

2 % (L—Re(z(@)f(2)p™™)) < +oo

51, et seulement si, le caractére y est équivalent & yq €l v = a.

3.2. TeGOREME 1. Soitke N* etl e Z, et soit Fla; b, D)= 3  [fln).
nﬁl?égdk}
Lune des deux ocirconstances swivanies a liew:

1
(a) p Fw; k, 1) tend vers zéro quand x tend vers 4 oo;
(b) il ewiste une constante complexe non nulle C, une conslanie réells
a, et uno fonction réelle A définie sur Dintervalle [1, +oo[ el salisfaisant &
lim { supq 1Ay — A} =0,

00 T<iEx™

telles que, quand o tend vers - oo,

% th; k, 1) = Oxexp(id (z))-+o(1).

fl

Dans Te cas (b), |C| &t a sont déterminds (car on abim

T—=co
o B kD)
t - fout A >0, Im ————-
&t, pour fout i > ’,}_ﬁﬂ.ﬁ(w;k,l)

Par contre, la fonction A et la constanie C elle méme ne sont pas détermi-
néss on peut bvidemment remplacer A par une fonction A, quelcongue telle

que A,lz)—A(x) tende vers uwne limite finie 0 quand @ tend vers + oo, en
—id

1
= Pla;k, 1)|= 0]

= i),

81 ewiste des couples [k, U] powr lesquels (b) o liew, la constanie a est
lo méme pour tous ef il existe une fonction 4 valable pour tous.
On peut préciser. duns quels eas on a {a) ou (D).
8 Pon e

1 .
. - Reloifinr) = oo
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pour toul caractere y et tout w réel, cest le cas (a) qui a lieu guels que soient
ket _
81 existe wn caractére primitif . et un nombre réel o tels que

22) D= (= Reln(n)fr)r) < +oe,

le comportement de F(x; k, 1) pour x tendant vers --co est déterminé comme
suit, ky élant le eonducteur de y,.
Posons (k,1) =d, b=ak’, L=a¥, 8, = [] 2?8, = [] p"?
i e
(de sorte que @ == 6,0;, (&;, k') = 1). -
8i k' nlest pas multiple de &y, o'est le cas (a) qui a liew,
8i k' est multiple de ko, on a quand x lend vers + oo

(23)

1 2@ (97

.
z F(w; &, 1) Praar)

. %o{8:V)F(81) iz 1)
T Atrimr e’ ,Q(l—;

iy

+o(1),

T =vp(d)

ce qui peut 8'éerire

(24) % Pla;k,l) = O 0 exp(id(@)) + o(1),

GDBO

(25) A(g) =2%

B
. %ol 60 )f(81) . 1
Ttk e P (_"’25 Tm

1 W @) : .
xJ] (1~;)( O BB exp (L m )

ik r=25,{d)

Im (x,(9)f(p)p~*)

et

(26) Gy (xofr)f(zi)?""’)) X

ol le produit infini est absolument convergent.
La fonction A satisfait & (11).
On remarque, daulre part, que 10kl me dépend gue de T et d.
On est dams Te cas (a) ou dans le cas (b) suivant que Cpr =

I (%} Pour tout m e N*, nous désignons par v, (m) le plus grand a e N t6l que
e m. : : .

0 ou Cpy =0,
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On a O ;=0 &, el seulement si,

T N %)@
o []( 31 =) <o
| 2 o
Bn particulier, Cp, #0 88 5 =2k, e (k,1) =1 (car 6, =d =1
et &' =Fk).
§i f est & voleurs réelles, on a a = 0 et A{z) =0, de sorte que (24)
se réduit &
(Vz) Flw; &, 1) = O +o(1) (O ftant éoidemment réel).

3.3. Démonstration du théoréme 1. Remarquouns d’abord que,

- pour démontrer le théoréme 1, il suffit d*6tablir les deux points suivants:

1. 8iPon a (21) pour tout caractére y et tout % réel, quels que soient
Eetl, (1fz)F(w; k, 1) tend vers zéro quand o tend vers + oo,

2, Dans le cas ol il existe un earactére primitif y, et un nombre réet
a tels que Pon ait (22), si k" n'est pas multiple du conducteur %, de ,,
(1]w) F(2; k, T) tend vers zéro quand » tend vers + oo, et, 8i &' est multiple
de %k,, on a (23).

En effet, dans ce dernier cas, le lemme 1 montre que le produit infini

(163 5 20 -

prE T=t{d)

% T (o (p)f (p)p““))

est absolument convelgenﬁ de sc;rfe que la formmule {26) délinit bien Cra.
Pour le voir, on remarque que, en posant g(rn) = o (n)f(n)n~", gon
terme géméral s’éerit

(L+u,)e”?,

ol _ :
_ 0 -
up=(1——).2”1 1 e v, =— Img(p)
Bl & D
Pour p >4, on a

fw ’") 9"
e
r=%t

et

_1 i
by =Ty (Reg (p)—1} 'f“zy—;g“‘(‘p—r |

ol
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d’ot, puisque |g(n)] < 1 pour tout », u,| < 2/(p—1) et

1
|26, ~ 2, <— (1—Reg(p)) +

Tpp-1)
2
)
)+ 5y

et il résulte de Ia que 3 |u,|® < + oo et Eifu,pm 1l < oo :

On voit alors que Ia relation (23) donne bien {24) ot Cy,; ost définie
par la formule (26) eb A (2} par (25).

De plus, le lemme 5 montre que P'on a (11).

Le fait que Cp; = 0 si, et seulement si,

(1—Re(zo(®)f(p

'ﬁl]—l "3

C xu(P’)f(p”))
£(82) A =0

résulie de ce que, si pf2d,

$aigy

%" (")
'““ 1+2 > r(l-z—m) # 0

r=v_,p(d)
£ar
(9"} (0" 2‘” 11
m _-_.<__ —_— = ——— .
r=1 .,pr(l-rm:) Pr p_}- <1

re=l

Dantre part, sifest & valeuz's réelles, en prenant k et I tels que €y ; # 0,'
par exemple & = 2k, et (%, 1) = 1, on voit que, pour tout 4 > 0,
. . Fliw: %, 1) ‘
Moo=l T L egt péel
-0 m (@3 ky 1) ’

ee qui implique @ = 0.

1
Alors (22) se réduib Q,Z.;(l—Re (x0(2)f(p))) < 400 et il en résulte

qne y, est un coractére réel, de sorte que 4 {w) == 0.
En effet, s'il existait un m tel que yo(m) ne soib pas réel, on aurait
by 2 3, d'ol p{ky) 2 2, et, pour p = m(maedk,),

) 27
1—Re(xa(p)f(p)) = L—eos qp(]:T).

. 3.3.1. On voit d’abord que la eondition # = I{med k) est éguivalente &

n=dn avee #' =0{modk'),
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et par suifo
Flayk, )= fian)-
»'<z/d
n'=1'(mod k")

Remarquons que la condidon o' =1 (medk’) entralne (»', &'} =1,
Aot (w', 8;) = 1 puisque §,|¥, Aol (§,»', §,) = 1 puisque (4;, d,) =1,
et par suite f(dn') = f(6,8,07) = f(8,)f(8.7").

On a done

Fle; &k, Uy = f(1)

A ce point, on voit gue, si f{8;) = 0, on a bien les conclusions voulues,
qu’il existe cu non un couple (y,, ) tel que V'on ajt (22). Bn effet, Fa; &, 1)
= 0 et, dans le cas o il existe (x,, a) tel que Pon ait (22), le terme principal
du seecond membre de (23) esfnal.

1 en est de méme s’il existe un nombre premier p divisant §, tel que
flp™) = 0 pour tout r = v,(d).

" En effet, cn a enecore F(m k,1) = 0 car, quel que soit n', on & pouxr
le p en question #,(8,n") = 2,(8) = v,{d), &cut f(p 2 “”’)) 0, et par
suite f(8,n") = 0. Pa.r ailleurs, 'l ex.iste un esuple (y,, ¢) tel qu’on ait (22},
le facteur correspondant au p en question dans le produit au second mem-
bre de (23) est nul.

3.3.2. Nous pouvons done écarter les deux cas que nous venons de
considérer et supposer que f{6) =0 et que, on bien 8, = 1, ou bien, pour
tout nombre premier p divisant §,, il existe an moins un r = v, (d) tel que
(@) # 0. ' |

Dans ee dernier cas, TOUS ciémgnerons par v,(d)+a, le plus peti_t

= v,(d) tel que f(p") 0.

Définissons Uentier & par

§=1 8 &=1, s=][»7 &

FALI

8, > 1,

de sorte que {d, %) =1 el f(§,8) # 0.

01 voit que, gi 6 = 1, peur que f(d.n') = 0, il faut que #' soit multiple
de 4.

En effet, si #° nest pas multiple de 8, il existe un nombre premier
p divisant 8, dene divisant &, eb tel que o, > 1, tel que v,(n’) < 7,(8) = a,.
Alorg @, (6297,} == W, (8,) + v, (0)) = v, {d) +- 1, (') < v, (d) + @, €b par con-
£équent 7 ™) = 0. Done f(8,n') = 0.
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Il résulte de 14 que Pon a
Flas &y 1) = f(6y) J(6,0m)

meisd
#m==l’ {mod k)

1 1 7
=560 ) st (s ) 7 xtom)
' mLxldd Pl xmod %’ .
et par suite

@ Flosk ) == 1(6) 2 @ 3 yimisis,om).
Tutroduisons la fonetion multiplicative f, déterminde par
fio") sLpt 0,
AY ={ ™y e
W si p|és,

On vérifie immédiatement que, pour tout m e N* f

J{329m) = f(8:8)f1(m).

Ainsi, on voit finalement que 1’on a

(28) —lm-F(_:n;k, )

1 f(8:)7(5.9) —  {od
w3 smnm).

Fmod &7 mexfdd

3.3.3. Pour tout caractére z modulo %', la fonction xf, satisfait &
Phypothése initiale sur g du théoréme A, ensemble & étant Pensemble des
P qui divisent 3,.

Dlautre part, pour p > &, 7(p)f(p) = 2(2)f(p).

8ilon a (21) pour tout caractére ¥ et tout » réel, il résulte du théordme
A que, pour chague caractére x modulo %',

(LX) 3 x{m)f,(m) tend vers zéro quand X tend vers -+ oo,
meX

Laformule (28) montre alors que (1/®) F(x; &, 1) tend vers zéro quand @
tend vers oo, .
' Supposons maintenant qu'il existe un ecaractére primitif %o €6 un
nombre réel g tels que Pon ait (22), et soit ko le conducteur de y,.

Bi &’ n'est pas multiple de %,, aucun caractire module %' n’est égquiva-
lent & #,, et on voit encore que (1/a)F(z; &k, 1) tend vers zéro guand
tend vers + oo, : : '
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Si &’ est multiple de kg, parmi les caractéres modulo %', il ¥ en a exac-
tement un, soit x,, qui est équivalent & y,.
Pour toub caractére y modulo k* antre que y,, le théordme A montre

- que (L)X} > z{m)fi(m) tend vers zéro quand X tend vers + oo,
mLX

Mais on a

. 1 . '
2 (L-Felu@himz ) < +o,

et le théoréme A monfre (en prenanﬁ g = rfr et A = 1/8d dans (8)) que,

quand z tend vers -}-oo,

6_d Fa(m)fi(m)
o

msz(6E
i ki PYF (T
= @' ‘Hn(l__l*)(lJr xl(pm)ﬁ_g)) o).
(1 -+2a)(6a)™ L 2 4 P

La formule (28) montre done (compte tenu de ce que (&', 8) = (&', 1)
= 1) que 'on 2 quand % tend vers 4 oo
1 f8f(8:8)
() (1-+da) od)r

DET

r=1

7o(V) 2o (8) 5% %

1
29) = Fw;k, D) ==
{29) mf’(ﬂ»,,)‘(p

Compte tenu de ce que, pour tout »= 1,
" 0 sipl|&,
V=1 s ot

on a pour ¥ > %

1 1 7 (p“)flfp"))
[1{ ) X 2

n=x

(16 DT bl S

pie ‘;ﬁi r=1
o (F) (1 1) Zm. 2o(p")f (27
S - r(1+1ia) .
k nEL P r=0 4

Ptk
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Maintenant, on remarque que les p qui ne divisent pas & sont cenx
gui divisent 4, et ceux qui pe divisent pas k (formant deux ensembles
dizjoints).

Si p|ds, on a pour chaque. r =0

@fe") 1 (o) (peiy
Pr(l+ia) - f(pnp(ézd)) ' p‘r(l-i-ia)
_ W) p(1+ia)v_,p(éq6) B2 (Pvp(325)-}-r V(9" p(dzd)+r)
flp p(ﬁnd)) plwta)( (338} -+7) ’

et il en résulte gue

2 Xo(P __ Ko(p®a?) pli+imy(ied) 5' %02 (2"
P 1‘(1+iu) f(P'yp(&zé)) 7(1-+ia)

r=2,,(035)

o

On peut remplacer ) par 3 car o,(g, 8) = 1, (d) +a, et si

r=up(é’2ﬁ) r=1):p(d)

@ >0, f(P"} = 0 pour v,(d)<r< o, {d) +a,.
Corname {4y, on obtient ainsi

1631, 2 "“P,a{;, )

Dl
_ 20(80)(8,0) 1) X n@)fe)
o L[5 2

Didy r=vp(d}

Siptk, ona fi(p") = f(p") et v,(d) = 0, ¢t par suite

o
Z;zo _ y 2@ )M (2")
r(1+m) o ,Pr(1+ia) -

r=0 r=uy(d)

Finalement, on voit que, pour o > % (done > &’ et > 3s),
1)( el apritey
1— {1+ : ,—‘—mw)
_ k) 2l 6 5){8, Gy +ia
T (5 8) H(

En reportant ceci dans (29) et tenant compte d - -
abtient. bien (23) pte de ce que d == §,4,, on

) Z”f’; 2o (B F (37
pr(l-s‘-iaj :

"="p(d)

icm
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3.34. Remarque. Dans le cas ol il existe un caractére primitif
7, et un nombre réel @ tels que Pon ait {22), on a teujours

0y 1 i’
Ol < = XD (2- > 5 L Belu@fe) )))-

ik

En effet, on voit d’abord que

)
Gl PR e

[ 2)( 5, 20 o £

{xolp)Sf (P)P;‘”)) .

X
¥ r=up{d)
On a _
fe 1 b
< e =
Ko, V1+at K& Vita  kVi+a?

(puisque & = dk’ = &; 8,%).

Dautre part, comme chacun des facteurs du produit infini est évi-
demment de module < 1, son module est au plus égal & celui dn produit
obtenu en enlevant les facteurs correspondant aux p qui dlwsent 2d sans
diviser &’ (8’1 y en a), ¢’est-d-dire dn produit

[T(-2)( 52tz

2k

) exp (—-% Im (Xo(?)f(l’)i’_m))'

En reprenant les raisonnements des paragraphes 2.2 & 2.3.2 de notre
article Sur les fonctions arithmétiques mulliplicatives ("), ot la fonetion f
sera remplacée par la fonction égale & yy(n )f(%)n""”, gn voit que, pour
chaque p, on a pour l| <12

. » r C‘(m—»l
(1_z)(1+2“1';}f ?") ) EXP(Z r),

r=1

ol Jes C®) sont des constantes satisfaisant &
P = (D) f ()™,

On obtient upe expression du terme général du produit considéré
ci-dessus en faisant z ==1/p dans cette formule et muliipliant par

0@ <27 —1 pour tout r=1 et

(). Ann. Sei. Ecole Norm. Sup. (3) 78 (1961), p. 273-304.
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exp (——;— TIm (xﬂ('p)f(p)p"“))‘ On trouve que ce terme général est égal

2 nloy = E
exp (2 o1 ~ (xo(p)f(p)p-“))

-
¥
r=1 P

] 1-'Re(xo(2?)f ()2~
= gXP gzz lr‘pr . - P ).

On a

=41
o
La série 2(2 T
ek ‘r=2 p

) est done absolument convergente, ot le
produit est égal &

o0

R

Cwik Cr=2 pt2k

Son module est an plus égal &

1-Re (zo(p)f(p)p‘f“))

exp (2 - 2

»tk ) P
puisque
2 2 o 1—Re(y,(2)f(2)27)
792 e <t ¢ <k
o2k D2

4. Conditions pour l'existence de valeurs moyennes sur les progressions
; arithmétiques. Si ¢ est une fonction arithmétique et ¥ une partie infinie de
f N*, on appelle , valenr moyenne.de g sur E” la limite pour » tendant vers

toode (3 17 3 g(n), si cette limite existe et est finie.
nB  mem

81 B = N* on retrouve la valeur moyenne nsuelle.
: Etant donné & e N* et 1 e Z, nous désignerons par P(k, 1) I’ensemble
; des n e N* tels que n = I(mod%).
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Il est clair que g posséde une valenr moyenne sur P (%, 1) 81, eb seulement 3
si, (1f#) > g(n) tend vers une limite finie quand » tend vers -+ o,
QLEI’(Llfgd 3]
et que la valeur moyenne de g sur P(k, I} est | fois cette limite,
Dans toute cette section comme dans la secticn 3, T est une fonction
multiplicative complexe satisfaisant &

[f(n) <1

Nows conservons les notations de la seetion 3. En particulier, d, K, T,
8, et &; sont définis & partir de k et 1 comme dans Uénoncé du théoréme 1.

Ce théoréme permet d’obtenir des résultats concernant Pexistence de
valeurs moyennes de f sur les ensembles P(k, I).

pour towt n e N*.

4.}. Remarguons d’abord qu’il résulte dn théoréme L que, si f est
& valeurs véelles, elle posséds une valewr moyenne swr P(k, 1) quels qus soient :
Letl = ' '

4.2, Les deux théordmes suivants sont anssi des conséquences im-
médiates du théoréme 1.

TEREOREME 2. Etani donné ke N* e LeZ, pour que 'f posséde une
valeur moyenne nulle sur Pk, 1), il faul et @ suffit que Pune des conditions
suivantes soit salisfaite: A ' )

i) On a 2—%(1»33,@ (Z(jp)f(p)p“',‘.‘)) = oo pour foul caractére y

modulo k' et tout u réel.
(if) Ilewiste un caractére z, modulo k' et wn nombre véel a tels que

2 %(1—Re (@)@~ ) < +o0(®)

et on a

S (@ )f(p7)
s []{ 3 #w) o
ﬂr‘«‘g r=un(d} - ‘ ‘ \

Lo condition f{6;) = 0 est suffisczﬁte 4 elle seule.

THEOREME 3. Pour gue f ait une veleur moyenne nulle sur P(k, 1)
quels que sotent k et 1, il faut et i suffit que Pon ait

Dl - Releinfipir ™) = +

. pour tout caraciére y et tout w réel

(®) D'aprés ce qui a 4té dit an § 3.1, il ne peut existor plus ’un couple (zq» )
tel que ceci ait lien. o

3 — Acta Arithmetica XLII1.2
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Remarquons que la condition indiquée est certainement satisfaite s'il
existe p 71 (et nécessairement de module 1) tel que, quand x iend vers
+ oo, .

2 1/p = o(loglogz).
P )

I(w) #e

Uela tient & ce que, i y est un caractére modulo &, on a pour tout « réel

2%(1“38(54(?”(?)9“‘“))2 Z —~(1 Re(gp™™) — 2_,

D
L p=ifmod k) : fg:) 4

et, quand « tend vers - oo, le second membre est équivalent &

1—Ree . o
— = loglogzr si w=0 et logloge =i % 0
o(k) gloe o (k)
(car, si o 7 0, Ia série 3 1/p**™ est convergente).
p=1(mod k)

Par exemple, la condition est satisfaite sif est 1a fonctl on u de Mobius
ou la fonction 4 de Tiouville.

4.3, Tefortnvm 4. 81 existe unm caractére primitif y, tel que la série

1
_Z; {1 — zo(0)F(2))

soit convergente,  posséde wune valeur moyenne sur P(k, 1) quels que soient
Eel(®

Cette valeur moyenne M(f; &, Z est déterminée comme suit, ky éant
le conducteur de y,: _

8 k' n'est pas mulltiple de &y, M{f3k,1) =0

8i k' est mulliple de Fy,

| TS 1 > o r r
(S5, 1) = alof 80 & | | (1_%) 3 eI

7
DR r=v,{d) »
Lorsque &' est multiple de &y, on & M{f; %,1) = 0 si, et sewloment si,
N L0 ()
s [T ( S 2@,
2 v
I1 est & noter qu’en particulier, si k = 2k, et (k, 1) =1, M(f; %,1) = 0.

{*) En fait, f est Umite-péricdique B.

Démonstration. Lhypothése faite entraine que
1
2;(1—& (£o@)() < + o,

ce qui est le cas particwdier de (22) ot & = 0, et que 1a série

= Tl )

est convergente.

D’aprés le théoréme 1, si &' n'est pas multiple de &y, (1/2)F(w; %, 1)
tend vers zéro quand « tend vers 4+ oo, et done f posséde une valeur moyenne
nulle sur Pk, I).

Bi &’ est mu1t1jple de AD, la relation (23) donne

(30) = F(os, ) = 2L "’(‘” Wit H( ) Zi—@)ﬂl o).

V4 )
il r=v.{d
Dz i)

D’autre part, on sait que le produit infini

(T R —

DR r=rp (3}
est absolument convergent.

Oomme le produit ” exp (% Im (o (p)f! p))) est convergent, le produit

Tk
n(l_i) 2 Zo(2 )f”{ip)
BtE P ) r=”p(d) p

est econvergent.
Lo relation (30) montre alcrs que, quand @ tend vers -+ oo, (1/2) X
X F(x; K, 1} tend vers
) D 1e(P"f (")

%ol 8:) Zol821)f (1) (
%’ dy ﬂ rotd) P

efi, en tenant compie de ce que & = k'd,4d,, on voit que f pesséde bien
ia valenr moyenne indiquée sur Pk, ).
Le condition pour que M (f;%,7) = 0 est simplement que G, = 0.

¥

4.3.1. Remarque. D’aprés la remarque du paragraphe 3.3.4, lorsque
k' est multiple de Iy, om @

. T Y 1*30(1’0@9)10@))
(3B, 11 < duesm 2 ;;—,: : )

(car | M (f; B, | = k[0,
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4
1
1
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4.4, TEGOREME 5. k et | dant donnés, pour que f posséde une valeur
moyenne non nulle sur P(k, 1) 4 est nécessaire gu'il ewiste um caraciére y
modulo k' tel que Ta série

1
D15 - awise)

soit convergente {Cest-d-dire qu'il ewiste wn caractére primitif de conducteur
divisant &' satisfaisont & la méme condition).

Démonstration, Supposons que f posséde une valeur moyenne non
nolle sur P(%, I).

On voit d’abord qu'il existe un caractére primitif 4, et un nombre
réel @ tels que l'on ait (22), et que &’ est multiple du eonducteur %, de
5. (Dans le cas contraire, f aurait une valeur moyenne nulle sur P(k, 7).

On a done (24), et évidemment O ; 3 0 (plus précisément, .

1
IGk,zl ="75— [AL(f5 %y D).

On voit que a = 0, puisque (24) entiaine que, quel que soit A >0,

so = fim ZUZ R, 1)

_ evo AF(T, K, 1)
Aingi (22) se réduit &

=1,

(31) 2y L Belaipyp)) < +oo
ot (24) of (25) & -

(32) 7 % Fla; b, 1) = Cyexp(id (@) +o(1)
of '

Aw) = 3= Im (1 (0)f(p)).
D p

(32) entraine que, quand @z tend vers --oo, exp (i.ét (2)) tend vers
M{f; By 1) [KC,,;. '
- On déduit facilement de 1% que A (o) tend vers une limite finie quand
& tend vers oo, _

En effet, soit 6 > 0 et < 2rx—1/2.

I existe X, = 1 tel que, si &’ et &' = X,

Jexp ({4 (")) —exp (14 (o)) < 2 smé .
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Alors, pour teut > X,, on o
- - . £
lexp (¢4 () — exp (14 (X,))| < 25111;-’:,

&

|, A{x)—A4
R S it il L T

Y g X,
¢’est-d-dire |sin - (X 4[ < 5in
|

g

et par sunite A(x) appartient
4 I'un des intervailes

[A(X,)+2sm—ej2, A(X) +2n+e/2], ouscZ.

On voit que cet intervalle est le méme pour tous les » 2= X, clest-
A-dire [A(X,) — /2, A(X,) /2], ear ¢’est le méme pour ' et 2’ 8 X, < '
< a&" < o' 4+1. En effet, on a dans ce cas [A{z")—A(2")] < 1/2 puisque

1
A@)~A@) = D) = Im(n(@)@)

2 <z

et cette somme contient au plus un terme, lequel est de module < 1/2,
Bi A(x") et A(x”) n’étaient pas dans le méme intervalle on aurait |4 (&) —
— A =2r—e>1/2.

11 régulte de la que, si 2" et 2" = X, A (2")—A(2)] L e

A () tendant vers une limite finie quand @ tend vers -+ oo, la série

Do Imnip)fie)

est convergente.

L .
Avee (31) ceci montre que la série 2 7 (1 — xo(p)f(p}} est convergente.

4.4.1. Remarquons que les théorémes 4 et 5 fournissent une condition
néeessaire et suffisante pour que f possdéde une valenr moyenne sur Pk, 1)
quels que soient % et 1, celle-ci n’étant pas toujours nulle.

4.4.2. Notons aussi que, si f posséde une valewr moyenne non nulls sur
P(%,1), on peut conclure non seulement qu’il ewiste un caractére y modulo

1
%' tel que la série 2 7 {(L—x(2)f () converge, mais que Von o pour ce caractére

o 1—Re(y(5)/(5)

< 2+1og
Btk '

2
M (f; 5, D)
Cela résulte de la remarque du paragraphe 4.3.1.

4.5. THEOREME 6. 81 existe un m, c N* tel que la série

1 o
2 ) (lff(p) )
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0t convergente, powr foul m € N¥ la fonction f™ posséde une wlcm moyenne
sur Pk, 1) quels gue sotent I et 1.

Démonstration. Soit m fixé = N*.
On sait que, si on &

1 .
25(1—1%6(%(13),7‘(10) p) = +oo
pour tont caractére y et tout u réel, la fonction f™ posséde une valeur
meoyenne nulle sur Pk, 1} quels que soient % et L.

Supposons dene qu’il existe un earactére primitif y, et un nombre
réel a tels gue 'on ait

i .
(33) 2 - Reln@fory ) < +e,
et soit &, le conducteur de x,.

Soit h = @(ky) 66 p = mgmh.
Il résulte du corollaire du lemme 2 que Pon a

1 "
> H (1—Re{(ro@)f(py"p— ™) < + o0,
et par suite, puisque yo(p)™" =1 quand ptke,
1
34 i L T - P —imgke
(34) | Zp (L—Re{f(p)p~ ")) < +oo.
Dantre part, il résulte du lemme 4 que la série
2-1—(1 —fipY)
?
est convergente, de sorte que l’on a
: " ,
(35) Z}T (1—Re(f(p))) < +co.

D_u fait que Pon a (34) et (33) il résulte que & = 0.
Aingi (33) se rédmit &

25 i=Eelnmymr

))< + oo,

Comme la gérie

1 g
2 7 L= @@
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est convergente, le lemme 4 montre que la série

1
ol i
25 - wmiser)

converge.
Alors le théoréme 4 monire gue la fonction f™ posséde une valeur
moyenne sur P&, 1) quels que soient k et 1.

4.6, THEOREME 7. Si, pour un m; € N* et un couple [ky, 1], la fonction
f™ posséde une valeur moyenne now nulle sur Pk, L), pour tout m e N*
la fonction f™ posséde une valeur moyenne sur P (%, 1) quels que soieni k &t L.
Démonsbration. D'aprés le théoréme 5, il existe un caractére x
modulo &= k/(k;, I;) tel que Ia serlez-* (L— x(p)f(p)™] soit convergente.
Alors, d’aprés le lemme 4, la série

Sl

p ot k= (%),

est convergente, et done aussi la série

1 .
—{L—flprm).
D s
Le théoréme 6 donne alors la coneclusion annoncée.
4.7. TEtoREME 8. % et | dlant fizés, §'l ewiste b > 0 muliiple de ¢(k')
et K > 0 tels que lon ait
(36) | Tm (f(2)%)| gK(l~Re(f(p)")) pour toul p premier,

f posséde une valewr moyenne sur Pk, 1)(*0).

4.7.1. En vue de la démonstration de ce théoréme, faisons d’abord
la remargue suivante: '

Soit ¢ une fonction complexe définie sur l’ensemble des nombres
premiers et satisfaisant &

ig(p)| <1 pour tout p premier.

$*1 existe un a réel £ 0 tel que
1 .
Zg(l—Re(g{p)p‘”‘)) < co,

(%) En fait, il suffirait de sapposer que 1’on a (36) pour tous les pquin appan:men
nent pas & un ensemble E tel que X 1/p < + oo

neH
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fiout nombre complexe de module 1 est adhérent & Ia suite des nombres
g(p). Plus préeisément, quel que soit 0 réel et quel que goit ¢ > 0, on a

2 lip = +oo.(1)

lr{p)—e??|<e

Bn effet, comme
9(0) ~ 2" = [p(p)p~ ~ 112 < 2(1—Relg(p)p™)),

on & pour tout >0

2 1fp < +cc,

lo{p) 12|22

Alors, comme |g(p)—eé| < |g(p)~p™+ [p* — €|, on a pour tout
e>0 et tout =2

St Stz
iz P = P o)~ 5 5/

lo(p)~e%)<cx [0 o efn

Il suffit done de montrer que, quel que soit ¢ > 0,

1% gy

Comme [p®—¢* = |p~% — ¢~ on peut raisonner en supposant
a>{.

Diautre part on peut sUPPOser & < 2, seit & = 25ing, ou 0 < ¢ < wf2.
Ona [pf*— e < ¢ pour tout p satlsfulsant &

(37) 2mr+80—2p < alogp < 2m7r—l—6+2tp, avec m e N¥,

Or, de ce que ’on 2 quand # tend vers + oo

2—- = 10g10gm-|—b-}~0(

1
) y Ol b est une constante,
D gm

on déduit aisément que, quand m tend vers + oo, la somme des inverses

des p satisfaisant & (37) est. équivalente 3 i . i

T om
4.7.2. Oect dit, supposons que 1'on ait (36) avec b multiple de ¢ (k).
) On a méme ].E (loglog#)~! >  1/p>0.

Trip 0O bS]
Io(p)—eWi<e -
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On sait que, sf on a
11 ;
zg(lm“ﬁtf(xw)ﬂp)p ) = 4o

pour tout caractére y modulo &' et tout u réel, f poszéde une valeur moyenne
nulle sur P(%, 1).

Supposons done qu'il existe un caractére y; modulo % et un a réel
tels que :

2 % (1 —Beln @)/ p)p~) < +eo.

Il résulte du corollaire du lemme 2 que 'on a

2 %{ (t—Re((z(p) f@1p ) < + oo,

et par suite

(38) Z% [L—Re{f(@y's~™)) < + 0.

Comme ¢ n'est pas adhérent & la suite des nombres F(p)* si § esb
non nul et agsez petit, il résulte de la remarque ei-dessus que IPon a néces-
sairement @ = 0.

(38) se réduit done & 2;(1»~Re(f(;p)h)) < +oo.

1, _
Avec (36) ceci montre que la série Zg(l —f(p)" ext convergente.

Il résulte alors du théoréme 6 que f possdéde une valeur moyenne
sur Pk, 1).

Regu le 27. 2. 1981 (1243)




