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Théoréme de densité de Tchebotareff et monogénéité
de modules sur I’algéhre d’un groupe méiacyclique

par

Nrcore Mosgr {Grenoble)

Soit ¢ mn groupe métacyclique, c’est-a-dire un produit semi-direct
de groupes cycliques. Le théoréme de densité de Tehebotareff permet
de démontrer 1a nionogénéité de certalns Z{G1-moduales construits & partir
d’idéaux de corps cyelotomiques @9, pour ¢ diviseur de Lordre de @.
On o céduit une classification compléte des Z[G]-modules monogénes,
dans e cas olt & est un grounpe diédral d’ordre 2p, p premier. Une ¢onsé-
quence arithmétigque intéressante de cette classification porte sur les
unités de Minkowski. On rappelle gqu'mne extension galoisienne K/Q,
de groupe de Galois &, posséde nne unité de Minkowski 5i le Z[G]-module
quotient du groupe des unités de K par le sous-groupe des unités de torgion,
est monogeéne, On sait déja (voir [3]) que si le sous-corps réel maximal
du p-idme covps cyclotomique Q%) est principal, toute extension diédrale
imaginaire de degré 2p de Q admet une unité de Minkowski. Le résultat
démontré dans cet article permet de supprimer ’hypothdse sur Q@):
toute extension diédrale imaginaire de degré 2p de O admet une unité
de Minkowski. Les unités de Minkowski rencontrées dans les travaux
antérieurs appartenaient au sous-corps réel de K, ou étaient de norme
trivizle sur ece sous-eorps; on en construit ici de nouveaux types.

Tous Ies modules considérés dans cet article sont des Z-modules sans
torsion et de type fini; s1 1" est un groupe fini, on utilise uniguement des
structures de Z[I'l-modules & gauche. Enfin, pour tout entier d, on note
{; une racine primitive d-idme de unité, Q% = Q({;) le d-idme eorps
cyclotomique, et 4 Panneau des entiers de Q. :

1. Quelques lemmes générawx, Soit I' un groupe fini; étudier les
représentations enfitres de [, c’est déterminer les Z[I'}lmodules indé-
composables. Pour la coustruction de ces modules, on nbilise les denx
opérations de somme directe de sous-moduley, et d’exfension d’un sons-
module par un aiutre. Le comportement de 1a propriété de Z[I'-monogé-
néité, relativement a ces deux opérations, est décrit dans les lemimes ci-
dessons: :
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Lenvwe 1. Soient I un groupe fini, e M wun Z[I']-module somme
dirvecte de deun sous Z[M-modulés Ny et N,. _

(1) 8% M est Z[I-monogéne, de génératewr {a, §), slors N, (resp. N,)
est Z[I'l-monogéne de génératewr o (resp. f);

(if) On suppose N, et N, Z[I-monogines; solent a un génératewr de
Ny, Fannulatewr of dons Z1T], et § un génératewr de N,. Les asserfions
suivanies sont éguivalentes:

(a) (o, ) est généraleur de M;

{b) - =N,.

Démonstration. I assertion (i) est immnédiate.

8i I'on suppose (a, §) générateur de M, quel que soit (0, y) dans M,
il existe A élément de Z[I'] tel que

Ma, p) = (0,9),

et of-f est égal & N,. :
Réciproquement, si o/ +f = N, quel que soit (v,y) e M, il existe 1
dans Z[I'] et x dans & tels gue

Ara=p e pf=y—i8,

et on & (A+p)(a, f) = (@, 7). m |

On considére ensuite le Z[IM-module M, extension du Z[I"]-module
N, parle Z [I'l-module N, construite & ’aide du cocyele f & Z2 (I’, Homy(N,,
¥,)). Une telle extension est notée (N, N,, f), ou {¥,, Ny) lorsquil n’y
a pas ambiguité sur le choix du coeyele. On rappelle que (N, N,,f) est
le Z-modnle N, ®N,, sur lequel I" agit de la manidre suivante: quels
que solent # e Ny, yeN,, sl on a

ol@, y) = (U‘.GU-J,—f,,(ﬂ’y), Uy)'

DEFINITION 1. Ttant donné I'extension (¥,, N, f), solt g un &lé-
ment de ¥,. On appelle @, ;Papplication Z-linéaive de Z[I'] dans N, définie
par:

Bro{ Y a00) = N afulof)  (a,€2).
oel’ gel®

Leyve 2. Soit M Ie Z[I'-module (Ny, Ny, f), o fe 22 (P, Homny, (N,,
Ny} _

(i) 81 M est Z[I']-monogéne, de générateur (a, §), Ny est Z[ I'-monoegéne,
de générateur f.

(i) On suppose Ny Z[I'-monogéne; soit § un génératewr de N,, d’an-
nulateur of dams Z{I']. St $pp(d) = Ny, M est Z[I-monogéne de géné-
rateur (0, B). ‘ : :
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Démonstration. Le premier résultat provient de la définition de
Paction de I" sur A,

Si (@, g) est un élément arbitraire de (N,, ¥,, f) sous les hypothdses
de (ii), il existe Adans Z[I'] avec 48 =y, et 4 dans o tel que

Dy olp) = &— Dy o ().
Done

(AL p){0, 8) = (m,9). m

Lorsque le Z-rang de lannulatewr o de § est plus grand que celui
de ¥;, la strocture de N, ne semble pas intervenir dans le fait gue
(N1, N, f) soit monogéne ou non.

Leywe 3. Soient Ny, N, et Ny des E[I']-modules. 8i N, @ N, n'est
pas Z[I']-monogéne, quelle que soit Pewiension (N;, No, f) considérée, le
module N, @[ Ny, Ny, )} w'est pas Z[I')-monogéne.

Démonstration. Daprés le lemme 1, il suffit d'examiner le cas oit
N, et N, sont Z[I'-monogénes. Tout élément (y, ) susceptible de fournir
un générateur de (N, N, f) est construit & I'aide d*un génératenr § de V.

- (lemme 2); I'annulatenr de (y, §) est un sous Z[I"Fmodule de Pannulatenr

o7 de 3. Or, d’apres le lemme 1, quel que seit le générateur a de N, eonsidéré,
& - est un sous-module striet de N,. w

2. Ou intervient le théoréme de densité de Tchebotareff. Soit & un
groupe métacyelique d'ordre m X, m et n entiers; il est engendré par
denx éléments g et 7 lids par les relations

gt =7"=1 et ot =4,

oiL 7 est une racine n-idme de P'unité modulo m dont Porder I est un diviseur
cominun i % eb & ¢(m); (g désigne Pindicatenr d’Buler). 8i 7 est égal & 1,
alors @ est le produit direct de deux groupes cycliques. Tout dément de
G s'éerit de maniére unique o'7f, ou o, aveec 0Li<m—1 et 0§
s n—1. .

Plusieurs auteurs ont étudié les représemtations entiéres de groupes
métacycligues particaliers, par exemple M. P. Lee ([2]), pour m premier
et n égal & 2, ou 8. Galovitch, I. Reiner et §. Ullom ([1]), pour m premier
et ¥ racine primitive n-iéme de 1 modulo m. Les Z[(F]-modules indécompo-
sables obtenus sont construits & partic d’idéaux de corps cyclotomiques
munis de Pune des structures de Z[G]-module décrites dans les propo-
sitions 4 et 5. '

ProposITION 4. Soient d wn divisewr de m, et @ un idéal de Q@, Lorsque
o opire trivialement sur a, et que v agil par multiplication par Cy, le Z1G]-
module a est monogéne si et senlement st Pidéal q est principal.
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Démonstration. Soit A= 3 3 a;0°7; ay € Z, un élément arbit
job =0
de Z[G]; pour « élément de a, 01 2
1—1 -1
a= 318wt
F=0 " i=0
Comme lex éléments {1, &z, ..., (%'} constituent une Z-base de 4
est done clalr gue:
Z{@)-0 = 4;u.

Le Z[G]module a est monogéne si of seulement si 'idéal a est prine
et les générateurs de g en tant que Z[G]-module sont les génératew
Tidéal a de Q9. m

PROPOSITION 5. Soit & un divisewr de m tel que 1 divise @(8). On
s Pélément de Gal(QW)Q) défini par s(L;) = {5, et b un idéal non n
0P fige par s, sur lequel o agil par multiplication par L;, et v comme Pélé
8. Si v est distinet de 1, le Z[G]-module b est monogéne; un élément f e
générateny de b si et seulement i

fA, = by,

avee g+6+ ... b[rq”‘l_1 = 4.

Démonstration. D’aprés le théoréme de densité de Tchebotare:
dengité analytique des idéaux de degré résiduel 1 et d’indice de rami
tion 1, appartenant & une classe d’idéaux fixée de Q¥ est non nulle

particulier, il existe un tel idéal g dans la classe de b™%, et I'idéal b
m—1 1
principal; soit § un de ses générateurs, et soit 1 = 3> 3 ;0% un éé

=0 j=0
de Z[G]:

2p =30 ayth)s(8)
=0 =t
Done
n—1
. -1
ZIG1f = D) Ass(B) = bg+ (bl + ... +(bay"
=0
=bla+a"+ .. +o ) =b.
Ce ealeul permet anssi de caractéuiser les générateurs du Z[6]-mc
bh. m

ProposrrIoN 6. On supposs gque m est wn nombre premier P, el
v est distinet de 1. Soient p Vidéal premier de Q¥ au-dessus de p, a et B
idéaus du sous-corps de QP fize par s([—>{"), et & un entior tel que ¢
= I —1. On munit les idéauz p*a et p°h de lo structure de Z 10 -module dé
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& la proposition 5, pour § = p. Alors, le Z[G]-module p°a ®p°h wlest pas
MOKOYENE,

Démonstration. A Z[G]-dsomorphisme prés, senles comptent les
clagses des idéaux g et b; on peut done cholsiv ees idéaux premiers & p.
D’aprés la proposition 5, le module pPa est Z [6]-monogdne; soit (1 —)°w

‘ . . . . h=1a-=1 .
un de ses générateurs: 4 n'appartient pas a p. Soit 1 = 3 ¥ a;0'7’

B »n-1 . . B0 g0
un élément de ZIG). 8i Pon puse 4; = > a,% on a:
£=0

21 ”—1

A1 —0Fu :2 Ay [(1— 0P u] =2 Aj(l—g“’j)“sf(fu,).
i=b = :

On note 5 ; Punité (1— C’f) (1—¢)'; comme sf(u) est congru o mod p,
§i 4 appartient & annulateur de (1 —Z7)°w, on a:

a-=1

E Ajn:j = Omodp.
j=0

Tout générateur de p°h est de la forme (1—)°-», ot v n'appartient pas
A p. Bi A est dans Pannulatenr de (1—2)%4,

. a1 .
A(L—0Po = (1 —0° Y Ambsi(n).
F=0
Comme s (0) — v appartient & p, A-(1—Z£)°» appartient & p**', et daprés
le lemme 1, p°a ®@p°h ne peut étre ZTGF]-monogéne. =

3. Application au cas G diédral d’oxdre 2p. Si & est un groupe diédral
d’ordre 2p, p nombre premier impair, il est engendré par deux éléments
v et T vérifiant les relations:

gf == 7? ==,
! 10 =0 '7

Un Z[¢]-module monogéne M est un Z-module de rang inférienr on
dgal & 2p; il se décompose en somrme directe (non néeessairement unique)
de Z[G]-modules indécomposables. Or M. P. Lee a dénombré, & isomor-
phisme prés, 7k -3 Z [G--modules indécomporables, ol b désigne Je nonibre
de classes du sous-corps réel maximal de QU (cf. [2]). Dans cette classifi-
cation, on rencontre d’abord frois Z[G]-modules sir lesquels o agit tri-
vialement:

8, = Z, sur lequel v opére frivialement;

8, = Z, sur leguel ¢ opére par multiplication par —1;

8y = %4 Zv, sur lequel r opére par multiplication par <.

7 — Acta Arithmetica XLIL3
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Proposrrion 7. (i) Les trois Z[G]-modules 8y, 85 ¢t 8, sont monoge;
Tout générateur de S, (resp. 8,, resp. 5,) admet comme anmulatenr d
Z1G] Vidéal ZTG(1—o,1—1) {resp. Z[G)(1—0, 14 1), resp. Z[G](1—

(i) 8% B esi un Z[G)-module monogéne, son éoviture eomporte au 1
un des modules 8;.

Démonstration. (i) Les modnles 8, et 8, véritient les hypothe
de la proposition 4; ils sont Z[G}-monogénes, et admettent uniguem

comme générateurs 41 et —1. Boit ¢ I'un deé ces génératenrs ef goi
v—1

= > ¢'(a;-b;7) un élément arbitraire de Z[G]_
i=0

8i 2 appartient & 'annulateur de e, générateur de S, on a:

-1
Arg = (a +b)e =0;

k2

3

I\
o

-1 —2
done 1 = } a;(c*—zo? 1)+ Z bz(dt—oP1); or ¢ —vo?! = g(of-
=
= g(6*"t —1-41—%). Done 1 appartnnt 4 Z[¢)(1—o,1—7); 12 réeipro
est évidente.
81 on considére ensuite s comme géndrateur de S, et si de =
on a:

p=1
D) (@~b)e == 0;
b
) n—-1 . P:ﬁ
E a’i(ﬂ'l'“l“fffm”l)"rz b;7{d" — Y
i=0 i=0
a=1 n=2

== 3} g0(¢* ! ——-1+1+r)+2 byr(a®— P,

ie=

=

Done 7 est un élément de Z{GI(1—o, 1-+7}; il est clair que cet idéal
inclus dans Pannulatenr de z.
Enfin, par définition de action de & sur 8,, 1 engendre le Z[

module §;; supposons que z--y7, # et ¥ dans Z, soit un autre générat
p-1

de 8,: i existe 4 = > a”(a: +¥7) dans Z[@] tel que 2(z+y7) = 1.

-1 =0
posant A = 2 a; &b B= 2 b;, on obtient le systéme

-Am'i“-By =1,
Ay+By =0,

Done 1 = (Az+By)—(Ay+Ba)t = (4>~ B) (a2 —p?), d'otx -

= £1.
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Donce Tun des deux entiers 2 ef ¥ vaut 0, et Pantre J-1. Les seuls
générateurs de 8 sont 1, —1, 7 eb —v; s0it ¢ l'un #eux.
p=1
Soit 4 = ) o*{a;+b;7) un élément de Panvulatenr de 4:
© =0
-1 n
D) o miz%g me,
=0 i=0
P2 . .
2= (a5 — ") b byz{at — o# 1))
=0
Donc 2 appartient & Pidéal Z[G]{1 —g); inversement, cet idéal ammule g.
{il) On suppose que deux. des moduwles 8; interviennent dans 1’écriture
du Z[G]-module M. D’aprés les résultats de M. P. Lee [2], on rencontre
s0it la somme directe §; ® 8;, s0it la somme directe de §; et d’'une exten-
sion de §; par un module ¥, S;@(¥, ;). Comme on vient de montrer
que Pannulatenr d™un génératenr de §; est en fait 'annulatenr du module,
d’aprés les lemmes 1 et 2, le cas ¢ == § est exclu pour M monogéne.
DVantre part, Pannulatenr de 8; est contenu dans annulateur de §,
et dans celul de S,, done toujours d’aprés les mémes lemmes, Pécriture
d'un module M Z[G]}-monogéne ne peut contenir 8 en méme temps que
8; ou §,. .
Enfin, on éimine les cas {(i,4) = (1,2} et {¢,5) = (2, 1) en ulilisant
les deux inclusions '

Z[6](1—0,1—7)8, = 28, et Z[G](L—0,1+7)8, c 28,. =

Pour écrire les autres modules indécomposables obtenus par M. P. Lee,
on utilise les motations suivantes:

£: une racine primitive p-idme de lunité; 4 = Z[¢]; p = (1—(;‘)A;
% =nombre de classes du sous-corps réel maximal de Q@ {nhee
= un §ystéme de représentants des classes d’idéaux du sous-corps réel
maximal de Q%, formé d’idéaux premiers & p. Les Th Z[G}modules
indéeomposables restant sont:

- ;A et q;p, ol o agit par multiplieatior par {, et = comme la eonju-
gaison complexe, notée s;

. (@A, 8y, f), aveef € 2 (¢, Hompg (S, ;4)), tel quef,(1) & q; ANayp;

- (4, 81, 9), avee g e Z* (G, Homy(8,, a;p)); tel que g, (1) & ap™ap?;

o (w A, 8y fa), avee f; €2 (G, Homy(8s, o;4)) tel que fi,(1)e
a; AN p;

- (&P, 85y 91), avee g, €Z' (G, Homg(Ss, a;p)) tel que g,(1)e
6PN APt '

- (A ey, Ss:f1 =+ g1)-
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PRrOPOSITION 8. 8¢ G est un groupe diddval dordre 2p, tous les Z[G]-
modules indécomposables de Z-rang inférieur ou égal & p +1 sont monogénes.

Démonstration. Le travail est fait dans la proposition 7 pour 8;, 8,
et 8,. Ta proposition 5 donne la monogénéité des modules a;4 et a;p.

8oit a un génératenr dn Z[(]-medule g; 4+

od =qb, B+DH°=4;

done « n’apparbient pas & q;p, et Pextension de 8, par a;4 construite
% D'aide du cocycle défini par f,(1) = « est indécomposable. Par définition

de Paction de & sur Homy (8, a;4), pour tout @ & & et tout ¢ = Homy(8,,
;4), on a:
ory = wpr;
en particulier:
oxyp =lp et
Done fi(1) = (+5+ .+ e = qa sil<i<p—1, et de Dégalité
0 = of 17, on déduit:

T*fﬂ'—i_f‘l‘ = Gp_ul*fr_['.fczl-—l?

THP = —goq.

et
s{a)+ 9y
f‘u(l} == ;I-j;gl :

Exnfin, por i<ig p—1, _
Fa,(1) = Sf ) +F (1) = B+ g0,

n—1i
Limage de Délément A = 3 o'(a;+b;7) de Z[@] par Papplication @,
: i=0 .
de la définition 1 est égale &:

= 8.

n-~-1 n—=1 X
Bpa(2) = 3 (a;—b)ya— ) bLp.
=0

=1
On suppose que 1 appartient » l'annulateur « de §,; alors:

p—1

D (4—b) =0,
eb -
, ot |
G2 () = D [{a;~ B e —(b;—bo) TPf1.
i=1

Comme les ;, pour 14 p—1, constituent une Z-base de 4, on en
déduit que:
Do () = Aat Af.

icm
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Comme s{a)+ 7,_, a appartient & p, § appartient & 4 ; ce dernier est aussi
un élément de a4, et grice & la condition b-+B° = A, on vérifie qu’il
n’est dans auncun divizenr premier de b. Done si f # 0:

‘A'JB = ;1 aves {a.b} =1,
et
Qjﬁl(.ﬂ) = q 4.

Daprés le lemme 2, (0, 1) est générateur de (0,4, S, f). (8i £ est nul, les
idéaux Aa et As(a) sont identigues, done § == A, et le réguliat est encore
vrai.) :

Pour Pextension {(a;p, 8,, g), on utilise des caleuls analogunes, en re-
marquant que 7 agit sur v e Homg(S8;, qp) par:

T#Y = .5‘01‘0.
On définit le cocycle g par D'égalité:
g, (1) =1—0a, avee ({1—{)ad =aph, et Bb+DH = 4.
Done:
g1 = G+I+ . +ENA-Da=g{l—da & 1<i<p-1;
9. (1) = a—s(a} = §.
8i 1 est un élément de Pannulateur <’ de §,, on a:
Pl p-1 .
b= D aatbT), D (ahb) =0,
=0 i=p
p—~1 .
@,1(4) = D) [a+b)y(L— L) at(b;—b)I'Bl.
fea) .

Done @,,{#') = (1—C)ad A = pa;, et (0, 1) est générateur de
(o, 81, 9)-

On considére enfin un cocycle j de Z'(6, Homy(S, a;p%), égal
Afisie=0,ct & g 5 e =1, Comme o agit par multiplication par £,
HY{G, Homy(8;, 4;p°)) est isomorphe & H' (<o), Homy (8, a;p%)7?; done
§ est déterminé si I’on connait §,. En posant par exemple:

j(1) =a, avee ad=7p"ad et

Jo(7) = —s{a),

b+b° = A4,

on vérifie qu’on obtient un représentant d’une classe non triviale fixe
par 7. Le ealenl de j, se fait & partiv de la relation:

T*ja +j1: = g?~} *jx +j,p—~1 .
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Quels que solent o eb b dans Z, on a:

(L= N ie{o-+b7) = pa(a+br)—slia(b+an)]
= amy_y & by, _;8{a) —bs(a) + 1" "Taa = 0.

Boit 4 = FZ‘I o (@, b;T) T élément de Pannulateur ' de Sg:
=0 . o
Z’ =2 b =0,
0 i=0
-1
ij,l(l Z 1,771’1_2 biﬂlts
i=} d=l

Done
D; (") = Aot As(a) =

Dlaprés le lemme 2, ley 2k Z[@F]-modules (g 4., 8:, fi) eb (g, 8;, g1) sont
. Ionogénes. m

ProrogrTion 9. (i) Les modules o, 4 D8, ef ,;p @8 sond Z[G]—mono-
génes.,

(i) Les modules a, A®S;, qp®S,, a,dAd8; et a,p ®8; ne sont pas
Z[@)-monogénes.

Démonstration. Par définition de 1’ackion de & sur Jes 1dé£mx de la
forme a;p®, pour tout élément » d*un tel idéal, on a:

Z[G) x = Az As(x).
On choisit wn &lément a tel que:
aed =p'0;b, DbLD =A.
Alors: :
Z[61(1—0)a = pab+p bt =i

D”Lpre% Ia proposition 7 et le lemame 1, les modules ;4 ®8; et a,p @ 8, ne
sont pas Z[Gl-monogénes.
Tonjours pour le méme éflément  on a:

(I—7)a=a—s(a) et Z[FI1l—7)a =4(a—s(a).
Il est clair que a—s(a) appartient & a; et & p, done:
Afa—s(a)) = po.

Bie=0, Z]F(1~0,L—7)a = pa, et les modules q,.4 @8, ne sont pas
monogeénes. 8i ¢ = 1, on pose:

o=(1-0§8,
={1-§} (ﬁ“’?p—ﬁ(ﬁ)

Bép;
) = @—={B+1s(B).

a—s(a)

icm
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I7élément 8-+ 7 's(f) vappartient pas & p, et:

(C,p) =

Dolt Z[G](1—0,1 -7} = qp, cf les modnles a;p @8, sont Z[GF]-mono-
génes.

A(e—s(a)) =pmc, avee

Enfin, Z[G)(1+7)a=A(a-f(a). 8 =0, a+s(a) appartient
& g, mais non & p, dones
Afots(a) =ag, (op) =1

Z[Gl{(1-0,147)a = pa;+axw = a,.4;
lex Z[G]-modules o, 4 @S, sont monogénes. Si e =1, on pose encore:
a=(1-0§8 Ppép,
ats(a) = (1) {f-+n,18(8);
comme f+#,_,4(f) appartient & p, on a:
Alats(a) = ap,
et
Z[GY(1—0, 1+ 7)a = gp+apic = qp%

les Z[G1-modules a,p @S, ne sont pas monogénes, m

PROPORITION 10. Parmi les modules (A@wp, S, fi--0.) (resp. A @
@ (a4, S,, f), vesp. p®(a;p, 51, 9)), i exviste un, et un seul, Z[G]-module
monogéne (A @p, Sy, fr+q1) (resp. A@(A, 8,,F), resp. p@(, 8y, 9))

Démonstration. Tl est clair que tout Z[G}module monogéne de
Z-rang 2p est Z [Gl-isomorphe 4 Z[G]. Comme M. P. Lee a démontré dans
[2] que Z[G] est isomorphe & (4 ©p, S, fi-+g.), 1a premiére partie de la
proposition est justifiée.

Les & Z[G}-modules 4 ®{a, 4, 8,,f) sont de Z-rang 2p —1; on vérifie
facilement qu’ils sont annulés par (1-Fo){l4o--... +o?7?); or, tout
Z[@]module monogéne de rang 2p—1, annulé par (I-+7)(1 4o+ ...

+627h), est isomorphe & Z[G]Z[GI(1+7)(L+o-+ ... +6¥71). Parmi
les maodules considérés, il y a an plus un Z[¢]-module monogéne,

D'aprés les ealenls de In proposition 8, 8i Pon pose f,(1) = a = 14-&,
on o

f=r(1)=0.
L'élément (0, 1) de (A4, 8, f) €8t un générateur, et on voit facilement
que foub édlément 2 de gson annulatenr & s'éerib:

p-1

2= a1+,

)
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Comme Iextension Q@/Q est modérément ramifiée, la frace est une
surjection de 4 sur I'anneau des entiers du sous-corps réel maximal de
0 s0it y € A un élément de firace 1 sur ee soms-corps; il est clair que
y engendre le Z[G]-module 4, et que &+y = .A. Donc le Z[G]-module
A @A, 8, f) est monogéne. .
On procéde de méme pour les modules p @ (gp, 51, ¢): ils ont pour
Z-rang 2p—1, sont anpulés par (1—o)(1+o-+... +671); tout Z[G]-
module monogéns possédant ces propriétés est isomarphe & Z[G]/Z[G](1 —
el ad . 0™,
Si Yon chelsit g,(1) = 1—¢, 7.(1) est nul. Le génératenr (0,1) de
{p, 8, g) admet comme annulatenr I'idéal o de Z[G] formé des Gléments
A g'éerivant: :

»=1
A =%§ ;6 (1—
Z(¢](1—n){1—{) = AQ -0+ =p

Done p@(p, 81, g) est Z[G]-monogéne. w

TeforEME, Soient & un groupe diédral d’ordre 2p, et b le nombre de
classes du sous-corps véel mamimal de QW). Tout Z[G]-module monogéne
M est isomorphe & Dun, e & Vun seul, des 8h -+ 7 modules ci-dessous:

Slr SE: Sar

a4y pay, (a4, Sy f)y (a9 81y )

0; 4 &8, pa; @8, (w4, 8, 1), (@p, 8, g1),

A®p, (0, 8,9 @p, (4,8, )DA, (A&, 8, fr+g1)-

Démonstration. Daprés Ia proposition 7, éeriture d*un module 3

monogéne comporte au plus nn §;, done les seuls Z[G]-modules mono-
génes de rang infériewr ou égal i p —1 sont mdeeomposables, et P'on utilize
la proposition 8.

Les Z[G]- “modules monogénes de rang p on p -1 sont soit indécompo-
sables (voir proposition 8), soit sormme d’un module de rang » —1 et d’an
8; (voir proposition 9).

Tous les modules restant contiennent an moing deux sous Z[G]-
modules indécomposables de rang p—1. Parmi cenx de rang 2(p—1),
d'aprés la proposition 6, les seuls susceptibles d*8tre monogénes sont fle
la forme A @ p. Soit o un génératens de 4A:

ad =D avee BH+bH —.A.
. Pt
Pour tout éément i = » o'(a;+b,7) de Z[G], on pose
=0 ’

1-1 n—1
o= all et y=3 b

=0 . =0 .

icm
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par définition de laction de & sur 4, Vélément A-a est égal & za--ys{a).
Comme ¢ et s{a) engendrent deux idéaux éirangers, pour que 1 appartienne
& Pannulatewr ann(a) de ¢, il faunt et il suffit quil existe 2 € 4 tel que

@ =2z8(a] et Y= —za.
Donc quel que soit le génératenr § de q;p choisi,
ann(a)-§ = A[s(e)f—as(B)].

D’aprés le lemme 1, pour que A @q;p soit monogéne, il fant que a;p soit
prineipal. Réeiprogquement, il est facile de vérifier que 4 @p est mono-
géne, en choigissant pour « la valeur 1, et pour f, 1 —¢; on a alors

ann(a) = Z[G}1l—7,1+0+ ... +o77),

et
Z{E1-7)8 = p. |
.Quant sux modules de rang 2p —1 ou 2y, on montre grice au lemme
3 et aux propositions 8 et 9 qu’il suffit d’étndier cenx de la proposition 10.
LEnfin, il n'existe pas de Z{@]-isomorphisme entre deux queleongues

“des 8k~ 7 modules cités: c'est clair pour leg modules de rang inférieur on

égal & p—1; pour les modules de rang supdrieur, on détermine le sous-
engemble annulé par L+o+... +o? L w ‘

CoronTAIRE. Toute extension diédrale imaginaive K[Q, de degré 2p,
admet une unité de Minkowski.

Démonstration. Daprés la proposition ITLL de [3], le quotient du
groupe des unités de K par le sous-groupe des unités de torsion est un
Z [G}module isomorphe soit % a;.4, soit & q;p; est done wn Z [GJ-moedule
monocgeéne.

Le résultat de Ia proposifion 5 donne fous les fypes d'unités de Miu-
kowski possibles. m
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