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3.3. LEMMA. If B = {B;} is an mxm matrix with rational coefficients such
that for each i, y, B; ;= M, then A—n is a factor of the characteristic polynomial of B.
7

The proof is immediate. From this lemma we obtain the following result.

3.4. CorOLLARY. Let X be a compact polyhedron and f: X — X"|G. Then
(A=) | P (Lo fixa)-

Proof. Suppose X consists of m path components. Then the matrix representing
Mo Sro 18 an m xm diagonal with n’s down the diagonal since on a path connected

n
component fyo fxo = tyo = 9. M = #n. The second equality follows from ex-
=1

pression (*) of section 2. H

3.5. THEOREM. Let X be a compact polyhedron and f: X — X"|G. If H(X) = 0,
Jor i odd, then there is some m, 1 <m<y, such that f has a periodic point of period <m.
(x is the Euler characteristic of X.)

Proof. Since H(X) =0 for odd i, K(f) = Pty frz) = A +ad¥ 4
Fota,. But (A—n)|P(uso fuo) and so (A—m)|K(f). Hence not all a;’s vanish.
So by Theorem 3.2 the desired result follows. B

3.6. Exampre. Let S* be the k-sphere with & even. Then any map f: S*— (4G
has a periodic point of period <2.

We note that Theorem 3.2 and Theorem 3.5 both can be extended to symmetric
product mappings of compact ANRs. k
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Geordnete Liuchli Kontinuen
by

Norbert Brunner (Baden)

Inhalt. Ein linear geordnetes Kontinuum im geordneten Mostowski Modell ist genau dann
cin Dedekind abzihlbarer Lusinraum, wenn es stark zusammenhingend ist und die abzéhlbare
Kettenbedingung erfulll.

1. Einleitung.

1.1. DepINITION. (X, Z) sei ein topologischer Raum: Er ist stark zusammen-
hingend, wenn jede stetige, reellwertige Funktion konstant ist. Ein stark zusammen-
hiingendes Kontinuum beifit Lauchli Kontinuum,

1.2. Brispics (Existenz). (a) H. Liuchli [5] hat ein Permutationsmodell kon-
strujert, in dem ein geordnetes AA1-Liuchli Kontinuum existiert ().

(b) Ist (X, Z) ein Kontinuum und P(X) D-finit, so ist (X, Z) Liuchli’sch.

(¢) X = [u,b] sei ein abgeschlossenes Intervall von Atomen des geordneten
Mostowski Modells ([8]) mit der Ordnungstopologie Z bzgl. der natiirlichen Ord-
nung < des Mostowski Modells: Ist «<b, so ist (X, Z, <) ein nicht-triviales geord-
netes Liuchli Kontinuum. .

(d) Im zweiten Fraenkel Modell ([7]) gibt es keine nichttrivialen Lauchli Kon-
tinuen ([1], S. 55), weil das Urysohn’sche Lemma- gilt.

1.3. BmseisL (Anwendung). (a) Der Satz von Gelfand und Kolmogoroff,
daB kompakte T,-Riume homdomorpb. sind, wenn die Ringe der stetigen, reell-
wertigen Funktionen isomorph sind, ist in ZF-+BPT nicht beweisbar (gemiB 1.2.c.,
[3] und [9]). )

(b) Der Satz von Nakano und Stone, wonach ein kompakter T5-Raum (X, Z)
genau dann extrem unzusammenhdngend ist, wenn jede nicht-leere punktweise
beschriinkte Teilmenge von C(X) ein Supremum besitzt, ist in ZF +BPI nicht be-
weisbar.

1.4, BEMERKUNG. (2) Ist (X, Z,) ein Liuchli Kontinuum, (X3, Z2) Ty und ist
fr X, > X, stetig, so ist f(Xy) ein Lduchli Kontinum.

o *) Die Mostowski’sche . Konstruktion der Permutationsmodelle wird nach Specker [12]
modifiziert, wodurch ZF® Modelle entstehen: a ist ein Urelement, wenn a = {a} ist.
5
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(b) Ist (X;,Z)ier €ine Familie von Lduchli Kontinuen im Mostowski Modell,
so ist der Produktraum n (X, Z;) ein Léuchli Kontinuum.

(©) In einem Permutationsmodell ist jeder T,-Raum mit einer dichten, wohlor-
denbaren Teilmenge wohlordenbar. Folglich gibt es keine separablen Liuchli Kontinuen.

Beweis. (b) Wegen [3] geniigt zu zeigen: In ZF° ist das Produkt stark zusammen-
hingender Rdume stark zusammenhingend (z.B. auch wenn es & ist).

It xX°eX=TJ[X, x°= @D, /2 [1Xi— R stetig, igel, Y, = {xP} fir

iel i
i# i und Yy = X, so ist ¥ =[] ¥;<X zu X,, homdomorph und daher /| ¥
iel
konstant; mehrmaliges Anwenden dieses Arguments liefert: /| D ist konstant, wobei
D= {xeX: {i: x;# x} ist endlich}. Da D dicht ist, ist / konstant.

Somit gibt es im Mostowski Modell zu jeder vorgegebenen Kardinalzahl ein
groBeres Lauchli Kontinuum.

(c) Sei D eine dichte, wohlordenbare Teilmenge vom 75,-Raum (X, Z). Wie
Soundararajan [11] gezeigt hat, ist X in ZF° in PP(D) einbettbar, einer wohlgeor-
dneten Menge. Ist (X,Z) auBerdem T,, so 1Bt sich der iibliche Beweis des
Urysohn’schen Lemmas durchfiihren. Separable Liuchli Kontinuen sind somit
Singletons, weil sie wegen Comfort [2] in ZF° T, sind.

1.5. Notation.

(a) LOC bedeutet: linear geordnetes Kontinuum.

(b) cac ist die abzihlbare Antikettenbedingung von Souslin.

(©) (X,Z) ist Grabgeschlossen, wenn jede Gy-Menge offen ist; vollstindig
regulire G; abgeschlossene Ridume nennt man P-Riume.

(d) (X, Z) ist ein Lusin Raum ([6]), wenn jede nirgends dichte Menge abzihlbar
ist.

(e) X ist D-abzihlbar, wenn die Hartogszahl von X héchstens w, ist.

() (X, Z) erfiillt C,,, wenn es fiir alle x € X eine wohlordenbare Teilmenge W
von Z mit {x} = (| W gibt.

(g) (X, Z)ist C"" ([10]), wenn es zu jeder Funktion G: Xx v — Z, w die natiir-
lichen  Zahlen, x e G(x,n), eine Diagonalfolge (x,), mit X = {J G(x,,n) gibt.

new

(h) AC,, ist das Auswahlaxiom fiir Familien wohlgeordneter Mengen und AC”
das Auswahlaxiom fiir abzéihibare Mengensysteme. BPI ist der Tychonofl’sche
Produkisatz fiir kompakte T,-Raume.

2. Haupiresultat.

2.1. Lemma. (X,Z, <) sei ein LOC in einem Permutationsmodell. Ist X
D-abzihibar, so ist (X,Z) ein Rothberger’scher C"'-Raum und daher ein Liuchli-
Kontinuum.

Beweis. Sei G: Xxw — Z eine Funktion mit x & G(x, n) und sei ¢ aus dem
Normalideal des Permutationsmodells so gewihlt, daB (X,Z, < ,G)eVie) ist,
der Klasse aller Mengen, die e als einen Triger haben. Sei k die Kardinalzahl von
X N V() in der Wirklichkeit und sei f: k — X n V(e) eine Bijektion in der Wirk-
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lichkeit — die wegen f'e'V(e) im Model ist, woraus wegen der D-Abzihlbarkeit
k<, folgt mithin gibt es eine Surjektion g: w — X A V(e) in V(e) und somit
ist O: U G(g(n), n) eine offene Menge in V(e) die X n V(c) enthilt. Es gilt

0=2X, wordus C" folgt. Sei némlich x e X beliebig; dann ist [x]: = {nx: nefix(e)}
in V(e) und es gibt wegen der Kompaktheit ein Infimum i e V(e) N X< 0 von [x].
Daher ist [x] n O # &; i.e.: nxeO fir ein 7 efix(e) und daher xe =10 = 0.

Da das stetige, reellwertige Bild eines C''~-Raums eine Lebesgue’sche Nullmenge
ist ([10], ZFA-Resultat) und (X, Z) zusammenhéngend ist, ist (X, Z) stark zusam- -
menhéngend.

2.2. BEMERKUNG. Jedes D-abzihlbare Kontinuum (X, Z) im Mostowski Modell
ist Léuchli’sch.

Beweis. Wegen [8] 0.B.d.A. XSIxa, a Ordinalzahl, I = |J S,

new

S, = {ec4: k(¢) = n},

4 die Menge der Urelemente und k() die Kardinalzahl von e (so sie definiert ist);
E(e) = {bea: (e,b)e X}=On. Da X D-abzihibar ist, ist E(e) fiir alle ael
héchstens abzithlbar und da P(S,) D-finit ist, ist E, = {E(e): e€ S,} endlich und

daher E = U UE, eine abzihlbare Teilmenge des Kerns, woraus wegen
new

X U S,x{e} folgt: X = {J X, fiir eine Familie von paarweise disjunkten

(nelewx B new

Mengen X, mit P(X;) D-finit.

Sei f:@ X — R stetig. Da f(X,) endlich ist, ist f (X) U f(X,) hochstens

abziihlbar. da im Kern das Auswahlaxiom gilt. Weil X zusammenhangend ist; ist
S(X) als abzihlbares Intervall ein Singleton.

2.3. BEISPIEL. Seien a<bd Urelemente im geordneten Mostowski Modell

. (vgl. 1.2.¢.): [a, b]? ist ein Liuchli Kontinuum, das nicht C*' ist

Beweis. Wegen 1.2.¢ und 1.4.b ist non C” zu zeigen (wir beweisen sogar
non C'): J(x):= [a, b) fir x €[a, b), J(b) := (a, b]; I([a, b)) := b, I((a, b)) := a,
G((XD1ew> n) = [T/ x [T [, 8]; GeV({a, b)), xeG(x,n), G(x,n) ist offen.

K<n K>n

Sei (x"), eine Folge in [a, b]*; »" = (x}). x 1= (/o J (X))o € la, b],: Da die n-te
Komponente von x nicht in der n-ten Projektion von G(x", n) liegt, ist x ¢ |J G(x", n).

new

24. Sarz. Sei (X,Z, L) ein LOC im geordneten Mastowskt Modell: (X,2)
ist genau denn ein Lduchli Kontimwm, das cac erfiillt, wenn es ein D- abza/albarer
Lusinraum ist. )

Beweis. Im Hinblick auf 2.1 geniigt-es, nachzuweisen, daf aus cac+ Léauchli’sch
D-abzihlbar 4 Lusin’sch folgt (da in ZF® Lusin’sch = cac fiir LOCs, da jede offene
Menge in Intervalle zerfallt, deren linke Endpunkte abzihlbar sind); wegen 1.4.c
reicht es aus, die Lusin’sche Eigenschaft herzuleiten.

Sei 4 = X abgeschlossen, iiberabzihlbar und nirgends dicht und sei M die Menge


GUEST


70 N. Brunner
der Komponenten von 4°. Fiir K;, K, in M wird definiert: K; = K, genau dann,
wenn ¢(K; U K,) N A hochstens abziihlbar ist, wobei ¢(L) die konvexe Hiille von L
ist (die ein Intervall ist): = ist eine Aquivalenzrelation. Wir ' setzen fiir
HeM [H]:= U Kund N:= {[H]: He M}.

K=H

Sei H = [K,] € N: c¢(H) n 4 ist abzihlbar. Denn wegen cac ist M abzihlbar.
Seik: w - {K: K = K,} eine Surjektion. Mit C, = c(ly k@) gilt: c(H) = U C,
=n new

und C, N A ist abzdhlbar. Aus AC,, folgt, daB c(H) n A abzihlbar ist; AC,,
folgt aus dem Ordnungstheorem [8] zusammen mit [4]. Da A nirgends dicht ist, folgt
daraus: N enthilt mindestens zwei Elemente.

Seien Hy = [K;], i = 1, 2, verschieden: Dann ist ¢(H;) N ¢(H,) = @, da sonst
wegen ¢ (K, U K,)Sc(H,) U ¢(H,) Hy = H, folgt. Daher induziert < auf ejn N
eine lineare Ordnung <. < ist dicht: Denn seien H; = [K;]eN,i= 1,2, H;<H,,
c(H)™ = [a;, b;]. Wenn ¢(H; U H,) n A abzéhlbarist, wire Ky = K,.Dac(H)n 4
abzihlbar ist, folgt: (b, a,) N A ist iiberabzéhlbar ergoque nicht leer. Da A nirgends
dicht ist, gibt es Ke M mit K<(by, a,), mithin H; <[K]<H,.

Aus cac ergibt sich die Existenz einer Bijektion g: @ — N, wodurch auf o eine
dichte Ordnung induziert wird, weswegen gemiB einem Satz von Cantor (e ist im
Kern) folgt: Es gibt eine monoton steigende Surjektion F: N — [0,1]n Q;
- h: A= [0, 1] wird definiert durch: A(x) = F(H), x e H. Setzt man k fort zu

fi X-100,1], f(x)=0 fir x<inf4° und f(x) = sup{h(y): x=y e A°} sonst,
f1A4¢ = h, erhilt man eine monoton steigende Abbildung, deren Bild dicht in [0, 1]
ist und die daher stetig ist: (X, Z) ist folglich nicht stark zusammenhingend.

2.5. BEISPIEL.

(a) [a,b] wie in 1.2.c erfiillt cac.

(b) [a,b]-{a,b], a<b, mit der lexikographischen Ordnung ist ein D-finiter,
linear geordneter Lauchli Raum, der cac nicht erfiillt.

2.6. BEMERKUNG.

(a) Jedes G abgeschlossene Kontinuum ist Liuchli’sch (vgl. 1.2.b).

(b) (X, Z, <) sei ein LOC: (X, Z) ist genau dann Ggsabgeschlossen, wenn X

D-finit ist.
Beweis. (a) Jedes fe C(X) ist iiberall lokalkonstant.
(b) Sei (O,)ye, eine Folge offener Mengen, G= () 0,, 0,.;<0, und

new
xeG: a,:=inf{a: [a,x]€0,}, b, = sup{b: [x,5]=0,}. Dann ist
[/ll = [a"’ b"]o\({[l"’ b"}\{x})goll

eine offene Umgebung von x. Weil (a,), und (b,), monoton sind und X D-finit ist,
gibt es New, ab dem (a,),»y und (b,),»y konstant sind. Daher xe () U,<G,
. nsN
G ist offen. }
Ist X nicht D-finit, so gibt es eine injektive Folge in X, aus der eine monotone
Teilfolge ausgewdhlt werden kann. Fiir diese Folge (x,), ist [supx,, supX] (bzw.
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[inf X, infx,]) eine abgeschlossene Gs-Menge, die wegen des Zusammenhanges
von X nicht offen sein kann.

2.7. BESPIEL. In ZF +-BPI ist der Satz von Dalen, daf ein LOC perfekt normal

ist (i.e.,: jede abgeschlossene Menge ist ein Gs), wenn er cac erfiillt, nicht beweisbar
1.2.c und 2.6).

3. Anwendung,

3.1. DerNITION. Sei P(4, G,I) ein Permutationsmodell, das durch eine ab-
zihlbare Menge 4 von Urelementen, die dicht, linear und frei von Endpunkten
geordnet sind, durch die Menge G aller monoton steigenden Bijektionen auf A,
durch ein Normalideal T<P(4) gegeben ist: P ist ein Léuchli Modell, wenn jedes
abgeschlossene Intervall in 4 ein Liuchli Raum in P ist.

3.2. BEISPIEL, (a) Das Liuchli’sche Modell und das Mostowski Modell sind
Lauchli Modelle (vgl. 1.2.).

(b) Jedes Lauchli Modell enthilt ein Léuchli Kontinuum, das nicht lokalzu-
sammenhéingend ist (Konstruktion analog zur sin (1/x) Kurve).

3.3. KOROLLAR. P(4, G, I) ist genau dann ein Léuchli Modell, wenn — A, G wie
in 3.1 — jedes e € I in jedem beschrinkten Intervall relativ kompakt in der Wirklichkeit
ist.

Beweis. Sei jedes eel beschrinkt-relativ-kompakt: Seien a<b in A,
G # Mcla,b), eel, MeV(e), f:= {a, b} u(en [a,b]): MeV(f), denn sonst
gibt es p e fix fund m € M mit pm ¢ M und daher ist g — definiert durch q(x) = p(x)
fiir x e [a, b], q(x) = x sonst — in fixe\symM; daher 0.B.d.A.: ecla,b], ace,
bee.

E={xee”: YmeM: x>m}: be Ece”, E ist kompakt in der Wirklichkeit
und daher gibt es w = minE; M<w.

w = supM, denn ansonsten gibt es 1, M<t<w; tée”. F:= {xee: x<t},
aeF, p=maxF, p<t, (p,Wne =@ DaesmeM, ned mit p<mLit<n<w
gibt, gibt es g € fix(+, p] U [w, »)2fixe mit gm = » und daher ist (¢, wyn M # G,
ein Widerspruch.

Analog folgt die Existenz von infM. Daher ist < D-vollstindig in P und
mit 2.1 folgt: P(4, G, I) ist ein Liuchli Modell.

Ist umgekehrt P(4, G, I) ein Liuchli Modell, so ist die Ordnung < von A
D-vollstindig in 2 und daher hat jede Menge e e I — die immer im Modell ist —
in jedem beschrinkten Intervall (das ein Element von e enthilt) Infimum und Supre-
mum bzgl. < -— auch in der Wirklichkeit — und daher ist < auch in der Wirklichkeit
relativ kompakt in jedem beschrinkten Intervall (e ist abgeschlossen in der Ver-
vollstindigung von (4, <)).

3.4, BEISPIEL. (a) Sind 4 und G wie in 3.1 und ist 7 das Ideal aller in der Wir-
klichkeit relativ kompakten Teilmengen von A, so erfiillt das Liuchli Modell
P(d4,G,1) AC®, ' ‘

(b) Ist (4, <) eine zu (R, <) isomorphe Menge von Urelementen, G die Gruppe
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aller monoton stéigeniden Permutationen und I das Ideal, das von allen abzihlbaren,
kompakten Mengen von 4 in der Ordnungstopologie erzeugt wird, so ist jedes
abgeschlossene Intervall von Urelementen ein AAl Léuchli LOC in P(4, G, I),
P(4,G,I), wo AC” gilt (). ‘

Beweis. (a) Sei (F,), eine Folge nicht-leerer Mengen in V(e), e € I kompakt in
veritate. In der Wirklichkeit ¥ gibt es eine Folge (x,), mit x, & F,; (e,), sei eine
dazugehdrige V-Folge von V-kompakten Trigern, d, ihre entsprechenden Durch-
messer in'd = @. In W/ definieren wir eine Folge (p,), in fix e mit f = e U U ey

verlkornpakt (Phn = (p,, Xy)n ist dann eine Auswahlfolge von (B in V( f

" VIn x'ee wird gesetat p,(x) = x. ¢ zerfallt in abzihlbar viele, offene paar weise
d]sjunkte Tellmtervalle, den Q-Spuren der R-Komponenten von e° Ist [ = (a, b)
ein beschrianktes Teilintervall, so werden ¢<d in I gewdhlt mit(c,d) ne, =@,
was moglich ist; weil ¢, als kompakte Teilmenge von @ nirgends dicht ist. p, wird
J'——-l——+a fir x<e, px) = _b-—l—!-b
b—a n+l T b—d n+l
fiir x>d und linear iri‘ e<x<d. Ist I = (a, —) nach oben unbesoh‘ré‘mkt so wird

in ‘1. definiert . durch p,(x) =

1
——+a, wobei [d] = Integer (d, und analog in («, b).
[d]+1 A+l 1] ger (4)

Aus der Definition folgt, daB p, monoton steigt, bijektiv und in fix e ist. AuBer-
dem ist f =eu U Pule,) beschrinkt — der Durchmesser d( f) ist hochstens d(e)+2.

gesetzt p,,(x)

Da p,, stetlg 1st 1st Bulen) kompakt und daher abgeschlossen.

. Als Tel]menge von R ist f auBerdem abgeschlossen und daher nach Heine-Borel
in © (und daher in A) kompakt: Sei nimlich (), eine konvergente Folge in f, a ihr
Grenzwert. Hat. (a,),¢ine Teilfolge in e oder in einem p,(e,), so ist a in e< f oder
ae p,,,(e,,,) = f Ansonsten gibt es eine Teilfolge (duuy) mit auy € pn(k)(e"(k)) Da der
ébstan(l .

. dlst(e a,,(k)) < max {dlst (e, x: X € Py (engy)} < -

(k) +1

ist, ist auch in diesem Fall ace™cf.

Mit Transfertheoremen von Pincus [9] folgt, daB das Urysohnsche TLemma
fiir AA1 LOCs nicht jn ZF+AC® beweisbar ist. Andere ZF° +AC" Permutations-
modelle wo DC nicht gilt, stammen von R.B. Jensen.

.(B) Der Bewels verlduft analog zu 3.3 und 3.4.a.

3.5, BFMERKUNG (a) Im Mostowski Modell sind Lmdelof sche C\-Riume
wohlo:zlenbar Es gibt somit keine nicht trivialen AA1 Léuchli Kontimien.

(b) Im Mostowski Modell ist Jeder D-abzihibare C,- Raum ohne isolierte Punkte
yon _erster Kategorie:

(® Von D. Pincus stammt folgendes Liuchli Modell mit AC®: A4, G wxe in3. 4. b und I wird
erzeugt von dén :Mengen, ‘die durch — wohlgeortdnet werden.
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Beweis. (a) Wie in 2.2 ist X eine Vereinigung einer wohlordenbaren Familie
von Mengen mit D-finiter Potenzmenge.

Ist Y<X mit P(Y) D-finit, so ist ¥ abgeschlossen und diskret: Ist nimlich
xe Y7, so gibt es eine wohlordenbare Familie P offener Mengen mit {x} = () P.
Da {0 n Y: O e P} endlich ist, gibt es eine offene Menge Omit \PAn¥Y=0nY
und xe O. Somitist VPN Y # B —dh xe ¥ —und {x} = O~ Y. AuBerdem
ist ¥ abzihlbar kompakt und somit als abgeschlossener, diskreter Teilraum eines
Lindelof Raumes endlich. Da AC,q gilt (vgl. 2.4.), ist X wohlordenbar.

(b) Aus 2.2 und der obigen Uberlegung folgt, daB X eine Vereinigung von
diskreten, abgeschlossenen Mengen (X,), ist. X, ist nirgends dicht, da sonst jeder
Punkt in X0 isoliert in X wire.
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