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Anwendung einer Summationsformel auf Dirichletsche Reihen
und verallgemeinerte Dedekindsche Summen

von

UrricH HALBRITTER (Kéln)

1. Einleitung. Bereits Dedekind [2] bewies fiir die Klassischen Dede-

kindgchen Summen
: Vil
w3 (E))
#(ﬂ%‘k} R) k

mit %, % e N,
_ s—fm]—4%, w¢Z,
(=) = [O, | ez
die Gleichung
p—1 .
1y - s(ph, K)+ D) s(h+mk, pk) = (p-+1)s(k, k),
m=0 .

wobei p eine Primzahl ist. Diese Identit4t ist ein Spezialfall des Petersson—
Knopp Theorems (Y) (Enopp [4]):

Bir by by neZ, >0, 00, (b, %) =1 ist

(2) b E slah +bk, dk) = (Zm'} S(ha k).
{a,DeN? b (mod d) meV
a-d=n min

Parson und Rosen [5] bewiesen ein aﬁaloges Resultat Hir verallge-
meinerte De&eldgdsehe Summen;:
Setzt man B, (2) = B,(z~—[#]), r e Nu{0}, wobei B.{y) die durch

ze¥® - &
= B _
71 ; () o

(1) Diese Bezelehnung stammt von Goldberg [3].

3 — Acta Arithmetica XLIII, 4
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erklirten Bernoullischen Polynome sind, nnd definiert fir g,» e NU{0},
0<r<g+1, hykeZ k>0

—[h
(3) Op (h kY = 51 Bq+1—r(k)Br( ]f)
y(mudk)

so gils das folgende

TrEorEM ([5], S. 9). Set ¢> 1, n e N. Dann st

(4) N N @ (ah- bk, dk) = w7 { 3 m9 e, B).
(cg&T{Z\’T; b {mod d) W;ﬁlaf

Dieser Satz verallgemeinert ein Resultat von Carlitz [L].

Der Beweis von (2) und (4) wird mittels analytischer Methoden er-
bracht, welche den Zusammenhang der (verallgemeinerten) Dedekindschen
Summen mit gewissen Lambertschen Reihen ausnutzen,

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es nachzuweisen, daB (2) und (3)
ein allgemeiner reihentheoretischer Satz zugrundeliegh, der eine Vielzahl
analoger Formeln liefert. Gleichzeitig wird klar, daf die Identititen (2)
und (4) bei weitem nicht so tief liegen wie das Reziprozititsgesetz fir
(verallgemeinerte) Dedekindsche Summen.

2, Ein reihentheoretischer Satz.
841z 1. Sei f: Z°->C eine Funkiion mit den Higenschaften
(a) Fir alle X, L, M ¢ Z, K-M 0, konvergiert

2 ( _Zf(Kery, Mp)) = lim

p=m 0 RS —eg

© (b) Bei festem M eZ ist lim f(K, M) == 0.

K-++co

ZR;' (lim vf(Kx—[—L,u, M,u))

Sl — ) S—»-uox__s

Dann gilt. fir n e N:

(%) > ) )j( 2f(dx+au,a.u))

(a,d)eN2 dmod d) p=—00 *=—00
=30 3 (3 fibx, b))

beN [fr=— 00 H=e0Q
bin

o0 oo ’
Zusarz. (a) und (b) sind erfillt, falls > 3 f(x, u) absolut kon-
vergiert. H=—eo =
Beweis, Alle unendlichen Reihen gind im folgenden als symmetrische

Reihen zu verstehen. Die in (%) implizit behauptete Unabhingigkeib
der Summe iiber § von dem speziellen Restsystem modulo ¢ ist anfgrund
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der Voraussetzungen (a) und (b) gegeben, da gilt: fiir ;¢ Z, j ~ 1,2, 3, 4,
ay #=0, ist

(5) D flatany+ag, ) = 3 flagtag, a).

R=—03 et — OO

Der Beweis von (%) soll nun durch Induktion tiber die Anzahl der verschie-
denen Primteiler von % gefithrt werden.

1. Bei n = p% p prim, sclN. Als erstes wird eine Hilfsgleichung
bewiesen, die amech im Induktionsschritt wieder benttigt wird. Seien

acZ, reN, peZ und
> J(pTrrou, ap). ()

5(1)1) B — 00

Ist (4, p) = 1, so durehisuft mit  anch du ein vollstindiges Restsystem
modulo p%, und man erhélt:

6) R = 3 D folutou, ap) =

i) #==2

Tt p=p-p', ¢ €Z, g0 hat man #hnlich wie bei (5):

hp) ==

2 flay ap)  fie

H=r00

(e, p) =

(M hla) = R(pp) = D> D) flo"e+opp’, apy’)

§pT) *=—

=3 > flp(e " %A-0w), app]

5(]31') R=—00

=p- ¥ Z’f (pf-lrwm,w)

,ﬂpr—l) *=s— 00

Aus (68) und (7) folgt fiir @ = 0:

(8) f,’ ( by o, o) ~ > 3 it apu))+
H=—~00 H=—00 y=—rc0 .u —co

+p 3 Zw,’ flpl™ 2+ 8, appl)

d(pr-—].)pl —C0 X¥=—0a

= D uw+ D hw =3 3| D fontou, am).

pm—00 p=—n00 HpT) B==00 x=—00
ote olp ')

(%) Im folgender wird abkiirzend geschrieben:

.= . . . H P—
;= .=

El -
a(b) a {mod b) ad=n (n,d]eN- bin beN
. ad= " bin
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Durch Induktion tther 7 folgert man:

® Y 2(2f(p’z+ﬁ;:,ap)

a(pfj p=—w. w=—0a

oD

- g‘;py #:(‘O (K:S;f@"z, aP !‘! ) 51 - ﬂ:sz—_:oo (N-—leﬂf p— ? a:p #))

Dies ist die oben erwihnte Hﬂf-sglelchung.
Man setze nun fiv K, L, M eZ, K-I 0,

(10) S(E, T, M) = f ( j"f(KMJ.nLy,MM)).

Dann ist (9) gleichbedeutend it

Wy Y8, 4 a) = D8, 0 a)— ) p T80 0, ap”).

a{p") »=0 pml

Wendet man (11) mit ¢ = 7, # = 0, ..., 5, an und summiert die regul-
tierenden Gleichungen, so ergibt sich

(12) 5‘ 28 8,9°7)

=0 8(p7)
s 7
= 2 Zp (@, 0, p+) — 3 N prig (5, 0, po )
=0 =0 =0 =]
s8—~1 ¢
N7 v v Ly—p
=2{p8(fp, ;P)““y v_'p.S(p,O,:ps' ) —
» ye=0 r=0 pr=0

5 T
=2 s 0, ).

real p=1]

Mitlels zweler Summationstransformationen erkennt man:

s=1 r 8 r—1
(13) > VoS, 0,9 = 22@’619 0, po+r-r+)
=0 l'mﬂ r=1 y=0

i

2 Z_pv-ls(-pw-—l O Ps+v—r)
Aus {12) und (13) folgh somit:

(14) ZZM, ,ps-*)—f’p%'(p’ ,zo),

-r 0 5(ph)

damit ist die Behauptung ffir #. = »* bewiesen.
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2. Sei nun # = N-¢f, NeN, ¢ prim, i>1, (¥, q) = 1. Sei
n = {{a,d) eN% a-d = n},
My = {{a,d) e N*: a-d = N},

Dann ist

i
M, = {ad dg'): (a, d) e M3,

woraus man leicht schliefBt:

(15) D N8, 8,0 :j‘ Y Mg, s, ¢ ).

a d—n é(d) =0 ad=N sagh

Sei nun (@, d) e N* mit a-d = N, Wegen {4, ¢) = 1. durchliaft 6§ = 8,d-
4+ 84" ein vollstindiges Restsystem modulo d-¢%, wenn 8, ein Restsystem
modulo ¢* und 8, ein Restsystem modulo @ durchlanfen. Ans (15) erhilt
man daher: :

i
18) D' Y8, 8,0y = D > 3 NS(@-g, 6.4+ 840 a

a-d=n a) =0 @d=N 5 dg_(d)

Sei nun fiir festes &,
§l#, p} = fldn-+-0,4"n, ¢'*ap).
Dann erfiillt auch g die Voraussetzungen von Satz 1, und Hilfsgleichung
(9), angewandt auf ¢, lefert:
an > 8@-c, 4d+ s, ¢70a)
8y(d)

= 3 3 3 @@t b+ b, o)

ay(gh) =m0 H= oo

2 oo oo

=3¢ D[ 3 fdgatogtu q*+"*iam)

r={ A=—00 #==—00

A oo .
S 3t 3 S e b, ¢ )
r=1 s 0D M — 00
A : A
— Z gyS(dqv’_ﬁzgz-;«s, gf+v—2.a) — ZQ"_IS(CZQ —1’ 62914-1:, qi-:—r—za)-
p=0 y=1
Man beachte nun
- (18) pNICE 0 S, 1) = D B(@-g, 8 (),

'52(63) Gol(d)
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(19) Eg(dq _15 529“_’: qt+”'la') = ZS(CZQVM, 52Qv_1, QH"'—Z&!;).
8ald) So(d}

(18) und (19) erhilt man sofort miftels der Reihendarstellung von 8 wnd
(3), wenn man beriicksichtigt, da mit 8, auch 8.4 baw. dy-¢'*? ein
vollsténdiges Restsystem modulo @ durchliufh. Axis (18), (17), (18} und (19)
folgt:

20y 3 D8, 8,a)

a-d=n 9(d)

Fi .
2N esag, o, e~

£
1T0 ad=N 6@ v=0

, .
- Z ¢S (dg Yy S Qﬂv_%)}

p==]
| A
=20 X sy, )
A=0 =D ard=N bold
A

- ZQ’-I [ 2 Z'S(dqv_lﬂ By a,)]}.

=1 wd=N 65(d)

.
-

Auf die Summen in eckigen Klammern wird nun die Tnduktionsvoraus-
setzung angewandt. Man erhilt:

@D Z ZS(CEQ", 8"y g a) = 2 b8 (bg, 0, b-47H),

ad=N 8,(d) bl
22) N MS(dg, s ¢ ey = X b-S(0g T 0, ¢,
ad=nN &{d) LN

{20) geht mittels (21) und (22} iiber in

@) > Y8, b0

ad—n 8d) _
i 2 1
=2 q Dosg, 0,50 — Sgt 3b-Sbg, 0, bg N}
0o by = 7

-1 A

3 _
= D'¢ D080, 0,80+ 3 3g D o-S(b, 0, bgt ) —

=6 BN =0 =0 DN

i A

=) 217 X o8 (bg, 0, by,

A=1 pz=1 N
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Wie bei (13) erkennt man, daf sich die beiden letzten Doppelsummen
gegenseitiz aufheben; wunter Beriicksichtignng von

[
(24) 200 D8, 0,0q) = Y b-8(b,0,8)

»=0 BN bln
folgt die Behauptung.

3. Anwendung. Eine Verallgemeinerung der Frgebnisse aus [4]
und [A] liefert :
Savz 2. Seien r,se NU{), 2, kcZ, I #0, nelN, u, veR. Sei

- Byp(@), ReNu{l}, B #1,
Bp(z) =
(=), B=1.
Dann gilt
. fdu-o
2 — . r—1
@5) u a | ZBB( o )><
(t:;fid)E:l':"; 4 (modd) o{mod dk}
. h 4ok
xB,.(éu—}—av——(du—{—cr)MT )}
dk
~ (DutoY ~ b
- o (3-8} 1 o 1,
Zb { Z BS( - )B,(bv (bt-+0) L)}
%EII’:T g{mod k)

ZusArz. Sate 2 bleibt richilg, wenn man fir alle (R, 2) e NU{HIXR
setats
By(w) = Bgla).

Beweis. Es wird nur der Fall r = 1, s > 1 behandelt. Fiir r = 0 oder

' § = 0 erhilt man (25) aus dem Fall r —s — 1 durch Differentiation

nach » bzw. u, wohei die Unstetigkeit von B, () bei z & Z zu beachten ist.
Sef im folgenden y: C—{0,1} mit

@) i, #==0,
2y =
x 06, =z=0.

Algs erstes soll die Tdentitdt

1 ~ futo) o , _g_
(26) IEIU%BB( = ).B,.(’IJ——(’M—;—G’)K)

o0

rls!

> 1
o 2mi{ux--op) KxtH )
Ty 2 (Z ¢ % (a)y (Ko Hy) LAy

pse—00 K= 00
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fir A, K < Z, K + 0, bewiesen werden. Diese Dargtellung wird z.B. von
Siegel [6] benutzt. Fir s > 1 hat man bei festem x e Z mittels der Fourier-
reihe von B, bel symmetrischer Summation

- 1
2:— 2-:m=¢
e :Z’; PR
= 2 Z mm“x(%nLH/u)
Km—rd a(K’) ( +H )
__1-_ ‘j 2n£-———(n—Hp) x(g—;)
P4 ﬁ-;‘ e #°
_ (2;@)S% 6—-ni(u+s}KﬂE (ul—]z—a)‘
’ I. oK)

Diese Gleichung gilt fiir alle » ¢ Z. Multiplikation mit o™ "(‘ff) und
W

anschlieBende symmetrische Summation iiber z e Z ergeben (26). Man
wende nun Sdtz 1 mib

. 1
p — 62n1(ux+wm) % )/
Flz, 1) % (14) 2 (Fore—+ Py P S

an. Die Voraussetzungen des Satzes sind erfilllt, wie beim Beweis von
(26) gezeigt wurde. Man erhilt

oz

TN N N oty ome) () 2 (@ 6+ g
(28) ( o (ulddse-- 8pr) -+ wap) LACH M
a;_"n%lpg’; x;_;e . ()" (% (A2 Ou) - hap)®

— Zb 2 ( Z Anib(usc-vp) x(bu)y ( (k"_["hfu)))
(Bu)" (b (Fore )

oln p=w—0 “y=a00
00 o
— 26—(T+8)+1 2 ( 2 2ecibiun vy} M)
£ EeRr<s # (Tt 4 hya)?

Aus (26) und (28) folgt die Behauptung Wegen des Zumsatzes vergleiche
man Bemerkung 3(b).

Bemerkung 3. (a) Das Resultat aus [4] erhilt man fiir 4 — v = 0,
r=g¢=1, das Besultat aus [5] fiir 4 =0 = 0, (r,s) # (1,1).
: (b) Seien

o by, '
his) = ZW’ reC,ecC,
m=—00

o
4
am

g(r) = W,

M= —03
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fiir Rer > ¢, Res> ¢, absolut konvergente Dirichlefreithen, wobei der
Strich am Summenzeichen bedeutet, dall m = 0 bei der Summation aus-
zulassen igt. Dann sind fiir Rer > ¢, Res>> ¢; auch

o> . o«

1 Gmez: ’ eﬂm‘mm

T, &) = E a, —— (s, ) = E b, ———

g( ¥ } m lmlr ? ( 2 ) m Iﬂ%}s
M=—00 Mm=—03

abgolut konvergent. Seien nun b, ke Z, k =0, n e N, u, v ¢ B. Fiir alle
2 e N mit An gelte fiir alle me Z:

Bim = bm *).

Bimp = Oy
Wie in Satz 2 erhdlt man mib

a’,ubkx-t-]l,u :
|\pl ik + bpi®

du+o ah -+ 8
— pi v J—
E d ; { ; h(g’__;_dk )g(r, Su+-av —{du -+ o) 7 )}

wd=n &d) oldk)

= yb"(f-}—b‘)-'rl TIL(S, b
d e

bln o(k)

Analytische Fortsetzung in r und s bei festen «, v, #, &, n Hefert die Giil-
tigkeit der Tdentitdt (29) in gewissen maximalen Gebieten des komplexzen
{r, s)-Raumes, Diese Gebiete hingen von der Fortsetzbarkeit der einge-
henden Dirichletreiben ab.

Setzt man fir komplexes § mit Ret > 1

‘,Ti oy 1 . ﬂt E’Q's,ignf.\afa)
iy ZWMSEZ i )’

M=—00 m=—10ro

floes p) = e‘r““”+”“)x(#)x(7ﬂ%+hﬁ)

(29) #

+G) g-(ﬂ*, by — (bu + o) %)

I's+1
o) = ey = —

(2t
so erhilt man
30y By@): = g(t, w) = ht,2)

I'(t+1)
(Zn)’ k

; meaa

= o 2mm:c
os—1 Z———asm—t 281g11m )
2 L |mf

) o0 a 00 .
I'(t-+1) ., X GOS8 2mme LT S‘ 8in 2onee
_2 — — — m— e 0
(27t o08 2t2 w e 2 t‘_«' m

m=1 =1

I

(%) LaB% man diese Bedingung fallen, so erh#ilt man eine Verallgemeinerung

~ von (28). Die resulfierende Gleichung ist jedoch komplizierier.
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Die Funktionalgleichung der Hurwitzschen Zétafunktion lehrt

i —f—t,a—[a]) L,
D A= ramn s,

v éZ,

wel;

(31) zeigt, dab die Funktionen B,(x) bei festem ze R holomorphe Funk-
tionen von ¢ sind. Ist ¢ € NU{0}, so gilt: B,(z) = ( Y, falls (¢, @) == (1, n)
mit nelZ; fir (f,e) ={1,n) mit ne? Ist Bn)=3%=E 1{m)+1
= B,(n) 1. Aus (29) folgert man nun mitbels analytischer Fortsetzung,
daB Satz 2 einschlielich des Zusatzes fir alle {r, 5) e C richtig ist, wenn
man B;(z) gemaf (31) definiert und in Satz 2 B, durch B, ersetzt. Die

Restriktion (r,s) € (NU{0})? ist somit iiberfliissig. Tnteressante weitere

Identititen ergeben sich anch, wenn man aunf beiden Seiten von (25) bzw.
(29) die Launrententwicklung

__1_,.._&4_0( —1)

_hinzuzieht und die Koetfizienten der Laurententwicklungen der Produlkte
auf beiden Seiten vergleicht.

(e} Zum Abschlufl seien noch einige andere Anwendungsméglichkeiten
von Satz 1 angegeben:

a,u"b %= 0 =0
() Jouy =00 B2 B EE
0, sonst,
(o) o .
wobei 3 amz, 3 by* absolut konvergente Potenzreihen sind.
#=0 u=0
(2) f(%, p) = —u(x+u)2_ﬁ(ﬂ+u)2+27ri(yx+d,u)’ o> 0’ ;8 - O, ", 7, ¥, ScR.

Dies fithrt zu einer Identiifit zwischen Thetareihen, aus der man auf
itblichem Vyege durch Grenziibergang eine Identitit zwischen zweifachen
Gaugs’schen Summen ableiten kann.

(3)  Beien g, f ganzalgebraische Zahlen eines quadratischen Zahlkérpers
K. 8el ¥ &N,

1 {(xa,uf) Basis cines Ideals a(x, x) von K mit
Norm (a(zx, g)) < N; fiir alle (x y ') €22 it w2 -hp'?
< %8+ u? isb alx, /u) 7 af{x’, 5,

0  gonst.

Floe, e =

Dieg i'iihrt; zi einer Anzahiformel fitr Ideale.

Die Liste der Anwendungen 148t sich aufgrund der Allgemeinheit von
Satz 1 leicht verlingern.
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