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1. Introduction. En 1981, J.-M. Deshouillers et H. Iwaniec sont
parvenus & des résultats trés généraux sur les sommes de Kloosterman
en moyenne (voir [1]). En particnlier, ils ont appliqué ces travaux au
théoréme de Brun—Titchmargh, pour obtenir la majoration suivante de
#(w;q, o) (cardinal des mombres premiers < », congrus & a modulo g)
(voir [2]):

Soient 22, s> 0, 1<<ja|<2®, @ =2 ¢t 12 01 —~5 Alors,
pour presque tout g de [Q, 2Q] avee (¢, &) = 1, on a:

»
w(w; ¢, a) < (0(6) -+ ec,) TiDloss
avec
4
0= 5=

(Le nombre dexceptions est infériewr & Qu™*%, pourvu gu'en ait © > ,(e),
les constantes e, eb ¢, sont absolues). ‘

On désigne ici par ¢(g) l'indicateur d’Euler de lentier g.

De cet énoncé, ils ont déduit que, pour une infinité de nombres pre-
miers p, le plus grand facteur premier de p--a dépasse p%%, ol § vaub
1—4e7%® = 0,65635... (on se reportera & [9] et & [10] pour les travaux
antérieurs). '

Lobject de cet article est d’améliorer les idées de [2], en faisant
appel % des travaux récents sur le théoréme de Bombieri~Vinogradov
([3), [4], [B]), travaux qui reposent essentiellement sur le ecalcul d'une
dispersion au moyen de majorations de sommes de Kloosterman. Le
résultat obtenu est aingi au confluent de plusieurs méthodes de théorie
des nombres. Toutefois, il n’est valable que pour 6 légércment gupérieny
& 1/2. On montre: ‘ 7

THfoRIME. Soient 32, ¢> 0, A>0, |aj< (loga)4, @ =2°, 1/2
< 8 11/20. Pour presque tout g de [, 2Q], vérifiant (g, ¢) = 1, 0n ala
Jormaule: : -
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o
v \<~ — [
7(#; ¢, o) (01(‘9) OZ(G)TE) Hw—wqﬂ(g)logw
avec
12 1/2 < 6 < 53/104
o 2 <0<
0,(0) =

|28 (53/104 < 0 < 11/20)
47566 PHEESTS ’

9o
0 (10/19 < 6 < 11/20).
Le nombre demceptions est inférieur & Q(logw)™4, pouwrvu qulon ail
@2 2o{e, A).
Remarquons lamélioration de C€{}) = 2,6666... en Cy(})—C:(3)
= 2,2046... De ce théoréme, on d&éduit par la technique usmelle:
COROLLATRE. Pour wne infinité de nombres premiers p, le plus grand
facteur premier de p--a est supérienr & p°=%, oi & est défini par la relation:
4 9 o1 8. 13 6 1, 400 +"10 361
5 830(—0 2 10 %1z "7 351 T3 350

€l 0l ¢ est un nombre positif quelconque.

C,(6) =,_Iog (M) (1/2 < 0<10/19),

On trouve ¢ = 0,65785... (Pest volomtairement que lauteur a sim-
plifié Pexposé, en n'itérant pas I'identité de Buchstab et en n’appliguant
pas le théoréme 2 de [3]. Ces technigues auraient, elles angsi, conduib
% une légére amélioration des constantes en gquestion, maig at prix de cal-
culs assez longs. _

Ce travail doit beaucoup & de fructnenses discussions avee H. Fwaniee.
Llauteur tient & le remercier jci, et & exprimer aussi sa gratitude 4 H. Cohen

et & G. Tenenbaum.

2. Début de la démonstration. En rveprenant les idées de [2], on voit
que Pétude de =(x; ¢, a) se ramdne & celle de Ia fonction:

alf;q,0) = D flv)
p=alg]
ol In, lettre p désigne toujours un nombre premier, et ol F(£) est une fone-
tion positive de elasse ¥, & suppert dans [z, 22], dont les dérivées
vérifient:
Jf(z)(f)l<m_l (I=0,1,2,...).
On note aussi, pour 2 < z< :
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et
S(fig, a9 = D fln).
(. Plen=1
n=a[g}
- On a done

a{f; 0, 8) < 8({f; ¢, ¢, 9-1'1]:)
et par lidentité de Buchstab ([6], page 39), on a:

1) a(fig a2y — &
avee
Z, = 8(f5 4, a, D'F)
eb
Z,= ) B(f;04,0, )
PBcpcplf?
{p.¢)=1

oit D est un paramétre & fixer ultérieurement, et b une solution des eon-
gruences:
b=40[p] et b=algl

Dans le paragraphe 4, on minorera X,, et au paragraphe 5, on - majo-
rera X,, auparavent on cite les lemmes dont on aura Dbesgoin.

3. Lemmes. Le lemme 1 egt la version de Ja formule du crible linéaire,
donnée par Twaniec. Son intérét réside en la grande souplesse du tferme
derrenr; il ne semble pas nécessaire de rappeler les notations classiques
du crible lineaire. On monfre:

Leme 1 ([7], [8]). Soient 2> 2, D=2 el e > 0. On a la majoration:

FA, )< XV (R {F(s)+Et+R*
ot § = (logD)/(logz) et B = 0O (s+s“33K‘LL(10gD)“”s). TLe terme reste BT
est de Ia forme: _
BY = Mopya) D v wpe )

9
Dy »<D® DypgDy e

ot {D) parcourt Pensemble des sous-suites (y compris la sca»guls-fg,ﬁta vide)
D,>D,>... = D, o les D, sont des nombres de la forme D 49" (1, = 0)
vérifiant les imégalités :

DD,... Dyl <D (0<£I<3r—1))

ais les coefficients c("f,)(v, &) sont, en valewr absolue, infériewrs & L.

Tses lemmes 2 et 3 traitent de Pesposant de répartition de la convolée
de deux sviises; ils sont & Ia base de Paméloration des résultats de {21
Dans le lemme 2, une des suites est trés courte.
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En désignant par 7,(n) le nombre de décompositions de l'entier
# sous la forme % = %, ...n,, on montre:

Levwve 2 ([4]). Sofent 5> 0 et v un entier =
et (8,) denx swites de réels vérifiant les condifions:

(1) Pour tous les eniders by k et q, vérifiant (b, g) = 1, on a pour lout
B 6t pour y = 2, Pestimation

2 b=

{n,k)= 1 n 5{g] (n kg)=1

(i) togl ot 18] < (loghz, ()P +1.
On note Ny ef Ny deww nombres satisfaisant auws inégalités:

1. On désign.e par (a,)

= 3 bt Onlyraliy log 7,

Ry

e K< <N, < P s pour Bt o U,

Bous les conditions précécleﬂtes, Vestimation

' 1

@ | D mbfm—— 3T ap,fnm)| <, 000g5) 4
g=Ex~" " mn=algl (P(Q {mn,q)=1
(g.ay=1 Ny<n<Np Ny<n<Ny

est walable powr tout A, wniformément pour |} < (logz)2.
Dans Ie lemme 3, on envisage le cas ol (§,) est de nature trés parti-
culiére:
. Lenve 3 {[3], [8]). 8¢ (o) satisfait la condition (i) du lemme 2, e
8 (B,) est la fonction caractéristique de la suite des nombres premiers, Vesti-

mation {2} est valable powr toui n> 0, pour tout A, umfowmemmt _POUr
lat < (logz}*, dés qu’m a les mégalv,tés

PP K< Ny < Ny < a9,

Dans [2], les majorations de sommes de Kloosterma.n sont utilizéeg
sons la forme suivanie:

L 4. Seient (a,,) et (b,) dews suites de véels vérifiont [a,,) ¢t |b,| <
On définit la somme By(M, N) par la formule:

Dty D bl 0, 0)

m ngN
(mn.g)=1

‘BQ(M3 —'N) =

o on & Posé

_ n==+00
ralfigy0) = D Fm—@g™I(H) AW = )} fu).
n=alql n=—00
1=0[d]

icm
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La rélation

D B (M, W) < Q!
Q<g<20)
(g.2)=1

est vraie, wniformément pour |a)
sont réalisées:

< CGQ—I;B_“,

Le lemme 5 est de nature combinatoire, on a:

LevMe 5. Soient U, V et W trois nombres vérifiant W=V = U =1,
et soit (¥) = (¥y, ..., ¥,) une suite de v nombres ¥,z 1 vérifiont les iné-
galités

< &%, lorsque les trois conditions suivanies

Ngao ™, MN*< 29 0,

Y, .. TE<W (1<i<r)

telle gu’aucun des produits des ¥, # appm tienne & [ U, V1. Sous ces conditions
on a Pindgalité
Y,... V. < WUV,

Ce lemme est évident pour ¢ = 1, on le suppose démontré pour r—1
nombres ¥;. Lorsqu'on a inégalité ¥, VU™, la relation ¥, ... [;< W
entraine le résultat.

Notons gu’on & assi:

Y, >U=Y,>V=VU".

On suppose maintenant ¥, < FU~' On constate alors, qu'aucun des
produits partiels des ¥i,..., Y,_; nappartient ni & [U, V] ni &
[UYL, VX', c’est & dire au segment [UY,*, V1. Larécurrence conduit
& la relation:

Y, .. Y, < WUEHV

ce qui achéve la démonstration du lemme 5.
Dans toute la suite ¢ désigne une constante strictement positive,
suffisamment petite.

4, Minoration de Z,. Le lemme 3 ne done une minoration non triviale
de X, que pour:
A< < l1one)—ze

D’aprés la formule (1), on a:
e Y fewds )

oYt epp e D13 QuF pya(10719)—2
nypa=algl pis=alg]

F{p1ps)-
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Le lemme 3 entraihe, qu’on a, pour presgue toutb g (premier avec a),
de Pintervalle [@,2Q], linégalité:

SN

Proa=oldq] {p1D2:9)=
Qaf <317-,l’<a:(10119) s Qzt <p2<w(1°4'19)"'

. _\fﬁ_l —4
F(pap2) <m) logo)

valable uniformément pour la| < (logay?. Le nombre d’exceptions vaub

0,,,[Q{logx) ""‘) Ttilisant le théordme des nombres premiers, on a finale-
ment, pour presque tout ¢, premier avee @, de Pintervalle [, 2¢), Ia
formule:

3) C Z2 (00— 0(e) (p()oga) L (f)
pour x> we{e, 4).

5. Etade de Z,. Par le lemme 1, con a:

I <@+ [p(@log DI} +EBH (g, D) (&' < &)
ot D = D{w, §) aura les valenrs suivantes:
A Iy pour  1/2 < 6 < 53/104,

TIBG~TRy—0 ponr  B3/104 < 6 11/20.

Dans ce paragraphe, on montre gue, pour presque foub ¢, premier avee a,
de Pintervalle [, 207, on a:

E¥(q, D) = Ofw(logz)*p(g) ™).

Notons ¥' = Q%™ et ¥’ = 275042, Le terme reste BT (g, D)
est la somme de 0,(1) termes de la forme & (g, (D)) avee (D)= (Dy, ..., D,).
On notera I¥ un produit partiel des D; (D'= Dy von Dy).
1. Cas ot un des D' appartient & Pintervalle [N', ¥"]. Dans ce cas,
on appliqgue le lemme 2 avec '
= 21.

la somme éfant faite sur les (p;, ..., p;) vérifiant
9 .
o= Py oo Pyy AVEC e [Dy, DT (IFI)
Il suffit de vérifier les inégalités
05'-1@2&@‘<D' <D’{1+59) = ms]EQ—Msw_e

pour en déduire qu’on a

2 IBlg, ()]

Q<q£~Q
{g,a)=1

O (w{logzy~--?)

icm
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ce qui condunit & Ia majoration:
(4) |B g, (D

valable pour presque tout g, premier avee a, de Pintervalle [@, 2Q], avee
0{Q(loge)™} exceptions.

2. Oas ol aucun des I nlappartient & Vintervalle [N', N'']. Les iné-
galités de la définition des D; permettens d’appliquer le lemme 5, aves
Y, =D, W=D, U=N¢e ¥V =23X" Ona donc

)| < #(loga) p(g) !

Dy D, < DN,
On sait ([8]), qu’en posant:

M, =a@ 7% e N, = 'D@a™,

on peut décomposer la snite (I, ..., D) en deux sous-suites

(Dis - D) et (DY, ..., D)

telles gqulon ait
Dy D<M, et
On pose alors

M =DYD,... Dy e N = (D)..D/y.

On a done inégalité
M_Z\‘Tg_ DS(DLTI_Z\TN—I)I-}-Sg.
Les nombres M et N vérifient:

) -u- < TQ_l —4a N é mQ"la;‘“
et
g DS(DN’N”-1N§)1+SQ

3‘[[‘2\?4gl)e(le\T/;\j‘”—l)l-i-egNﬂ J3Q—3 —e

Tie lemme 4 condunit &

2} Blg, (D) < &+~
gszq :

( aj=
ce qui permet, dans ce cas également, de retrouver la majoration (4).
3. Oas particulier: 1/2 < 6L 53/104—1000e. On suppose toujours
guancun produit partiel D’ n’appartient & [N', N”]. Ce qgui a é6é faib
au paragraphe précédent peut &tre améliord, en constatant qu’on a dans
ce cas Pinégalite N < N, qui implique que le produit des D de (DY,
inférieurs & N’ est 1u1~meme mfémeur a N
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La relation D < {(N")® entraine gque deux D, au plus, sont supérienrs
4 N”. On a aussi D; < D**, on applique le lemme 4 avec

M = DD, ... DY K DHDHBNYY et N = DIT0 DO

pour obtenir la relation (4). Il suffit de regrouper les relations (1), (3) et
(4) et de remplacer par la valeur de D, pour cbtenir le théoréme,
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To Proféssor Paul Erdds on his 70-th birthday

The main sﬁbject of thig paper are reciprocal factors of gnadrinomials
over 0. For a quadrinomial

3
(1) qlm) == ag+ 2 w,'m"", 0 << Mg << Rp << g,y Gplylatdy =0
i=1

with given coefficients a; the question of non-reciprocal factors has been
completely settled in [1] and the eyclotomie factors are easily determined
by means of a theorem of Mann (ef. [3], Corollary 4). Some partial results
about non-cyclotomic reciprocal factors have been obtained in [5]. In
particular it has been proved there that if either |agl+|asl = |ay|--las|
or for some g, k: 0<Cg, A <3

(2) a2 = aimodg.cd.g-geda o ay] = |agl, & = jas
i <3 iFgk

then either all Teciprocal factors of g(x) are cyclotomic or else thers is

3
a relation 3 yn; =0 with p; integers satisfying
i=1

log jay|?
0 < max {y; | € max ———=—.
; 9
1sisa asjey  10g2

| The condition (2) is fulfilled by about 82/, of all quadruples (ay, 4y, 2, @z

with |e;] < & (a—>o0).

Now we shall show that for almost all guadruples {a,, 81, 4z, 3>
in the sense of density reciprocal factors do not exist. More exaetly we
shall prove '

TeroreEM 1. The number of integer gmdm;;les iy, gy Bg,y Gay With

0 < la,| < a (0< i< 3) for which g{@) = ag+ 3 a0 has a reciprocal
: i=1

Factor at least one triple {ny, ny, 0y is O[a* [(loga)*™).



