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ACTA ARITHMETICA
XLIV (1984)

Uber die punktweise Konvergenz von
Ramanujan-Entwicklungen zahlentheoretischer Funktionen

von

Aporr Hipesranp (Urbana, IlL)

1. Einleitung und Formulierung der Ergebnisse. Die fiir natiirliche Zahlen
g und n durch |

cq (Jl) —- Z eZni(alq)n
1€a%g
@a=1

definierten Ramanujan-Summen tauchen in verschiedenen Problemen der
Zahlentheorie auf und haben eine Reihe interessanter Eigenschaften(®). So ist
fiir jedes feste n die Funktion gt—¢,(n) multiplikativ und es gilt die Formel

0 falls p™ ' .tn,
1) Cq (n}= n Cpm(l’l), cpm(n) = { _pm—1 falls p™* ||,
.pMlla pm_pm—1 fﬂ]lS pmin_
Ferner besitzt ¢,(n) dic alternative Darstellung

@ | (=T du’(g)_
d|(mq)

Betrachtet man fiir jedes geN cq(n)'ais zahlentheoretische Funktion von n,
so erfiilit die Folge (¢),»; die Orthogonalititsrelation

. . lolg falls g=gq,
) ' Miegeq) = {0- falls g # ¢,
wobei M (f) den durch | _
.1
M(f):= lim N 2 fn
N—+owm nEN

(1Y Vgl Hardy/Wright [107], Theorem 67 und Theorem 271, sowie Schwarz/Spilker [20],
Beispiel 2.3 (c).
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(im Falle der-Existenz des Grenzwertes) definierten Mittelwert einer zahlen-
theoretischen Funktion f: N — C bezeichnet.

Diese Eigenschaft legt es nahe, in Analogie zur Fourier-Entwicklung
reeller Funktionen Entwicklungen zahlentheoretischer Funktionen f in (zu-
nichst formale) Ramanujan-Reihen

[~ 3 afle

gzl

mit den Koeffizienten

(4) : ag(f):i= (e

@ (q)

5

(im Fafle der Existenz dieser Mittelwerte) zu betrachten und auf Kon-
vergenzeigenschaften hin zu untersuchen. Einige allgemeine Aussagen liber
solche Ramanujan-Entwicklungen findet man z.B. bei Carmichael [2], Wint-
ner [25], Delsarte [4] und Schwarz/Spilker [20]. Wir wollen uns in dieser
Arbeit mit dem Problem der punktweisen Konvergenz von Ramanujan-
Entwicklungen und einigen damit verwandten Fragestellungen befassen.

" Darstellungen der Form

(5} fny =73 a,¢n)

gzl

(neN)

durch eine punktweise konvergente Ramanujan-Reihe wurden bereits von
. Hardy [9] und Ramanujan [15] fiir eine Reihe bekannter zahlentheoretischer
Funktionen f angegeben, wobei allerdings im allgemeinen die Koelfizienten
a, nicht mit den durch (4) definierten ,natiirlichen” Koeffizienten dg( f)
ibereinstimmen. Nach Spilker [21] besitzt jede beschriinkte Funktion f
(mindestens) eine solche Darstellung. Es scheint jedoch bisher nicht bemerkt
worden zu sein, daB das Problem der punktweisen Darstellbarkeit einer
Funktion f durch eine Ramanujan-Reihe (welche nicht mit der Ramanujan-
Entwicklung von f tibereinzustimmen braucht) die folgende triviale Ldsung
besitzt: o

Satz 1. Jede zahlentheoretische Funktion [ lifit sich in der Form (5)
darstellen. ‘ '

Als wesentlich interessanter und schwieriger erweist sich die Frage nach
" der punktweisen Darstellbarkeit einer Funktion f durch ihre Ramanujan-
Entwicklung Z a,(f)e,, d.h. der Gultigkeit von (5) mit den ,,natiirlichen”

gz
Koefﬁzienten a,(f) (im Falle ihrer Existenz). Dieses Problem wurde im Fall
multiplikativer Funktionen f von einer Reihe von Autoren (Schwarz [16],
£17]. [18], [19], Delange [3], Tuttas [23] und Warlimont [24]) untersuchi.
Als Beispiel sei hier der folgende Satz von Tuttas ([23], Satz 1) zitiert:

Ast fi N—C eine: multiplikative Funktion, deren Mittelwert M(f)
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(= a,(f) existiert und # O ist, und welche

. 1 . 1/2
= msup = T i) <o
N—=w N nEN
erfiillt, dann existieren die Ramanujan-Koeffizienten a,(f) (geN) und die
Ramanujan-Entwicklung Y, a,(f)c, konvergiert punktweise gegen I
gz1
Ein iihnlicher Satz gilt fir additive Funktionen (Hildebrand/Spilker [11],
Satz 1)
Ist f+ N — C eine additive Funktion, deren Mitrelwert M (f) existiert und
welche

.1
1l = limsup 3 1f (] < o

N—rx ) nEN
erfiillt, dann existieren die Ramanujan-Koeffizienten a,( ) (geN) und die
Ramanujan-Entwicklung Y a,(f)c, konvergiert punktweise gegen [,

421
 Wihrend in diesen beiden Fillen die erzielten Ergebnisse recht befrie-

digend sind, ist das Konvergenzverhalten der Reihen Y a,(f)eg(n) (neN)

z1
fur allgemeinere Funktionen f bisher noch nicht untfarsucht worden, Das
Hauptziel ‘dieser Arbeit ist es, einige Sitze hierzu zu beweisen.

Aufgrund der Orthogonalitétsrelation (3) gilt fir jede Funktion der
Gestalt

(@QeN; a,eC (g < Q)

(sogenannte ,gerade Funktionen” (%)) a,{f} = 4,; eine solche Funktion wird
daher trivialerweise durch ihre Ramanujan-Entwicklung punktweise dar-
gestellt. Nun 1Bt sich die Menge der geraden Funktionen, also der von den
Funktionen ¢,, geN, aufgespannte komplexe Vektorraum, beziiglich der
Norm

WAl o= sup | (m)

neN
oder beziiglich einer der Halbnormen

1 X ] 1/4 '
||.f||,1:=(ﬁmsup-ﬁ Y wv) Gz
N-+ow

n&N

(*) Eine gerade Funktion 1Bt sich auch dadurch charakterisieren, daB mit ciner peeig-
neten natliclichen Zahl k fim =7 ((n, k)} fir jedes neN gilt (siche Schwarz/Spitker [20],
Theorem 1.1 (a}).
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vervollstindigen; die so erhaltenen Funktionenklassen, die sogenannten
JgleichmiBig fastgeraden” bzw. ,,B*-fastgeraden” Funktionen, wurden von
verschiedenen Autoren untersucht  (siehe z.B. Schwarz/Spilker [20]). Fiir
solche Funktionen existieren die Ramanujan-Koeffizienten(?), und es legt
daher nahe, zu fragen, ob sich die punktweise Konvergenz der Ramanujan-
Entwicklung gerader Funktionen auf die genannten Funktionenklassen iiber-
triigt. Der folgende Satz beantwortet diese Frage positiv im Falle der
kleinsten Klasse, nimilich der glelchmdﬁlg fastgeraden Funktionen.

Satz 2. Jede gleichmifiy fastgerade Funktion wird punktweise durch ihre
Ramanujan-Entwicklung dargestellt, d.h. fiir jede natiirliche Zahl k konvergiert
di¢ Reihe Y. a,(f)c,(k) gegen f(k). '

g1 ' "

Die Ramanujan-Entwicklung B fastgerader Funktlonen {(A=1) ist im
aligemeinen nicht mehr punktweise konvergent. In Abschnitt 5 wird eine
Funktion konstruiert, die fiir jedes A > | B*fastgerade ist, deren Ramanu-
jan-Entwicklung aber an keiner Stelle konvergiert.

Wir formulieren nun drei weitere Sktze, die, wie in Abschnitt 3 gezeigt
wird, alle zu Satz 2 dquivalent sind. Der erste besagt grobgesprochen, daf die
Partialsummen der Ramanujan-Entwicklung einer beschrinkten Funktion
(punktweise) beschrankt bleiben.

Satz 3. Fiir jede beschrinkte zahlentheoretische Funkrion f, déren Rama-
muyjan-Koeffizienten a,(f) (ge N) existieren und jede natiirliche Zahl k gilt

sup | Y ag(N1eg(R) < e ()i fllees
01 ¢50
© wobei ¢(k) eine nur von k abhingige Konstante bezeichnet.

Im nichsten Satz wird dzese Aussage in Form einer ,,endlichen™ Unglei-

chung formuliert. '

Satz 4. Fiir jede endliche Folge (a)<o, (QoeN) kmﬁplexer Zahlen und
jede natiirliche Zahl k gilt (%)

max \Z ayco (k)| < cfk) max| E a, ¢, (n)|.

Q€Qq a0 n=N  g€Qy

Es scheint schwierig zu sein, brauchbare Anwendungen dieser Unglei- -

chung zu finden, zumal in mehreren naheliegenden und leicht zu berechnen-

den Spezialfillen man die linke Selte durch E ia,,l ersetzen kann und sich

die Ungleichung dann als wirkungslos herausstellt Im allgemeinen ist dies
jedoch nicht moghch wie in Abschnitt § mit cinem Gegenbeispiel gezeigt
wird,

(?) siehe Schwarz/Spilker [20], S. 332.
{*) Das Maximum auf der rechten Seite der Ungleichung existieri, da die Funkhonen A

und damit auch 3. a,¢, nur endlich viele verschiedene Werte ansiehmen.
_#%Qg
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Im folgenden Satz wird, in Analogie zur Fourier-Theorie, die Norm von
Partialsummenoperatoren abgeschitzt. Wir filhren dazu die Kernfunktionen

¢q (k) cq(m)
Sop(m:i= 3 o
2= 2 700
ein, mit denen sich, wie leicht zu sehen ist, die Partialsummen der Ramanu-
jan-Entwicklung einer Funktion f (mit existierenden Ramanujan-Koeffi-
zienten a,(f) (geN)) an einer Stelle k in der Form

(Q. k, neN)

¥ oa (e, k) =M(fSp,) (QeN)
a<Q
schreiben lassen. .
Satz 5. Es gilt [|Sgall; <c(k) (@, keN).

Diesen Satz werden wir in Abschnitt 4 direkt beweisen, Der ralativ
schwierige Beweis beruht auf Abschitzungen der Funktionen

M(n,z)= Y u(d und

d|n,d<€z
Im letzten Abschnitt dieser Arbeit geben wir einige Gegenbeispiele, die
zeigen, daB sich die obigen Siitze nichi wesentlich verbessern lassen. So ist

2.B, die Konvergenz der Reihen 3 a,(f)c,(k} in Satz 2 im allgemeinen
gzl

M, (n, z) = j (L/u) M (n, u) du.

" weder absolut noch gleichmiBig in- k.

Wir beschliefen diesen einleitenden Abschnitt mit der Bemerkung, daB
analoge Sitze fiir die Fourier-Entwicklung zahlentheoretischer Funktionen
nicht gelten. Darunter verstehen wir Entwicklungen def Gestalt

f~ X
(q.a)eN x N
: Lgasq(e.9=1
pach den fiir x€]0, 11~ @ durch
e (n):=e™"  (neN)

definierten Funkiionen, welche die Orthogonalitédtsrelation

(f ea,’q) eajq

Mie o 1 falls ¢ = o,
eatw) = 0 falls a # o,
erfitllen. Ordnet man die Summationsindizes (g, a) lexikographisch, was hier

sehr naheliegi, so lassen sich die Partialsummen einer solkchen Fourier-
Entwicklung an einer Stelle keN in der Form

(@, a’€]0, 1),

Z z M(fea;‘q) ea/q (k) + Z M(feﬂ.fQ) e“/Q( ) (f‘Sh‘;ZQ,A).k)
§<Q 1 <asyq s 4
(@g=1 {@a.@)=1 .

(@, AeN; A< Q)

:
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mit
Sean(mi= 3 ¥ eg(mMeg, kit Y cupln ek
g<Q l€axg a€A
(ag=1 (e,Q)=1

schreiben. Nun ist im Fall A = @ fiir jedes neN
Soa(m:=Sgoulm= 3 ) ;::;T"—)-eam(k)

s L<agy

} {a,g)=1
=Y ¥ eu-k=7 cn—k
9sQ lsasg sQ
(a,q)=1
und daher fir @ =2 (|85~ S~ 4llx m_”CQHI' Da jlegll, =[] (2—2/p) gilt(%)

] ) - rig

ist die Folge (llcglis)gz1 und somit auch (S, /l,)g»1 nicht beschriinkt, d.h.
d?e zu Satz 5 analoge Aussage fir Fourier-Entwicklungen und damit auch
die Analoga der (zu Satz 5 #quivalenten) Sitze 2, 3 und 4 gelten nicht.

2. Beweis von Satz 1. Der sehr einfache Beweis beruht auf dem auch von

Spilker [217] benutzten Ansatz '

fimp= 3, apcpy(m) (neN),
g21
mit
q"={l falls g =1,
' q H p falls q>1,

rla
d.h: s wir.d von vorneherein a, = 0 gesetzt, falls ¢ einen Primteiler p mit pllg
besitzt, Wie aus der Formel (1} ersichtlich, ist ¢ () # 0 nur dann, wenn gjn,

sodal} fiir jedes feste n nur endlich viele Glieder der Reihe Y. ag ¢, (n) von
1] . =
Nuil verschieden sind und daher keine Konvergenzprob]errqle 1auf'treten.

Es geniigt somit zu zeigen, daB sich fiir j
, Jede Folge (f(n) kompl
Zahlen das unendliche Gleichungssystem /0oy komplexer

(6) ' fm=3% asc.n (neh)
qln

nach dep Grollen a, (¢' 2 1) avflosen JiBt. Dies ist jedoch klar: Mit den
durch die Rekursionsformel ‘

ay. 1= f(1),
1
Ay :=c,,,(n) (f("l)“%. aycp(n) (n>1)
q<n

festgelegten Koeffizienten a, ist (6) erfiill.

(%) siehe Schwarz/Spilker [207, Beispiet 2.3(b).
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Bemerkung. Die so konstruierten Koeffizienten stimmen im all-

gemeinen nicht mit den Entwicklungskoeffizienten a,{f) = —— M(fc,) (im

elq)

Falle ihrer Existenz) iiberein.

3. Beweis der Aguivalenz der Siitze 2 bis 5. Wir zeigen die
Implikationsketten

Satz 5= Satz 3 =Satz 4= Satz 5

und
Satz 3 = Satz 2= Satz 4,

womit die Aquivalenz aller vier Sitze bewiesen ist.
Wegen der Ungleichung

! [T a, (el = M Sl < 1Sl i1/
750
folgt Satz 3 unmittelbar aus Satz 5. .
Satz 4 ergibt sich als Spezialfall von Satz 3, wenn man beachtet, daB fir

Funktionen f der Gestalt f = Y a,¢; a,(f)=a, gil.
7€0Q¢
Zur Herleitung von Satz 5 flhren wir die .. Vorzeichenfunktionen™
Jou(n) == sign S, (n) (ne V) (sign 0:=0) ein. Da fp,(n) =fo.((n, @N) (neN)
gilt, ist fp, eine gerade Funktion und 14Bt sich somit als endliche
Linearkombination der Funktionen c,, ge NN, schreiben(®). Satz 4, auf die
Koeffizienten dieser Linearkombination angewandt, ergibt dann
”SQ,kHI = MQSQ,JLD = M(fQ,k Sox) = Z aq{fQ,k) Cy (k)

asyd

< c(k) max [fou () < c(k),

also die Behauptung von Satz 5.
Um Satz 2 aus Satz 3 zu folgern, sei [ eine vorgegebene gleichmilig

fastgerade Funktion und

S= Z "JS;")('q

40,

(neMN)

cine Folge gerader Funktionen mit lim ||/—f]l, =0. Satz 3 ergibt fur

beliebige natiirliche Zahlen k und » |
sup | Y a (f—fde (k) < cllf =1l .

Azl 45@ .

{*) Vgl die FuBnote in Abschnitt 1 zum Stichwort ngerade Funktion”™,
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Beachtet man nun, daf} fiir @ > Q,
Y a(fiey= Y alf-fic 0+ %
7<Q g% qsg

=¥ a,(f-f)c(+fk)

&

aty (o) ¢q (k)

#
|-}

©

gilt, so folgt
a,(f) eg (k)| < |f (k) =1, (k) +| ;Q a,(f =S ey ()|

< (L+e()f~All

fur jedes @ = @, und damit nach Grenziibergang n — o0 die Konvergenz der
Reihe > a,(f)e,(k} gegen f (k).
gzl
Den Beweis der nech verbleiberiden Implikation Satz 2 = Satz 4 fiihren
wir durch Widerspruch. Wir nehmen an, die in Satz 4 behauptete
Ungleichung sei flr eine (feste) natiirliche Zahl k falsch. Dann existieren

positive, gegen oo konvergierende Konstanten M, (neN), gerade Funktionen '

fi= S alfde

2@,
mit || £}l =t (neN), sowie natiirliche Zahlen @, (neN) derart, dah
| % a(f)og®) = M, (neN)
asQy

gilt. Die Konstanten M, kdnnen dabei so gewdhlt werden; dab

(7 Y UM Qno (ngeN)
. n>n0 .
erfillt ist. F erner kann
(8) ’ Q,,/"CO (H—POO),. QM<Q;+1$Qn+I {REN)

vorausgesetzt werden.
Wir definieren nun durch

= 3 (/M5

eine Folge gerader Funktionen. Da fur jedes neN |ifll. =1 gilt und die
Reihe ) 1/\/M wegen (7) konvergiert, ist die Folge (FN)N;1 beziiglich der

nz1
Norm ||-|j,, eine Cauchy-Folge und konvergiert daher in dieser Norm gegen
eine Grenzfunktion F, welche gleichmiiBig fastgerade ist. Wir zeigen nun, daf
die Ramanujan-Entwicklung - von F an der Stelle k dlverglert was den
gewlinschien Widerspruch zu Satz 2 ergibt.

(NeN)
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Uber die punkrweise Konvergenz 117
Fiir jedes NeN gilt
l Y, ay(F)e k) = I/\; | Z a, (fw) g (k)| —

'
§5Qy 4%

- ¥ (n/m) |Z

<N

AVATAL B Z a4, (F —Fy) ¢y (k)]

Qy 2sQy

Beachtet man nun, daB wegen (8) fiir jedes n < N @, < Qy und damit

| ¥ a,(feo] =1kl <Al =1
g5y

gilt, ferner (7) unter Verwendung der aus {1) folgenden Ungleichung
legl < <p(q)

| Y F—Fae, ) = ¥ ~({;—1@M((F—FN)cq)cq(k)

a<Qy qsdy

<IF-Ful. T o< ¥ /-WQ <

9sQy a>N </

ergibt, so folgt

| Y a,(Fie,lk J_ZI/J"I

250y n<N

Da die Reihe Y 1/\,/’1\71': konvergiert, strebt die rechte Seite gegen oo fiir
nz1
N — o, und die Reihe 3

a,(F)e, (k) ist somit, wie zu beweisen war, divergent,
g#1 :

4, Beweis von Satz 5

4.1, Beginn des Beweises. Wir zeigen hier, wie sich der Satz aul Ab-
schitzungen fiir die Funktionen
Ml (n! Z) =

Mn,z}= ) u(d und zj(l/u)M(n,u)du
z 1

zuriickfiilhren l4Bt, welche dann in den folgenden Paragraphen bewiesen
werden.

Wir zitieren zunéchst einen recht allgemeinen Hllfssatz der sich in der
Folge als sehr niitzlich erweisen wird. Fir den Beweis verweisen. wir auf
Levin/Fainlaib ([12], Theorem 1) oder auch Halberstam/Richert [8], wo
etwas schirfere Resultate bewiesen werden.

Hurssatz 1. Es sei f: N— R eine multiplikative Funktion, welche.
0<f(p™ < A A% fir jede Primzahlpotenz p™ erfiillt, ‘wobei A, und i, <2
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positive Konstanten sind. Dann gilt gleichmdifig fiirr x 2 2

x fp)
Z f n) <A.1 12} exp Z T
nEx psx P
Es seien nun k& und Q natiirliche Zahlen. Unter Verwendung der
Formeln (1) und (2) fir die Ramanujan-Summen erhiilt man fiir jede natlirli-
che Zahl n

cgdk)c,(n) g/l ey ()
S o= § GV o g ARG
ax() q§Q olg kzik %Q )
_ . q
—yx p A
Kk gsOn @ (qk’)
=3 % g cqw (1) M(_f{_)__‘(”)_
i gsow  el@k)y gk o (y")
Tk (g k=1

Wegen e, (n)] < @(g'k') folgt hieraus

JSQR (m < Z k' Z |Tb_,'k v (1)
mit
#lg) ¢, (n)
T, n:= —tes (z > 0).
() Pra 1) ( )
{quk'1= £
Somit ist
{Soulli < z K Z 1 Topeg !l
ik q'k’

und es geniligt zum Beweis von Satz 5,

©) | sup [ Tull: <o (keN)

nachzuweisen.

Eine erneute Anwendung der Formel (2) ergibt fir z 2 1 und k, neN

2
Tam=Yd y Hawad du(d) acly
din qSz (p[Q) codla (P(d) qSz/d fP(CI)
d|adg. k) =1 dSz(dk)=1 {gaalkey = 1

- Zur Abschalzung der inneren Summe benutzen wir den folgcnd&n Hilfssatz,
der im niichsten Abschnitt bewiesen wird("):

(") Die im Hillssutz abgeschitzic Summe wurde bersits im Zugammenhang mil dem
Selbergsieb untersucht .(siche etwa Van Lint-Richert [13]). Es gilt die Ungleichung
2 Iy k
DI K Eﬁn()iogx

ngx ‘P{ ) k.
(nky=1

{Van Linl-Richert [14]).

Fiir unsere Zwecke sind jedoch die aus der Literatur bekannten Abschiitzungen unzureichend.
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HiLrssatz 2. Gleichmdfig fir x = 1 und jede natiirliche Zahl k gilf

£ _ ek (lll(k))
h 20
(é_’fl o{n)  k (log +CHhh) X

wobei

{y = Eulersche Konstante),

log p 12 (d) ( 1)
hik):= . Yk = =TT 1+ =)
* ' 1%‘ v _ ‘%‘ \d !’ll VP

Mit dem Hilfssatz erhilt man
dp(d) { kd)(
T.,(n= ' lo
(7 % A o

d<z,(dk)=1

0g rc+ h(kd))+0(w(kd )}
d NE

p(k)

= # k) > uid) log = +———— (C+h(k)) Y uld+
k i d k T
d<z,{dk) =1 dsz,dh=1
o (k) (tl' (k) &> W(d))
s h(d)y+ 0 _—
* k E HARDF \/z i @(d)
d=z,(d.k)=1 d€z,d k=1
=28 b))+ 20 (i) Py + 22 F S+
O (s (k) Fi3 (n)).
)] folgt dann aus den Abschiitzungen
sup [[FO, < (i=1,...,4;keN).

zz1
welche in der Folge bewiesen werden sollen.
Im Falle von F bereitet dies keinerlei Schwierigkeiten: Fir jede
natiirliche Zahl N ist _
1 d¥ 2y (d 1 /d
Ly irge=—te 5 Ty <ty WO
nEN N./z (dds: eld) njl.:i VEasz @

wobei sich der letzte Ausdruck nach einer partiellen Summation mit der
Bezeichnung

nys (n)
S w=1
Wi=2 o
schreiben 140t als
S0, 1§ s@uau
z 2z 1

3~ Acia Arithmetica XLIV,2
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und somit unter Verwendung der aus Hilfssatz 1 folgenden Abschitzung S (1)
< u sich durch < 1 abschitzen lidBt. Folglich gilt (gle1chma[31g inzx1 und
ke Ny IFEQI; < 1.

Die Abschétzungen fiir die anderen Funktionen F&,, i =1, 2, 3, erwei-
sen sich als wesentlich schwieriger. Wir zeigen hier zunichst, daB man sich
auf den Fall k = 1 beschrinken kann. Dazu setzen wir fiir natiirliche Zahlen
k und n |
falls (n, k) =1,

()= {H(n) sonst,

und definieren Funktionen h (keN) durch
. n
- 4l hk(-&) (ne M.
din

4 und somit auch h, sind multiplikative Funktionen, und es gilt fir jede
. Primzahlpotenz p™

e (g 0 falls pfk,
PV =11 gals plk.

Damit wird

Aus der Identitét

F&(n) = Z pd=Y ¥ wd)h{d)
din d'di’=d
d%z d<z :
43
-3 R@) T 0= T h@Gu(E) 6N
ln a'jmia &7
d' <z d' €z, d d” <z

folgt nun fiir jede nat'l'lrliche Zahl N

o
Ly mois g no k3 [ (l)
rEN d&z d-<|,
h(d) d
== — (n
Fr 3 anmd /“
und somit
‘ by (d) _k
(10 1P < 3 2P IPRL < g5 sup 1P
) sz B

icm
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Auf dieselbe Weise ergibt sich
IFIL <X sup [[FE)l; -
= @(k) s 4

Die Abschétzung fiir [[FEY|; 146t sich mit Hilfe von {10) ebenfalls auf
eine Abschitzung fur |[F(3j|; zurlickfihren. Es gilt ndmlfich fiir neN

Iog P _ ' log p
M= Y s@%L=F= 3 2Py @
dln pld dind<z
&
dSz,(d k=1 rsz.ptk d,x)}=1,pld
log p log p n
=) pld) = — —— F@ -
2%. '3 dép ? p E\p
pEoprk 45 z/p,{d fp) = 1 Pz otk

und somit fir jede natiirliche Zahl N

1 log log p 1
FB} _
N n‘:_‘!\’l < é p N ,%N
, =

)
P2

logp p F@
= NT z) (ﬂ)i,
pEz .pZ N nSszp fokp
woraus unter Verwendung von (10).
log P k
Z|F£?,{H1 < Z ”Fiﬁ,kpl _k Z _1) Sup }|F(2)1||1
p<z p P 'z

folgt.
Damit haben wir Satz § auof das fiir sich interessante Problem zuriick-
gefithrt, fiir z 2 1 die Funktionen '

M(n, z):= ;I: pd  (=FHE) (eN)
dénz
und (%)
M7= Y uld) logg j% (mowdu (=FY(n) (neN)
dln 1 .
d%z

im Mittel abzuschitzen. Fiir den Beweis von Satz 3 geniigen di¢ Ab-
Z)|, €1 gleichmifig in z = 1. Dies
und im Falle von M (-, z) ein schiirferes Ergebnis wird in den Abschnitten 4.3

bis- 4.5 bewiesen.

(Y Die Iniegraldarsteltung fir M, (n, z) erhiilt man durch eine partielle Summatiqn.
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4.2. Beweis von Hilfssatz 2. Die abzuschitzende Summe

: 2
St,x)i= ¥ ‘;((:)’
(n?k?él

am « L _ gl x (0
n mé:cl[ﬂmwnéx n logn+y+0 x

_jurmnfe(n  falls (n, k) =1,
o sonst,

1Bt sich in der Form
(11) Sk, x)

n<x

schreiben, wobei

Sl (neN)

und g, die durch die Gleichungen
Jilmy = ?gk{d) (neN)
dlm

deﬁnlerte Mobiustransformierte von f, ist. f, und g, sind multiplikative
Funktionen, und es gilt fir jede Primzahlpotenz p™

w | pfip—1)  falls m=1 und p.tk,
Sl )—{0 sonst,
sowie
1/ip—1) falls m = 1 und p tk,
' —pip—1) falls m=2und ptk,
my _ my m—1y _
g (™) =5 (P A (") . falls m = 1 und p|k,
0 falls m = 2 und p|k odet m > 2.
Wegen Y (go(p™)/p" < oo konvergiert die Reihe Y. g(n)/n absolut, und
) m2 1 . . n1
s gilt
g () ( G (p’“)) @(k)
= 1+ =,
Zow U 2 7=

-Ferner ist g,(n) nur dann # 0, wenn n von der Form
#z(ni) = 1 (i = 1! 29 3)’ n]_ l k;
ist, und in diesem Fall gilt

n=1 “2"‘%,

(nyns, k) =1

(1) je(ny) n

9 = g my mym3) = = T
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Mit Hilfe dieser Darstellung erhilt man fiir jedes ¢

Z g (n) < z l~‘ (ny) ):

ast ny lk no Samy @ (M2)

1 {m) 1
K ./t
J 'Ek \/”E ng Sting 40(”2)\/—

wobei in der zweiten Ungleichung die aus Hilfssatz 1 folgende Abschitzung

Y —<u

nze 2(0)

= 1 die Abschiitzung

1 n,

Z ¢ (n3)

ny Svtfnpny

< /1y k),

(uz1)

verwendet wurde.

Hieraus folgt zunéchst, daB der von dem O-Term in (11) herriihrende
Beitrag zu S(k, x) ein O(y{k)/./x) ist. Weiter ist fir « > 1
n =1 Yr{k)
Z gk( ) = J'_2 Z gk(n)dt == (A—/,—_-—),
v U7 w<nst \,;u
k ik
5 G0 _ 5 a0 (w( ))Zcpi({kjw(v/(_))
n€x nz1

"

O (k j 1732 e =

R

und damit

n n fx \,/x
Hiermit erhiilt man schlieBlich
gk(n) x 71 gk(n)
Dl PR PP e
gx(n) 7 Tl g g (n)

-y & f—-—fuz O gur [ 3 20
nz1l n 1 n>u E>u

,, oW o Ty By, +0(¢(k))

. k 1 U nou ‘n \/x

Das Integral im letzten Ausdruck ist absolut konvergent und 4Bt 51ch leicht
unter Verwendung der Formeln fir g,(p™ berechnen:

: gu () gi(n) log n
z CLASCA PP Wi\ - e
i[ u nz>"u n ﬂ;ﬁ L .
| ) n m ) gk(n)
=Y Y logpm= Y logpr 3 ——
Azl n PMn pmz=1 nz1 n

C ™

. gufp™) log P« a(m)
pom> 1 " PESRL
pn
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] b Rt 10 m Ny —1
_¥ 89 - 5 92" log (1+ 5 gk(f)))
az1 B pmz1 P =1 P

o) o “logp . -1ogp(1_*1)"1}
Tk {%p.(p—1)+§k p P

_ —(P,Ek)(z ogp . v log p)'

~plp—1) m P

Die Behauptung des Hilfssatzes folgt nun nach Einsetzen der obigen
Abschitzungen in (11).

4.3. Die Abschiitzangen fir M(n, z) vnd M, (n, z). Wir zeigen nun die
beiden folgenden Hilfssitze, welche nach Abschnitt 4.1 Satz 5 implizieren,
aber auch fiir sich von Interesse sind:

Hirssatz 3. Gleichmdfig fir z 2 1 gilt | M (, 2)ll; <€ L.

Hitrssatz 4. Gleichmafig fir z = x > 1 gilt (%}

1 : i [log 2x\¥?
;\lr]i N ,,;N | (n,.z)l < log 2x (log 22)- ’

Pn)>x

wobei p(n) den kleinsten Primteiler von n bezeichnet (p(1) : = o0) und §:=1-
_loglelog A _ 0. ise |

log 2

Wir zeigen zunichst, wie sich Hilfssatz 3 aus Hilfssatz 4 herleiten 1aBt.
Der Beweis beruht auf der folgenden Identitét: Ist n eine natiirliche Zahl, p
ein Primteiler von n mit p™||n, so gilt fir jedes u > 1

= M(—"—m u)—M(l'—m, 3)
4 AP
und folglich fiir jedes z2 1

7] ) = : z
M, {n, z)mj—(M(im, u)*M(—%, E)) = | ~1— ( — u)du
- TUN AP AV gp Y
Wir wenden die letzte Formel im Fall .p(n) €z mit p=p(n) an und setzen
n' 1= n/p(n)™, wobei m durch p(n)”|i n bestitnmt ist. Man erhilt damit fiir jede

(12 Mew= Y wd+ 3 udp)

dnj Jz dln/p

dpSu

(®) Der Grenzwert auf der linken Seite existiert, da die Funktion n+—M(n, z) und dic

Bedingung p(n) > x nur von (n, [ p) abhingen.
pEz .
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natlirliche Zahl N

1 .
— Min, z
N I M2
<1 M, (n, 2)+ ) } L IM(n, u)ld
— Z - n, u)au
= N nEN ' pEz z,’pu N LEL
pim>z n=p
1 1 21pm
== % IM(n, 2+ Z = -5 2 IM(n, u)du
N n<N pEr mzl p z,lpu N n=<Nfp™ -
pm >z pim>p
woraus wegen
.1 1 :
im — Y M(n,z)=lm— 1ogz—]_[(1—ﬂ logz <1
Nox N <N —*m'N 2<N psz .
plmy >z o=z

und mit der Abschitzung von Hilfssatz 4 (welche im Fali x > z trivialerweise
gilt, da dann p(n) > x M(n, z) =1 impiiziert)

My 2l <1+ )

p\z

d
pllog p)1 7z I u(}og R u.

1 . logp

z 1
<1+ 3 iiog T (og 227"

pSVz

. 1 ' -
R e 8

Jz<pS$z

also die Behauptung von Hilfssatz 3 fo!gt Es bleibt somlt noch Hilfssatz 4 zu
beweisen.

Uber die Fupktion M (n, z) sind einige Ergebnisse aus dcr Literatur
bekannt. Bekanntlich ist M (#, z) = 0 fiir n> 1 und z > n, aber auch im Fall

z <n sind die ,unvolistindigen Summcn Y. wp(d) in der Regel Null.
dind<z

Genauer besagt ein Satz von Erdds und Ha]l [7], daB fiir jedes z = 1 d1c
Diclite der natiirlichen Zahlen n, fir welche M (n, z) # 0 ist, < (log 2z)

mit &, := &/(1+8) =0,079... Dress, Iwaniec und Tenenbaum £5] zelgten,
daB der- Grenzwert ' g

o1
lim m — Y M(n 2)?
z—+o N—ow N n<N

existiert, endlich und 0 ist und gaben verschiedene Formeln fiir diesen-
Limes an.
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Aus diesen beiden Ergebnissen folgt sofort mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

1 ‘2 1/2 1 : 172
. im — lim =
<y 5 o) (g B )
Min,z)#0

< (log 22)”°"?

also bereits eine abgeschwichte Form von Hilfssatz 4, die jedoch fiir den
Beweis von Hilfssatz 3 nicht ausreicht. Hilfssatz 4 in seiner vollen Stiirke
ergibt sich aus den folgenden Varianten der zitierten Resultate, welche in den
Abschnitten 4.4 und 4.5 bewiesen werden:

Hirssatz 5. Es gilt gleichméfig fir z2 x> 1
lim ! Y Mn2)?*<
N N S log 2x
plo)>x

Hiurssarz 6. Es gilt gleichmifig fir zz x> 1

o1 1 [log 2xY*
lim — 1 .
NT; N ,.§N < log 2x (log 2z)

pln>=>x
Mn,z) 0

Wegen & > §, stellt der letzte Hilfssatz (mit x = 1) eine Verbesserung des
Ergebnisses von Erdds und Hall dar. Auf die Moglichkeit, den Exponenten
von 1l/log 2z bei dieser Abschitzung zu & zu verbessern, hat bereits Tenen-
baum in [22] hingewiesen, Moglicherweise ist & der ,optimale” Exponent,
doch es scheint sehr schwierig zu sein, diese Vermutung zu beweisen.

Es sei noch erwihnt, daB unvollstiindige Teilersummen der -Gestalt

S f(d), wobei P(x):=]] p und f eine multiplikative Funktion ist,

d| P(x),d % EE

tle}énts von verschiedenen Auptoren untersucht wurden (siche z.B. de Brujn-
Van Limt [1]). Unter gewissen Voraussetzungen an f kann man deren
asymptotisches Verhalten fiir x, z — oo bestimmen. Bet den obigen Hilfssiit-
zen geht es jedoch um ein Problem anderer Natur, nimlich um Ab-
schiitzungen von M (n, z) im Mittel liber n, und die Kenntnis von M (n, z) fiir
die Zahlen n der Gestalt n = P(x) wiirde hier natiirlich nichts nitzen.

4.4. Beweis von Hilfssatz 5. Zur Vereinfachung der Schreibweise be-
zeichnen wir (bei festem x) mit ) eine Summation iiber m mit der Neben-

m

~ bedingung p(m) > x.

icm
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Der abzuschitzende Ausdruck wird nach einer Umsummation

: I G-
lim-lﬁz M{n,22= ¥ u(dyuldy) lim — ¥ 1

N-w Y gy dydp Sz Nox N o2
[dy.dolln

L uld )
=V —————
® 2 Ty, 4]

| 1 1
V=] (1—;)<

péx log 2x

wobei

ist. Es bleibt somit die Abschiizung
»ou(dy)ulds)

13 <1
(3 b T, 5]
(gleichmiBig fur z > x = 1) zu zeigen.
Unter Verwendung der Identitiit
1 dy, d 1
_Ged) Ly o) @y dieM

[d, d;]  did:  dids g,

didj_
erhilt man

2 N2
3 pldy) plda) _ ¥ (d)(Z #(n)) 5 e(d)u (d)( 5 ,u(n))_

dy, d < <z P é< d - nszja M
dydy %z [1: 2] dsz "dlnz z Pl yiet

Zur Abschiitzung der inneren Summe werden wir

o () . log x
{14) . '21 — < (d) Imn(l, og ZI)

{nd)=1
(gleichmaBig fir x > 1, ¢ 2 1 und de N) zeigen, wobei y (d) wie in Hilfssatz 2
definiert ist.
Mit (14) folgt

o pd)pdy) w (d) (1 log? x )
dydp Sz {dy, d,] ds. min " log?(2z/d)
' o eyt ,e@yrd
< logzx dszzfx dZ Ing (2Z/d) * z,ix;ds..z dz

=:(log*x) X +Z,.
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Eine partielle Summation unter Verwendung der aus Hilfssatz 1 folgenden
Abschitzung (*9)

W

g OO0 5

S :=
(x) n log 2x

L]

ergibt fir die Summen Z; und X,

21=

1 x (2 log? (2z/u)— 2log (2z/u)
log? 2x z S(x) j St u? log* (2z/u) du

1 =/ u 1
< log? o {" ( ~Flog Zx) u*log* (2z/u) du

1 et 1 dv 1
=t . -p
log? 2x ;g ¢ +Iog Zx) (log 2z—0)* < log? 2x
sowie ' . : .
1 ' g
5, == S(z)-2 S(5>+ i —(—’;‘-)_du <1,
z 2 A\x) e u
womit man (13) und damit die Behauptung des Hilfssatzes erhilt.
Es verbleibt somit noch der Nachweis von (14). Mit der Bezeichnung

| P(x) =[] p witd

pEx

2
@ (m) pin
> A | g (Z M S == —;)-
nsr T '
Sdy=1 ()= 1 i PG "ﬂfgf) (n:‘fmt)/gl

Fiir die innere Summe benutzen wir die Abschitzung (')

19 Y "epwiera ws1kem,

nEu
(nk)=1

welche pach Dress, Iwaniec und Tenenbaum [5] mittels einer komplexen
Integration bewiesen werden kann oder aber auf folgende elementare Weise

(*% Fiir w < x gilt trivialerweise § (u) = 1.
(*!) Der Faktor log™*2» auf der rechten Seite ist fiir unsere Zwecke ausreichend, kann

jedoch ohne Schwierigkeiten zu dem™ aus dem Primzahlsatz bekannten Term exp(— c\/‘og t)
verbessert werden. . .
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auf die bekannte Abschidtzung
u(n) 1

=
log22u (> 1)

n<u

zuriickgefihrt werden kann: Unter Verwendung der Identitét

5 “(E):{'u(") falls (n, k) =1, (neN)

aman N9 0 sonst
(dlk®: < | plk} wird nimlich
pld
un| | 1 « s
nZS:u .n dzs;u dngid n
nk)y=1 dlk®
1.
<Y 5 Z Z !
d% d log? (2u/d) dl i d
dSvu d>Ju
1/ d N\ (k)
— <% .
. 103 2u dl%’“ d dl?m (\/1_‘) N log* 2u
Mit (15) folgt .
. Hn) pr(my  y(dm) W (m)
< e —
»é: n <mlP(x) m  log®(2t/m) mu;(_x):mlogl(Zt/m)
m<i mst

wobei sich im letzten Ausdruck die Summe mit einer particllen Summation
berechnen und abschitzen l:Bt: Nach Hilfssatz 1 gilt fir u2>1

Sw:= ¥ w(m)_@min(l, logx),

msn log 2u
m| P(x) : .

. und damit erhilt man
¥ (m) _ S{t) }S( )log (2t/u)—2 10g(2t/u)

2 wlog@im 1 1og22 u? log* (2t/u)
msy |
_ log x to log x .
| < min (1, m)’*" ! mmn (1 log 2u> u log? (Qf/")
. log x\ & log x do )
= mm(l, og 2t)+ .g mln(l, v+log 2/ (log 2t —v)?

. log x
< min (1, m),

also die fiir den Beweis von (14) erforderliche Abschitzung.




130 A. Hildebrand

4.5. Beweis von Hilfssatz 6. Der Beweis stellt eine Variante des Beweises
von Erdds und Hall fir ihr oben zitiertes Ergebnis dar. Die von uns
vorgenommenen Modifikationen sind einerseits ndtig, um der Summationsbe-
dingung p(n) > x Rechnung zu tragen, andererseits fiihren sie zu der bereits
erwithnten Verbesserung des Exponenten von log 2z aus der Abschiitzang
von Frdés und Hall

Der Beweis stiitzt sich auf die fir 1/2 < y <2 und gleichmiiBig fiir z > x
= 1 giiltige Abschitzung

1
{16 lim —
) Noa N n;N
x<p(m&z

. 1 (log 2z\*o~ 1
M L2 2(nx.z) i i
M, 2)y < log 2x (log Zx) ’

wobei Q(-; x, z) die dorch

Qn;x,z):= Y 1 (neN)

. definierte vollstiindig additive Funktion bezeichnet.
Aus _(16) IiBt sich wie in [7] die Behauptung von Hilfssatz 6 herleiten.
Dazu seien x> 1, 1<y, <2 und 1/2 <y, <1 reelle Zahlen, Die ab-
" zuschiitzende Dichte wird dann

lim — > 1< lim = > 1+lim~1~ Y 1
N—am N g N N—oo N nsN N—aw N nsN *
MI;(P::):"T#J: 0 Pl > Q(n;x,z;c><xjalfnl;)[ Isc;gz 22/log 2x}
+ lim 1 Y 1
N-w N n< N

Minz2)#0x<pln<z
2{n;x,z) S xlogllog 2z/lop 2x)

1 1
< (1 —_ lim — £20;2,7) ~ x log {log 2x/log 2x)
p<z P/ N-w N ,,EN % +

x<pimEs
.1
+ lim — Z [M(n’ Z)[ yal(n:x.z)—xlngtlupl:jlugl.\‘}‘
N-oo n&N
x<pimsz

Im letzten. Ausdruck ist das erste Glied

: ]
p 1 < 1 [log 2x
log 2z " log 2x \log 2z
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und hat damit die geforderte GroBenordnung; das zweite 148t sich mit
Hilfssatz 1 durch

1 y, (log 22\ 7*181
i log 2z P xgsz P (log 2x

1 log 2z y1-1mxked
@ [
log 2x (log Zx)

abschatzen, wihrend das dritte nach (16)

< 1 Iog 27 2yy - 1) —xlogyg
P2]og 2x \log 2x

ist. Nun wihlt man zundchst y, und y, so, daBl die beiden Exponenten von
log 2z
log 2x
beiden Minima die gleichen Werte haben. Man erhilt auf diese Weise y, = x
und y, = /2, was iiber die Gleichung ‘

x—1—x log 5 = 2(x/2—1)—x log(x/2)

jeweils minimal werden, und bestimmt anschlieBend x so, daB die

zu % = l/log 2 fihrt. Diese Wahl der Parameter ist mit den oben auferleg-
ten Beschriinkungen an y,, y, und » vertriiglich und ergibt als Exponenten
log 2z
log 2x

von
1 1 1

——1——1o =

log 2 log 2 & log 2

x—1—sxlog x -

Man erhilt also die im Hilfssatz geforderte Abschitzung.
Wenden wir uns nun dem Beweis von (16) zu. Er beruht auf der aus (12)

folgenden Ungleichung
Mn,zl< 3 1 (neN),
1

din’
zipln)<d<z

wobei 1 wie in Abschnitt 4.3 definiert ist. Die linke Seite von (16) wird damit

< lim —
my 5 &

d\n
x<pln €z ziplny<d<c

- Y Y img I
x<p€z zjp<d€z N> N nsN
: . pin =podw’

. 1)y!2'(n:x,z}

yﬂ(n;x,z}. .
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Hierbei ist der innenstehende Grenzwert nur dann # 0, wenn pld) > p g,

' Und in diesem Fall gilt, unter Benutzung von Hilfssatz 1,

1 -m yﬁmmﬁxﬂ
lim — y 3x,2) B e im - FH(H:.\:.:)
N-+x né:N m§1 P d Now N ?I%N ’
pln) = p.d|n’ pin)p
Xd) -
¥
<, 22y
 pd{log py (log 22)
Die obige Abschitzung lilit sich daher fortsetzen durch
. 1 ))Lud)
<, (log 2zy? s T
¥ x<§-\z p(log p) z/p<d$z d
. mwd)»p
wobei sich die innere Summe uber cine partielle Summation auswerten 1481(; -
‘Es gilt
oW ' '
¥y 1 B AN |
bz — 8 ()~ S [~ |+ | 5 8
zp<d$z d z p() z p(p) z_/i‘p uz p(u)du
)>p ‘
mit

flog uy’
S,w:= Yy u g .
P i<y < log 2u (1+(1°g P)) W=D

P} >p

gemél Hilfssatz 1. Somit folgt im Fall p < \ﬂz

J)W) 1 logzy = 1 ] ¥
)X < ( + - - W
ares 4 log 2z \log p ,‘,[p ulog 2u I+ log p du

pld)>p

< (log 2z¢~*(log p)* 7.

Diese Abschitzung gilt aber auch fiir \/,? < p <z denn dann ist

o I
= Y 51 < (log 22 Hlog p)t .

zjp<d<z p<p <z

pd)>p

Deamit ergibt sich fiir die linke Seite von (16) die Abschitzing

<, (log 2z)20 1) '
T : ,.:%, pllog py»=+"

und fiir den BeweisA von (16) verbleibt nur noch

1

,,gx p(log py»~! <”(—10g 22T
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zu zeigen. Dies folgt jedoch sofort nach einer partiellen Summation mit
Hilfe der Tschebycheff-Abschitzung =) < w/log 2u (u > 1) unter Beachtung
der Bedingung y > 1/2: Es ist ndmlich im Fall x> 3/2, wie wir oBdA '
annehmen konnen,

] _ () o d 1
ﬁgx pllog =1~ x(log x)zy-lf i () E(W—T) du

<o 1 +‘ ‘j du < 1
(log x)® " 5 u(log )® ~ (log 2>~

Hilfssatz 6 ist damit vollstinding bewiesen.
5. Kinige negative. Resultate

. 5.1 Die Abschitzungen der Siitze 3,4 und 5 sowie die Konvergenz der
Reihen Y a (f)c (k) in Satz 2 gelten nicht gleichmdfiy in k.
qz1
Aufgrund der Aquivalenz der Siitze 2 bis 5, welche auch fiir die ein festes
k betreffenden Teitaussagen dieser Sitze gilt, geniigt es, die Behauptung fur

" Satz 4 zu beweisen. Dazu setzen wir fiir jedes natiirliche N

falls g|P(N),
sonst

. {g(q)/cp @

q
mit
P(N:= ] »
. N<pS2N
Da fir jedes nel¥.
[T (+lp-1) <1

Z af,”’cq(n)m N<pSaN
g1 0

falls (n, PV(N)) =1,
sonst

gilt, bleibt das Maximum auf der rechten Seite der Ungleichung von Satz 4
(mit den Koeffizienten o™, gP(N)) gleichmiBig in N beschrinkt. An-
dererseits ist aber die hnke Seite flir & = k(N) = P(N)

H #lg) k.
QEPY) |g |p(a') Q"(Q) qlP(N) (P(Q) Gq( )
#() }
= bk 1,
‘ gv-c?égN GDI(P e N<pZ2N

konvergiert also gegen oo fiir N -+ oo, Folglich kann die Abschatzung von
Satz 4 nicht gleichmiBig in & gelten '
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5.2. Die linke Seite der Ungleichung aus Satz 4 kann nicht durch
Y lalutlg) oder gar Y la, -ersetzt werden (letzteres witrde wegen
asQqp 3500

le, (k) < Z k' eine schirfere Unglezckung ergeben).

Zum Bewels setzen wir Fur N=z3

M {(u(q)/tp (@) (2(q)—A(N)) falls g[N,
P 0 sonst,

wobei Q(g) die Gesamtzah! der Primteiler von ¢ (mit ihrer Vielfachheit
gezihlt) bezeichnet und
ANy:= 3 1/p
psN
ist. Dann gilt fiir jedes neN

(q) ©(q)

N () — A( p
q; gy ¢q(n) = % o) 2(q) ¢y (m—AN) %ﬂ ! Cq ()
Mg ( (n))
- AN IT (1-22
pgN q%" ( ) ‘]( ) ( pl-_.[N (P(p
plg

Im letzten Ausdruck ist der zweite Summand nur dann = 0, wenn (n, N'1)
=1 gili ynd hat in diesem Fall den Wert

AN [T (1+14p—-1),

pEN

- wihrend sich d1e innere Summe im ersten Summanden zu

Z _ K#pl (p)

(@) ¢, (’_gﬂg})
¥ ﬁﬂ(q) ‘al " o) ! ),?;w ) ol = p—1 ;g[;; : rF—1

=] +1/p -1) falls (n, NIy (€ N),

SN :

PEp
/p J] +14p'~1) Tfalls (5, NY) =1,

pEN

0 : sonst

berechnet, Somit wird
falls (n, N} =p< N,

T ae,m=1 %%

g1

==

{ ﬂ (lfl/(P'- D)
0

sonst,

( )<Iog N.
PEN -1

also

max|y @ i:q(nl
neN 431
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Andererseits ist
Q — 2
Z iun(;N)l — Z 12 (q) -~ A(N) 1" (q)
a>t e ¢(q)
und dieser Ausdruck ist fiir jedes ke N

>k Y fiz_q(_fi_)=k(sz_(ﬂl_ y oy y_,.,u))

4l g q n Nt q
{244y~ AN 2 & e AN <k O n

£l

Zum Beweis der Behauptung geniigt es nun,

2
(16) max Y A9 oog M)

p (N =)

n q|N!
[n— AN <k !2(;!')=n

fiir jedes (feste) ke N zu zeigen. Dann folgt ndmlich wegen

Z”(qu(H) log N (N = o),

JN 4 pEN
lim sup e Z oM >
N 1 N gm

filr jede natiirliche Zahl k, d.h. die Abschitzung
(T 6™ () =) T eV <max | all e in)

qi Nt 4N nelN g1

ist falsch,
(16) ist leicht einzusehen: Unter Verwgndung der Stirlingschen Formel

wird
1 (g) ( l)" A(NY ( (N))" e
I — < R4
q{Z}:\i! q n! rr;N P n! \/ 4
g =n
und dies ist im Falle n = A{N)+0,(1) =loglog N+ 0,(1)
Pl log N
Sy €
VAN (floglog N

also ein o(log N).

53. Es gibt eine gleichmdpiy fastgerade Funktion, deren Ramanyjan-
Emwickiung an keiner Stelle absolut konmvergiert.

Die Konstruktion dieser Funktion verliiuft dhnlich wie belm Beweis der
‘Implikation Satz 2=-Satz 4, wobei hier das Ergebnis des vorstehenden
Abschnittes benutzt wird. \

4~ Acit Arithmetice XEIV,2



136 A. Hildebrand

Gemil 5.2 existieren gerade Funktionen

o= Z aa(f")cq

‘IsQn

mit ||f,, =1 (neN) und positive Konstanten M, (neN) mit lim M, =0

s

derart, dal3

Vo la (@ =M, (neN)

S0y
gilt, wobei wir 0. B.d.A. Q, < Q.+ (neN) sowie
1 1

—<— (Ne
un 2o Se WY

voraussetzen kdnnen. Die Reihe 3 \/m-::: S ist somit gleichmifBig kon-
1

vergent und definiert eine gleichmiBig fastgeradé Funktion F.
Nun gilt fiir jede natiirliche Zabl N und jedes geN mit Qy.; < g < Qy

2, () = aq("};N \/;Tf)
\/—ram Mf 5 MU
\/——iaq ol Zﬁ
und damit, unter Verwendung von (17),
LI lamee> \/}l\TNZQN 4, 12 (a)—
“ﬁa% | M Uae)=0n T \7”,}
MNWQE_:‘;” }EN Jﬁn, My —2

" Folglich ist die Reihe Z la, (F
g (k) =

) 1*(g) divergent, ‘und damit auch wegen
w2 dle Relhen Z Ia.,(F ¢, (k) (ke N).
q.rl
34. Es gibt eine zahlentheoretische Funktion, welche B*-fustgerade ist fiir
Jjedes A2 1, deren Ramanujan-Entwicklung aber an keiner Stelle konvergiert,
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Es sei zundchst f(n) =) f(p) (ne N) eine stark additive Funktion,

welche folgenden Bedingungeg["geniigt:
(18) If(p) <1 fiir jede Primzahl p,
(19) > (20 <
. = p
{20) die Reihe 3 mg— divergiert
Eine mogliche Wahl ist zB.

Joy = {gog log p)™! i:::‘: g f z",

Wir setzen nun fiir ne NV
F(n):=f(n—4(n
mit :
¥
Am)i= Y [
psn P
und zeigen, daBl F die geforderten Eigenschaften hat. _
Zunichst zeigen wir, daB F sich durch die geraden Funktionen

= T /(~AN)  (neN)

pln
PEN

in den Normen ||-};, 4 2 1, beliebig gut approximieren liBt und damit B*-
fastgerade ist fiir jedes A > 1. Wir verwenden dazu den folgenden Hilfssatz,
der-eine Verallgemeinerung der bekannten Turan-Kubilius-Ungleichung dar-
stellt:

HivLrssatz 7 (siehe Elliott [6], Satz 1). Es sei 4 > 0. Dann gilt gleichmdfig
Siir jede additive Furnktion [ und jedes reetle x =1

1 _ v L@
X ngx f(n) I,JE_” pm ‘
<Y £ (e + Zs £ (> 2),
S S x
@,1(25 LS (™02 pmy (2 <€ 2).
P X

Es sei nun A =

1 und NeN zunichst festgehalten. Dann gilt filr jedes
xzN .

L ) P =Fy(mfi =~ ¥ | T ()= At AP
n&x nEX pp})}v
# j

«r T |sse- 3 Ky

ngx | pln pMEx JC HEX
>N P

2
¥ f—ﬁplmA( n+A(N) .

g
AR*
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Das erste Glied im letzten Ausdruck 1t sich nach dem Hilfssatz, auf die

(additive} Funktionen n> Y fip angewandt, unter Verwendung der
M |np >N .

Bedingung (18) glelchmaﬁlg in x» N durch

I/ (p |2)’” 2 ()
€ + -
< ( JEN p PgN p

abschitzen. Da flir jedes n mit N <n < X wegen (18)

1o, v .@@.

ted

3 f;f,{,’—)_A( +A(N),

P x 'S.\: P n<pEx P
>N p Nomz2
1 g x
<) ot - < ) W+ 8 Tog n
p>N P n<p$xp p>N b
;

gilt, wird das zweite Glied fir geniigend grofle x

1V N Jogx Y
@a( py )+~ Y (oglogx+= X (1 8 fou x/logx)

p>N p X n<x/logx n€x
1 A
=( 5 -5) +o(l)  (x—c0).
p>N

Folglich ist

28472 2
- FNHNQZ lf(pi) s g L0 (ﬂ ,,)
p>N >N

also wegen (19) Lim |[F—Fyll, =0, d.h. F ist B-fasigerade.
N

Aus der Darstellung

_y - 52 P e
pln psN P pin P .
PSN
entnimmt man
7{ falls y=p <N,
a(Fx) = { O(P)/p sonst. (N, g &N,

Wegen der Ungleichung

i
Iaq(F)—aq(FN)l_*a@lM(Cq(Fan)l IF—Fyll; < [IF = Fal

(N,qeN, Az 1)
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folgt hieraus

. falls g =
() = lim o, = {JPP B I=E ey,

Somit gilt fiir k&, Q&N

L aFle k)= Y a,(Fie,(k)=~ 3 ap(F)+Z pay(F)

9<Q pEQ psQ

und da nach (20) die Reihe }: (F) ——E fipp dlverg1ert sind auch die
Reihen Y a,(F)e,(k) (keN) dlvcrgent

g1
Die Behauptung dieses Abschhittes ist damit bewiesen.
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Algorithme de Jacob.in-Perron
dans les corps de nombres de degré 4

par

MosTapHa Bounamza (Casablanca, Maroc)

Introduction, Perron [3] a introduit une généralisation de lalgorithme
du développement en fraction continue, permettant de développer un systéme
de n nombres réels. Bernstein [1], dans une série d’articles publiés depuis
1963, donne, des systémes de nombres dont le développement par
IAlgorithme de Jacobi-Perron (AJ.P) est périodique. E. Dubois et R.
Paysant-Le Roux [27] ont démontré que dans toute extension réelle cubique
du corps des rationnels Q, il existe deux nombres dont TAJ.P est périodique.

Dans cet article, nous nous proposons de démontrer que dans toute
extension réelle K, de degré 4 sur Q, il existe trois nombres Q-linéairement
indépendants avec 1, dont le développement suivant 'AJP est périodigue.

Lemwme. Soit

g(X)=X*—aX3+hX*—cX +1.

ol a, b et ¢ sont des entiers naturels vérifiant:

(*) c=5 bz22c-1) e azmax(b—1I1,2b-3c+5).
“Soit o la plus grande racine positive de g(X). Alors le développement par
FAJ.P de: ' .

( | = gckr;—j_;cg(m-—l)oc+(2c-—b-—2)(oc«-1)

s Oas By} = (a~da?~(b~6)a+c—4

late—b-2a~ 1Y (x—1p° )
(a—dai=(b~6)a+c—4" (a—a4)a® —(h—6)a+c—4

est piurement périodique de longueur 4. La période est:
{0,0,1)
(0,0, 1)
0,0, 1)
(c:-4, b-2(c~1), atc—b—2)

et g(X) est le polyndme caractéristique du développement.



