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Bemerkungen iiber Primzahlen in kurzen Reihen
yan

K. Pracuar (Wien)

1. Von A. Selberg [14] wurde erstmals die folgende Fragestellung
untersucht. Sei x eine grolle positive Zahl. Es ist eine mdglichst langsam
zunehmende Funktion ¢{x) anzugeben, fiir welche

¢ (1)

{1) “(”"HP(”))—-‘?I(V!)“M (n— oc)

gilt, auBer eventuell fir o(x) Werte von natiirlichen Zahlen n, n < x. Dabei ist

n(x) wie Ublich die Anzahl der Primzahlen < x. Selberg zeigte, dal unter
Annahme der Richtigkeit der Riemannschen Vermutung fiir die Nullstellen
der Zetalunktion {(s) (wir ziticren diese Annahme im folgenden kurz mit R)
@(x) = f(x) log®x eine solche Funktion ist, wenn nur f(x)—co gilt fir
x — 26 ; und ohne R, daB @(x) = x* fir ¢ > 19/77 eine solche Funktion ist. Er
bemerkt, daBl f(x) log x nicht mehr brauchbar ist, wenn tiber f(x) weniger
vorausgesetzt wird als f(x} - oo (x — o). (Der Verfasser ersucht zu ent-
schuldigen, dafl von ihm in einer FuBnote der Arbeit [9] dieser Bemerkung
unrichtigerweise eine zu weilgehende Interpretation gegeben wurde) Die
Richtigkeit dieser Bemerkung ergibt sich aus dem folgenden Satz: Fir
natirliches r und geniigend kleine positive Konstanten ¢ = ¢, (r) und
¢y = oo (1) gibt es mehr als ¢ x Zahlen n, n € x, mit

(2) n(n+(r+c;) log x}—n(n) <r;
und andererseits auch mehr als ¢ x (andere) solche n, fir die
(3) w(n+(r—cy) log x)—m(n >r

gilt. Der Beweis dieses Satzes ergibt sich schon mittels einer Methode von
Erdds [1]:aber auch mittels der Uberlegungen aus [9], und wir wollen ihn
nicht ausfiibren.

Die Konstante 19/77 ergibt sich aus der Verwendung der damals besten
Abschitzungen von Ingham iiber die Dichte der Nullstellen der Zetafunktion.
Yon Montgomery, Jutila, Huxley und anderen sind diese Abschitzungen
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ganz auBerordentlich verbessert worden. Ein in [5] zitiertes Ergebnis von
Harman liefert 1/8 anstelle von 19/77.

Unter Annahme der Richtigkeit der bisher nicht vollstinding bewiesenen
sogenannten Dichtehypothese (im folgenden wird diese Annahme kurz mit D
bezeichnet)

4) Nig, Y < T*' 7 (log TY.

wobei N(g, T) die Anzahl der Nullstellen von {(s) in Resza = 1/2,
[Im s| < T und b eine Konstante > ! ist, ergibt sich, daf} ¢(x) = (log x)* mit
passender Konstante A eine im obigen Sinn brauchbare Funktion ist, Dies
kann man mit der Methode aus [14] oder auch [11] beweisen, allerdings
unter zusiitzlicher Beniitzung der von Halisz und Turdn [3] entdeckten
Abschiitzung

T=12,

N(g, T) < T =0 it~ oy,
Montgomery erhilt in seinem bekannten Buch noch etwas besser
8 Nl(o, T) < 1670232017

Mittels (5) und D kann iibrigens auch bewiesen werden:

Po—Pa-1 < P2 (log p,)*,

wobei p, die n-te Primzahl ist. Man vergleiche hiezu auch Turan [15)].
Ein “Vordringen” in den Bereich ¢(x)= C log x mit konstantem C
verdankt man Gallagher [2]. Fiir die Anzahl P, = P,(x, ) der n < x mit

(6 nw(n+Alog x)—n(n) =k,
wobei 1 irgendeine positive Konstante ist, zeigte er: Fiir u/d > 4 gilt
(7) Y Pu<(1+g)xe #it

k>nu

mit passender absoluter Konstante ¢ > 0; unter Annahme der Richtigkeit
einer sehr weitgehenden Vermutung von Hardy und Littlewood iiber die
Verteilung von Primzabl-r-Tupeln mit gegebenen Abstiinden gilt
JL
L3 _.A P
® P, ~ xe Al
Das bei (2), (3) formulierte Ergebnis besagt dann

Y Pu(x, rey) moegx

k<r

A{x — o).

und

Y Pu(x, r—cy) > e x,

k>r

icm
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Schon Rieger {137 (vgl. auch [8]) zeigte durch eine einfache Anwendung des
Satzes von Brun-Schnirelman, da die n, n < x, mit x(n+1 log x)—mf{n) >0
positive Dichte haben fir beliebiges festes A > 0.

Heath-Brown [4] gelang es unter Annahme von R und einer weiteren
plausiblen Annahme iiber die Verteilung der Nullstellen von {(s) zu zeigen,
daB @(x) =/ (x} log x fir f(x}) = 0 (x - o) eine im genannten Sinn brauch-
bare Funktion ist.

2. Mit den Resultaten aus 1. hiingt eng die Frage zusammen, wie nahe
an cinem gegebenen N es eine Goldbachsche Zahl, d.h. eine als Summe
ps +py von zwei Primzahlen py, p, darstellbare Zahl gibt. Linnik [6] bewies

9 (P1+p2— NI < (log N)*** (R).

Aber Katai und. unabhiingig davon Montgomery und Vaughan [7] leiteten
aus der grundlegenden Beziehung von [14] in wenigen Zeilen

(10) Py +p2— NI < Clog?N (R}

her mit passender Konstante C. Ohne R wird in [7] bewiesen
(11) |y +p2—N| < N*

fir jedes a > 7/72. Linnik [6] bewies auch

(12) {py+py— NI < (log N)*¢ (D}.

Doch enthiilt sein Beweis eine Liicke, die erst in [12] und unabhiingig davon
etwas spiter in [16](*) avsgefiillt wurde. In [12] wird dabei (5) verwendet, in
[16] ein Dichtesatz von Huxley. Durch die Arbeiten vor allem von Mont-
gomery wurden Abschiitzungen gefunden, die zB. in 0,9 €0 < 1 einé klein-
ere Konstante als 2 im Exponenten auf der rechten Seite von (4) enthalten,
und zwar ohne jede unbewiesene Annabme.

{5) zicht c¢ine solche Abschiitzung erst nach sich, wenn s in einem viel
kleineren Streifen mit der rechten Begrenzung ¢ =1 liegt. Allerdings ist
(1~¢)** < (1 ~¢) wenn nur ¢ > 1-38, § =6(¢), gilt. Die Rechnungen in
[12] waren insoferne ungeschickt als die genannten Abschéitzungen von
Montgomery {auch Jutila, Huxley u.a) nicht verwendet wurden und lieferten
an Stelle von h+6 nur cine Konstante > 5000 (b-+6), wihrend in [16]
gezeigt wurde, dall zB. fir b =1 anstelle von 7 jede Konstante > 148/13
genommen werden kann. Unter Annahme von D kann man wohl den Satz
von Selberg mit ¢(x) = (log x}* jedenfalls mit 4 > 148/13 beweisen,

i

(') Fiir die Uberlassung von Kopien der Arbeit [16] ist der Verfasser den Herre:n Prof.
Dr, W, Schwarz (Frankfurl a/Main), Professor Wang Yuan (Academia Sinica) und Univ.-Doz.
Dr. W, Ruppert {Wien) zu besonderem Dank verpﬂichtet.
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Wang [16] erhielt noch das interessante Ergebnis, daB (9) schon folgt,
wenn man anstelle von R nur
N(O’, ’T) & TZ(I‘a)(log T)-72,137

fiir $<o<pf, B eine Zahl >4+12 als richtig annimmt. Unter dieser
Annahme kann man wohl auch den Satz von Selberg mit ¢(x) = (log x)***
beweisen.

3, Linnik [6] bewies auch: Unter Annahme der Richtigkeit der Rie-
mannschen Vermutung fiir die L-Funktionen zu Charakteren modulo ¢ {im
folgenden kurz mit GR bezeichnet) gilt

(13) N+mg = p,+p,

fiir passendes natiirliches m < (log N)®, wenn g < N/(log N)® ist; dabei soll
fiir gerades g auch N gerade sein. Verfasser [12] und unabhiingig davon
Wang Y. [16] bemerkten, daB Linniks Uberlegungen dieses Ergebnis auch
mit 3+¢ anstelle von 6 abzuleiten gestatten. In Erweiterung des Selberg-
schen Satzes wurde in [10] gezeigt: Fir ¢ < x/[f(x) log*x} und unter
Annahme von GR gibt es fiir fast alle n, n < x, (1, ¢) = 1 ¢ine Primzahl der
Form p =n+mg mit m < f(x} log? x, wenn nur f(x) — oo strebt fitr x — oo,
Mittels der Hauptformel aus [10] zeigen wir in 5. auf dem von Katai und
Montgomery—Vaunghan angegebenen Weg, dal man das Ergebnis von [12]
und [16] insofern verbessern kann, als man in (12) sogar m < C log* N
erreichen kann fiir passendes C und g < N/C, log? N fiir passendes (' (unter
Annahme von GR).

4. Mit Methoden von Linnik konnte in [8] gezeigt werden, dalB Ergeb-
nisse- Hhnlich denen aus 1., 2. auch gelten, wenn man anstelle der auf der
linken Seite von (1) auftretenden Anzahl der Primzahlen in der Reihe n+1,

n+2,..., n+[e(n)] allgemeiner die Anzahl P{n, ()} der Primzahlen in
der Reihe

n+1ln+2 L n+-Te(m)]

fir irgendeine feste natiirliche Zahl | beirachtet. Mit der Methode aus [9]
kann man auch folgende Verallgemeinerung eines in 1. genannten Ergebnis-
ses beweisen (der Beweis soll hier nicht ausgeftihrt werden): Fir jedes
natiirliche r gibt es positive Konstanten ¢, = ¢, (r, I), ¢3 = ¢4 (r, 1) 50, daf fiir
mehr als ¢; x Werte von n, n < x, P(n, (r-+c;) log x) < r ist; und fiir mehr als
¢y x (andere) Werte von n P(n, (r—c,) log x) > r. Sicherlich lassen sich auch
die Resultate von Gallagher fiir den Fall [ > 2 verallgemeinern.

5. In [10] wurde gezeigt: Sei ¢ eine natiirliche Zahl, etwa ¢ > 2, und /
mbge die Zahlen 0 <! <g, (I, gy = 1 durchlaufen, Sei weiter

bx)= Y logp.

pEx,p=imolg

icm
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Dann gilt
" Wy + ¥/ Ty -0 —(1/e (@) v/ T) log2qT
(14) | Z( l,m( Lt dy <~2 92
LT ,V ] T
wobei T groller als eine passende Konstante > 2 ist und g eine Zahl mit
B -ll - 14 13
2 log g7~ ° z log 4T

Die Konstante in < ist von ¢ und T unabhiingig. Sei nun N eine grofle
natiirliche Zabl und N'? < ¢T < N. Dann folgt aus (14)

n i 1
(15) | Z{Ut(‘”‘ ’I) 0, (y)—- (") T} dy <€~ N2 log? N.

{1N

Sei nun weiter b cine natlirliche Zahl, k < N'% mit hg <+« N, die spiter
noch genauver bestimmt wird. Wir nehmen an, dal} keine der Zahlen N+ mg,
m=1,2,..., h als Summe von zwei Primzahlen darstellbar ist und be-
trachten fiir z € N die beiden Intervalle

R(Z,E“}“%’hq], J2=(N—"Z, N—Z-{*%hq]

Dann gibt ¢s fir kein ! Primzahlpaare p,, p, mit p; eJ,, p,eJ,. py = Imod ¢,
Pz = N—1mod ¢. Es mége {; alle { durchlaufen, [iir die (N—1, g) = 1 ist. Ihre
Anzahl ist gleich ¢ (¢) 8(y),

- 1 (0

Bei gegebenem z und {, liegen fiir alle y mit z < y < z+4hg entweder in
(7, ¥+3 hy] keine Primzahlen = {, mod ¢ oder in (N—z+y, N—z+y+1hq]
keine Primzahlen == N—[ mod ¢ (oder beides ist richtig). Wir betrachten
nun fiir g =1, 2, ..., G die Paare von Intervallen '

‘ hq hq hq
(g 5 a+1) 5 J und - (N——g~2-, Ne—(g=1) 3}

G sei dabei so gewithlt, duB fiir g = G die beiden Intervalle nicht iiber-
einandergreifen und andererseits alle Intervalle zusammen das Intervall
(0, N] ausfiillen, eventuell ausgenommen zwei Intervalle einer Linge < hy.
Indem wir obige Uberlegung mit z -ghq/2 anwenden, erhalten wir eine
Menge von Zahlen p, } N < y £ N von einem Mall > 1% N derart, daB mehr
als o(q)d(g)—1 Restklassen | keine Primzahlen des Intervalls (y, y+%hg)
enthalten. Wir setzen nun in (15)

N
T——-.'A-E(},
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wobet 4 > 4 so groB gewdhlt sei, dal (15) fir T > 164 anwendbar ist. Dann
gilt N2 € gT < N. Fiir }N <y < N hat man

1y kg
B> —
e T oy
Die linke Seite von (15} wird damit

>N( hy ) 0(@)3(a),
(@)

und wir erhalten aus (15)

h< [] (1--~j;> log® N.

Pty N}
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The linear sieve, revisited
by

DantL, A, RAWSTHORNE (Wheaton, Md.)

L Introduction. Two of the most famous unsolved number theory
problems are the twin-prime and Goldbach conjectures. These problems, and
others, lend themseives to an application of the linear sieve. Chen’s theorem,
[3], currently the best result known about the Goldbach conjecture, has as
its basis a linear sieve, for example,

The linear sieve functions (defined in Section 3) have been derived in at
least two different ways: by means of a complicated combinatorial identity,
[9]), and by an equally complicated set construction, [7]. It has been said
that these functions are the result of iterating the Selberg upper bound
function an infinitc number of times using the Buchstab identity. However,
this iteration process is internal, and not readily apparent, in the articles
cited,

The purpose of this article is to show that the linear sieve functions are
indeed the resulis of an external iteration of the Selberg upper bound
function.

2. Notation, asswumption, and the Selberg sieve. We follow the notation of
Halberstam-—Richert ([4] and [5]).

Let N be a finite sequence of integers, and let 2, denote the subse-
quence of 2 all of whose elements are divisible by d. We use [ and |¥,| to
denote the number of elements of 2 and 2, respectively.

Let # be a set of primes and define (the empty product being 1)

P =1T] r.

ped
pes

Define the sifting function (2, 2, z) l'or any z to be ¥ (N; P, z)
= |lagW: (a, P(z)) = 1}]; in other words, & (; #, z) is the number of
elements of N remﬂ:ining after we have removed all those with prime factors
less than z that belong to 2.

We need some additional notation-in order to study ¥{¥; £, z). Let
w{d) be a multiplicative function with w(1) =1, w(p) = 0 for p¢ 2, and w(p).



