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n(h, r) désignant encore ici le plus petit entier n vérifiant les conditions (i).
Les relations (viii), {(ix) et (x) nous donnent alors

h—1
|a,,-— 3 o7* 4 (1—wy) sin (n(lmak))nakﬂ/nr < K(H, b, nyni<m-2,
k=0 :

ce qui est la relation (4).
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Sur lirréductibilité des trinomes X7 "' —aX —b
sur les corps finis Fy

par
S. Acou (Lyon)

Introduction. Soient a, b deux éléments non nuls du corps Fs et r, v 2 1,
un entier naturel. On donne dans cet article, lorsque r divise s ou lorsque r
est un nombre premier impair une méthode pour déterminer explicitement
des conditions d’irréductibilité des trindmes X* "1 —aX —b sur les corps finis

- F,s, généralisant ainsi un travail de Ore [5], sur les polynémes X7 +!—aX g

—pX—7 de Es[X].

1. Formules explicites. Les résultats ci-dessous seront utilisés dans la
3éme partie.

1.1, Soient X,, X, deux indéterminées et F,({X,, X,}) l'algebre libre
quelles engendrent avec F,. _ .

Pour tout entier naturel n, on désigne par S, ensemble des eléments u
= (X, Vis o-0r X1, V1) EN™ 00 k = E(n/3)+1 et o0 p est tel que:

1) si pour un indice i > 1 on a x; = 0 alors x; = y; =0 pour j > i,

2) i pour un indice i >1 on a y; =0 alors x; =y; = 0 pour j =i,

K
3) Y x+2y)=n

i=1

On désigne par ¥ la quantité Y X7X3F.. X7 X5 de Fp({X,, Xa}),
et on pose ¥, = 1. ' e .

SiM= g(’f"X’;".‘.Xf‘ X3t est un mot de F,({X,, X,}) on appelle poids
du mot M, Ventier §({M) = zk: (o 2p). .

I est clair que les élér'nentis de S, correspondent bijectivement aux mots
M de F,({X,, X,}) tels que 6{M) =n.

Avec ces notations on a la:

1.1.1. PROPOSITION. Pour tout entier n, n= 2, on a dans F,({X;, X,}) [X]

Pidentité

1) X"=(X"2+ Y X" 34 .+ T )X~ X, X=X )+ L X+ 1 X
1

n—2 n—1 Hn—2
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Preuve. Ona y =1, Y = X,.
0

1
Pour montrer Iidentité (1) il suffit de prouver que > = > X, + > X,

n—1 n—2
pour nz 2.
Soit M un mot composant ) . Il se termine soit par X, soil par X,. On

peut done écrire M =M, X, ou M =M, X,.
On a alors soit §(M) =1+d(M,) soit d{M)=2+0(M,).
Ainsi M, compose Y ou M, compose Y , et ces éventualités
=1 n—2
gexcluent mutuellement. Donc M est un mot composant Y X; ou ) X,.
n-1 n-2

Réciproquement si M, est un mot composant » et M, un mot
n—1
composant Z alors §(M | X,) =d(M, X;) =netdonc M, X, et M,X, sont
n—2
des mots composant Y .

1.2. Dans ce paragraphe, nous allons . définir une application ¢ de
F,(1X,, X,]) dans lui-méme généralisant dans une certaine mesure le travail
de Ore [5].

Posons A = F,({X, X,}). Soit alors ¢ un automorphisme de A[X].
L’action de ¢ sur les éléments X,, X,, X sera notée exponenticllement, ou
de maniére habituelle. On définit alors ¢ de 4 dans 4 en posant:

(X)) =X, (X)) =X, avec C(M-N) =" (¢(M) C(N),
ou MetN désignént deux mots de A, ot le signe * est mis pour signifier qu'il
y a juxtaposition. De plus ¢ (1) = 1.

Enfin si-AeF,, on convient. que {AM~+N) = 1¢(M)+C(N).
Ainsi, par exemple,

(V(Xyl) X(rﬂ Wi Dot~ 1) @(X"l"l}___X?"l{mxl'-ill(mﬂ);

C!’;‘(X‘Il XJ;I) - X(f( yi )(((pxl—l)/(,lah])).X(zm »1 lmlﬂz-— l)l

On a alors la
1.2.1. ProposrrioN, Pour.tout entier n = 2, lidentité (1) de 1.1 fournit, d

laide de la loi o de composition des polynémes dans F,(iX,, X,)[X],
Pidentité
@ X" = (o 2o (OR) 0"+ .+ 02 (0T Do) X)o

1 n—2

0"~ X1 9= X390+ (O[T X +(¢( T X5) x*°

n—1
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Preuve. On la demontre en raisonnant par récurrence sur lentler n.
Pour n=2 on a X" ={p*—X,0-X, ") X)+ X, X“’—i—X?_X“’. On
déduit aisément de Ihypothése de récurrence Pégalité:

X = (o (¢ (D)o e (e () o) 000

n—2

o0 =X, o= X2 0 X} + 0 (¢ { TN X+ (e (T ) X°.

w1

Finalement
xomt o ((p"' t +(p"((f"(;))(p"*2+ A 7))4"“’9’ (€( Zl))goo)(X)O
((PZ 1 P— Xz @ )(X)
o(C(Z X+ (0 L)X ) X7+0>(0( 3 ) X, X.
n—2 n—1 "‘1

Il reste donc 4 prouver que:
P Xa)ro* (AL NX = w{c(X)
n- n—1

et

eHL N2 = (X Xa)

n—1
La deuxiéme relation est évidente, quant 4 la premiére, elle résulte de la

formule ¥ = z X+ Z X, car
€)= ole(T )X we (5 X0

1.2.2. Remarques. (i) Si on substitue 4 X, et X, deux éléments x, et

x; du corps Egs, et si on prend ¢ tel que ¢(x) = x” pour x e Fy, alors on

retrouve la transformation utilisée par Ore dans [5]. En effet on a ¢(x,)
= x; et 0(x,) = x, en prolongeant ¢ & A[X] en posant p(X) = X7

n-1

(ii) Soit F(X) = X*"+a, ;1 X" "+ ... +4,X*" un polynome de F[X],
avec p(X) = X" = X* En exprimant cha,que mondéme a; X% 4 laide de (2),
on met ainsi en évidence deux polynémes G(X) et R(X) tels que:

F(X) = G(X)o(e*— X, 90— X, ") (X)+ R(X).

On observera que R(X est le reste de la division euchdlenne de F({X)
par X — X, X?—X,X*° et que G(X**—X, X°— X, X* YAXPF X, X9~
-~ X, X? %) en est le quotient. :
(iif) Il est clair que ce qui précéde peut étre étendu au cas de Ialgébre
libre F,(1X;};} & un nombre fini quelconque d’indéterminées. Nous allons
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passer maintenant & Pétude des polyndmes f(X)=X""'—aX—b de
Es[X].

2. Hyponormalité de X7 ™' —aX—b.

Rarpers. Un polyndme f de Es[X7] est dit hyponormal sur Es il existe
une racine Xxo telle gue pour toute racine x de f on ait linclusion,
Fys(xo) = Fos(x)  (ef. [2]; [3]). Lentier [Fs(xo):Fpy] sappelle le degré
minimum de f sur Fs. On se propose ci-dessous de donner des conditions
suffisantes d’hyponormalité de XFtlgX —b sur le corps fini Fy.

2.1. Si le polynéme f(X)= X" "'~aX—b a une racine x, dans Fgs
alors il est évidemment hyponormal sur Fs. L'élément xo+ 1/x de la clbture
algébrique Fs de Fy est une racine de f si et seulement si

. 1 1 1
(xﬁr+;?)‘(xo+;)‘“a(xo+;)—b =0,

Cest-a-dire si et seulement si x est racine de

r X8y X
X+ 7 X+ D |

Or on sait que ce dernier polynéme est hyponormal sur Fy et on a donné
dans [1] les degrés des polyndmes irréductibles qui le factorisent dans Fs[X],
une fois connue effectivement la racine x,. Comme il est clair que les
polynémes minimaux sur Fs de x et de x,+1/x ont les mémes degrés, il en
résulte que Pon a une description compléte des degrés des irréductibles
factorisant f(X). ‘

22. Si le polynéme f(X)=X”*'—aX~b n'a pas de racine dans F
soit alots np le plus petit des degrés des irréductibles qui le factorisent dans
F, [X]. Seit alors f,, un irréductible de degré n, divisant f.

Soit n le degré d’un irréductible f,, f, divisant f, avec n>mng 8l en
existe. Dans le cas contraire il est évident que f est hyponormal sur Es.

Soient x, x’ deux racines distinctes de f,, Xo, X; deux racines distinctes

de fuo-
On a donc
b b b
x¥ =g+—, xf=a+—, xf =a+—.
x . Xp Xo
1l en résulte que . '
X7 —xg  xo X—Xp

x? —xE  Xp X—Xq
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Par récurrence sur l'entier m, on en déduit que

pmr iy mr_ *_
X _.xop (xo)(.? Dip—1) xﬂxlo
— P

r
Xo

mE T

P =
X x5

X—Xgo

En particulier pour m tel que mr soit le p.pcam. [r, sn], de r et de sn, on
obtient que ,

™ -1 - 1) mr -

X W™= 13"~ 1)

[1»(—?) ]xz—[x'&’w+xo—xﬁm Xo -
Xo ‘ Xo

L (%o (™ - LT 1) - e Xq (™ = 15" = 1)
—Xp{ x+xoxd —xf xp|— = ().
A Xp

P‘ulsque x,a#f“pf,,o il en résulte ou bien que Foy(x) = I‘;P—wo soit n = 2(n, ny),
ou {n, ng) désigne le p.gcd. de n et ny, avec nyf{n, ng) impair, ou bien que

o \@ S Dt - 1)
— I =1 et

I |
xfll — 7
X ¢ X

r,sn}
o =xE""—x

0
et Xo xbp[nsn] - xgtr,sn] xp.
Ces derniéres relations entrainent que nolrn/(r, sn). Finalement en récapitulant
les conditions, on a, puisque n > ng,
n = 2”0
C, <ou
nolraf(r, sn).
Dans I'étude précédente, il est clair que I'on peut substituer respectivement x,
A x; x et x4 Xg et xg et mg & m ol my est tel que myr = [r, sny]. Dou les
conditions:
noln:
_ou
Cyoy npdn et ng2n,
ou
nrneflr, sng).

Finalement, C, et C, fournissent

neln,
ou

C { ngon et ngl2n et nglrnfr, sn),
ou

[r, sn] = [r, sng]. h

4 -~ Acta Arithmetica XLIV,4
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On en déduit alors la

2.3. Prorosrrion. Si Pentier rf(r,s) est primaire(*) impair, alors le
polynéme X¥ ™' —aX —b est hyponormal swr Egs.

Preuve. En effet si #/(r, s) est primaire impair les conditions C se
réduisent 4 ngln o n = 2ny,.

Comme conséquence immédiate, on en tire la

2.3.1. ProrosrrioN. Si le polynsme X*¥' "1 —aX —b n'a pas de racine dans
Es, sirls et si 2+ 1 est un nombre premier, alors ce polyndme est irréductible
sur Fs.

Preuve. Cest évident.

Rappelons que les seuls cas connus on 21 est un nombre premier,
pour r = 1, sont lorsque, 2"+ 143, 5, 17, 257, 65537!.

24. Remarque. Si r/(r, s} est primaire impair et si (r/(r, shp+l)=1
alors il est loisible de se placer dans Fy.s1 [X] pour étudier le degré minimum
de X" —aX —b sur Fs. En effet X”*' —aX —b reste hyponormal sur Fyr.q
et a méme degré minimum sur Fy et sur Frq.

25. Remarque. Supposons r/(r, 5) primaire impair; puisque le raisonne-
ment développé dans le paragraphe 2.2 ne s’appuie essentiellement que sur les
inégalités 2 < ng < n, il en résulte que si (m)o4 ¢, €5t la suite croissante des
degrés des irréductibles qui factorisent X7*' —aX —b dans Es[X] alors on
a nn,., pour i=0,..., k—1.

2.6. Remarque. Initialement j'avais obtenu les conditions rf(r, s) pri-
maire impair et sans facteur carré, C'est A. Schinzel, que je remercie, qui m'a
‘signalé que Ton pouvait saffranchir de la derniére condition.

3. Conditions explicites.

3.1. On se propose ici, pour r divisant s ou pour r premier impair, de
donner une condition nécessaire et suffisante explicite pour que le polynéme
J{X)=X"*1—aX —b soit irréductible sur Ei.

II est loisible de faire I'étude 4 l'aide du polyndme

g(X) = X7 *1 - X — b
qui se déduit de f(X) en substituant & X, le mondme a™ "X, Par
commodité on écrira
g(x)=X""1-X-p,
Nous allons, pour ce faire, suivre en partie Ore [5] (ou Serret [6]) en

extrapolant la démarche.
Si x est une racine de g{X) on a:

(%) p,ux+ﬁ

x

(" Un entier est dit prlmazre il est égal 4 1 ou 'l ne posséde quun unique diviseur
premier.
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. 1o '
Soient M, m(l 0 ), pour keN, des. matrices et * un entier tel que

v'r=1[r, s].
Par itération 4 Taide de (*) on obtient:

oy X+

[r.5]
(*, %) P =
Y X3,

on les coefficients a,., f,, 7., 6,, de Fs sont tels que

Olyr )Br'
=M. .. M.
()’p' 5,-') -1 0

o, ﬂv ap;r ﬁp.r
M. - ¥ r) :( T ‘r M ,
o (r’ 5:-' Vf’r o:,f o

ce qui fournit les relations

On en déduit que

af’r'l'ﬁf’r = 0y +ﬁ‘})r’a
%Br'*'éf'r = Olyrs
ﬁ“f’r = 61" +)85r'a
_ By = B,
On en déduit gue:
(su ) [BOeehs et by = (- pEIIETD,
T Ao =8 = BT YT =By, 0 By e Pyl e P e 0

Ainsi le paramétre vy, suffit pour exprimer les éléments de ( *, «). Ceci étant,
avec les notations ci-dessus on a la

3.1.1. ProrosiTioN. Soit r' Tentier tel que rr' =[r,s]. Le polynéme
X7t ' —aX b, wa pas de racine dans Fq si et seulement si

pged. (XPH X =B, v, X2+ By, — 8 —BFyE N X — pyf) =

En particulier si y, X? +{fy, —y¥ ~B¥ yZ)X — By¥ est irréductible sur Fir.sy
alors ce p.ged. est 1.

Preuve. Si x est une racine de g(X}, la relation (=*, *) montire que

. ) opx+pe ,
xeFjra si et seulement 81 x =~ Cest-d-dire si et seulement si on a
Y X + 51”
xp"+l_x_B=0 et ?r'x2+(5r’_ar’)x—ﬁr‘ =0.

Observons que si B, 9, =0, alors XP "' —aX—bh a _toutesu]ses racines dans
Ejrsi et réciproguement car (*, ) fournit la relation x "* = x pour toute
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racine x de X7 *'—aX b, On obtient donc la premiére partie de la
proposition en remplagant d,—u, par son expression & laide de 7, (cf.
(%, %, #).
Si y. X?+(8, —a,) X — B, est irréductible sur Fpr.s et si
ngd (Xp'-i'l —X'_ﬂ! Yo Xz'l"(ér'_—ar')Xuﬁr') # 1
alors il existe x tel gue,

_apx+f e P

= avec
'Vr' X+ 5:-’

xPTEox—f=0,
ce qui est contraire aux hypothéses.

On déduit de cette proposition la

3.1.2. ProrosmioN. Soit v un entier divisant s ou premier impair. Soit
Pit... ok la décomposition en facteurs premiers de p'+ 1. Soient (r));<;<x les

r

entiers tels que rri = [r, 5 ] Il y a équivalence entre

(i) X7+ —aX —b est irréductible sur F, et

(i) pecd (X7 =X —B, 7 X2+ By~ ~B7V5V X —=By) = Ly # 0
pour 1 <i<keti#jonj,l <_j' k, est un indice tel que 2[r, s]irr; lorsque
p est impair et un indice arbitraire si p=2.

Avant de démontrer cette proposition, etabhssons des résultats préli-
mlnalrES

(a) La proposition 3.1.1 montre que le polynéme X? ! —aX —b n’a pas

de racines dans les corps F,,, pour 1 <i<k, si et sculement si on a les
conditions

() pegcd (X”’“—X—ﬁ Vo X2 (82 ) X~ ) = 1 pour

Soient no le degré minimum de X7 *'—aX—b sur Fs et f, un polynome
monique irréductible de degré n, de Fs{X] divisant Xt _gX —b.

L'hyponormalité de X” ' —aX —~b sur Fs montre que nol p'+1.

{b) Montrons tout d’abord que les conditions (I) équivalent a Iirréducti-
bilité de X7 +'~aX—b sur Fp.

Si les conditions (I) sont satisfaites alors ng f(rri/s) pour 1 € <k, car
dans le cas coniraire on aurait Fm0 = F . pour un indice { convenabie, et
par suite f, e, donc X* “1_gX—p auralent des racines dans F
n’est pas.

1gigk.

r” ; ce qui

Ainsi n, satisfait aux condltlons nol PP +1 et ng X{rrifsy pour 1 i<k

Ceci implique que o £(p"+1)/p; pour 1 <i<k donc que n, —p'+1.
Je suis redevable & A. Schinzel qui m'a sugéré cette courte preuve,

= X7t g X —b.

Réciproquement si X7 **—aX —b est irréductible sur F_,,s alors  f,,
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-

Sirls{p'+1)ona rrgzsp pour 1 i<k et f, ne peut avoir

de racine dans les corps F i pour 1
propres de F P+

i <k, puisgue ce sont des souscorps

Sirfs(p+1) alors rri =rs 7]

pour 1<i<k.

Si f,, avait une racine dans I'un des corps F

Y ey POUT U indice i

convenable, alors p'+1|r P

ce qui est absurde.

Les conditions (I) sont donc établies.

(c) Passons maintenant & la démonstration de la proposition 3.1.2.

Supposons X7 *'—aX —b irréductible sur Fys, alors les conditions (I)
sont satisfaites. Ces conditions (I) entrainent que ¥, # 0 pour 1< i <k (car
dans le cas contraire X7 7! —aX —b aurait toutes ses racines dans F,,. ri POUT

un indice i convenable: cf. cbservation faite dans la preuve de la proposi-
tion 3.1.1).

Il en résulte que les conditions (ii) énoncées dans la proposition sont
nécessaires.

Montrons que les conditions (i) sont suffisantes. Supposons les satisfaites.-
Alors tous les polyndémes intervenant dans les conditions (I) sont non nuls.

— 8i p est impair, le polyndme X"r *1_aX—b ma pas de racines dans
F, et a Sfortiori est premier, a xr_x puisgue F P2yl cF " Donc
XF*_ gX—b est premier A tout polynéme divisant X” -X cest a-dire
est premier 4 tout polyndéme non nul de Fs[X] de degré au plus égal 4 2.
Par suite les conditions (I) sont satisfaites et X "' —aX —b est irréductible

sur F,,s-

— Si p=2, puisque p.gc.d. (X"’“-—X 5, y,iX2+(5 —a)X—p)=1
pour un indice i alors X¥ *!—aX b n'a pas de racine dans F S2r.sl. En effet
gil en avait une, le degré minimum n, de X7 *'—aX —b sur Fs diviserait
2rf(r, §). Or ny|2"+1 donc n, est impair, ainsi n, diviserait r/(r, s).

— Si ris alors np =1 ce qui est exclu car X7 "' —aX b n'a pas de
racine dans F e

Ainsi 7 ¥s et donc r est premier impair. n, serait donc ¢gal a r, puisqu’il
ne peut étre égal A 1, par suite »|[2"+1 d’oi » = 3. Donc hg =3, Mais par
hypothése X7 "' —aX —b n’a pas de racine dans F[3 s23+ 13 = Fp3s, ce qui
est contradictoire.

A fortiori XP*'—gX —b est premier & X**_X et on peut alors
reprendre le raisonnement fait dans le cas p impair, =
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3.1.3. Remarque. (i) On peut bien entendu expliciter la condition
pged (X7 =X —f, 9. X2+ (B~} X =) = 1.
On trouve ﬁour p # 2, tous calculs faits, la condition compliquée équivalente
4
41 , B - B OB
/3 T

L [y +9,)° —4(—/9“""]*“f“”"”z-—/frja'ﬁ;f' # 0.
Pour p= 2, & laide de la proposition 1.1.1 il vient

5 By oy 8,07 + B S (g +3,)+ By
2"

‘2" 2 \2’!‘
+ﬁ7rj (O:r:,""(sr})""“ﬁ brj 7 Os

on Y est Fexpression obtenue en substituant & X, a,.+6,, et & X, f,.
2"'
dans }.
2}’
- Enfin il est immédiat de voir que ces expressions, griace aux formules
{*, %, *) du paragraphe 3.1, sont en fait des polyndémes en Vg
(ii) Le calcul d'un p.g.c.d. et des k—1 coefficients y,, sont donc nécessaires
et suffisants pour tester lirréductibilité.
(iii) Tous les résultats de ce paragraphe sont encore valables si r/{r, s) est
primaire impair.

3.2, On conserve les notations et hypothéses du paragraphe 3.1. Passons
au calcul des coefficients a,., f,/, ¥, 9,- de la formule (%, *). Soit x une racine
de g(X)=X""1—X—§ Ce ponnome n’a que des racines simples. I1 existe
tek, £#0, tel que x=¢&01

Ainsi &P71 g1 g 0, Cest-a-dire &7 — &7 -
= 2r alors par récurrence il vient

BE=0.Si[r, s]=r"

e =y o0 wy, vy & Fy,
'p["=s]—£ . '
d’ou x 7T =upx+v,. Les coefficients u,, v. ne dépendent pas de la
racing x choisie, donc
prsl- 1
X7 Sy X, = 0 mod(g(X)).

De méme on a

ir'—+1) r
épr =gy 5!, F Uy C avec Wb 15 Uprgeg EFp’:
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done
Pr(r’ +1)_q
F—1
X ~Up 43 X —tyyy =0 mod(g(X)).

Il en résulte d’une part que 4, ., = (4. +v,)" et v, = fu? . D’auire part on
en déduit que
A B X+ 04y
Uy X+ Uy

1)

et, par ailleurs
xp[?',il % x+p,
’}Jr' X + 5r' .

D’cu les relations

u‘r’ +1 Yo = ar' ur’s

R ur‘ +1 5r’ + Dr'+ 1 3’?' = EZ,,' Ur’ +ﬁr’ ur’:

= )Br' Dr’s
puisque p"+1 > 2.

Sir=1 alors u, =1 et v. =0.
De plus pour toute racine x de g(X) on a:

Uprg g 51“'

(ur’+1 —ot,.')x+v,-+1 —Br'

0= xp[r,s] _ xp{r,;s] =
(ur’ - )"r') X+ — ar'

Il en résulte que u,y, = @] Vpeyq = P,
En tenant compte des relations R, et de la relation
) p[r,S]Al
E -1 ’
Op — Py =(—5) #0,
il vient
U ==Y, &t 0. = 0.

Mais la premiére partic de cet article, et particuliérement la remarque qui
suit la proposition 1.2.1, nous donne le calcul explicite des coefficients u,., ¢,
Vpy 1y Uy BL U -

En effet on a

ol chacune des expressions avec ~ représente le résultat de la substitution
de 12X, et de’'fa X, avec o(x) = x¥ pour xeF,.
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4. Exemples. _
4.1 Prenons s =8, r=4, ¥ =2 ¢t beEg tel que b® = p>+h* 4+ B34 1.
Soit 'automorphisme ¢: x+—x2* de Fg. Alors le polynéme X Ly X p

est irréductible sur Eg. On a

Z=X1; Z=2X1+ZX23X%+X2=
1 2 1 o]
d'on

2 =¢(7(¥)) =1; &, =0(X,))=b;
= 5(2 X3) =

= o(C(R) = t+p*
2

On recherche alors le p.g.cd. de X%+ (b24+b+1)X+b et de X7+ X +b. En

procédant modulo X%+ (b24+b+1)X+b on trouve que

X% =X+1.
Dot X'7 = X2+ X = (b** +b) X +b.
Il en résulte que (X*7+X+b, X2+ (b2 +b+ 1) X +5) = 1.
~ Ainsi X' 4+ X+b est irréductible sur Fg, en vertu de la proposi-
tion 2.3.1.
. 4.2. Prenons s = 5, r =3 et be Fs tel que b% = b*+ 1. Alors le polyndme
X1 X +b est irréductible sur F o5+ On utilise la propo‘sition 2.3,
On se p]ace dans F,;5[X]. Ainsi r = 3, ¥ =5, ¢:
x* =¢@(x) =x?" pour xeF, s

Les éléements de S, sont (0,0, 0, 2); (0,0, 2, 1); ;€0,1,2,0; (1, 1,1, 0
et (0, 0, 4, 0).

Ceux de S5 sont (0, 0, 1, 1); (0, 0, 3, 0); (0, 1, 1, 0). On substitue 1 ikX,
et b alx,.
On a alors

vs = @(C(X)) = (02 +b+562 +57 + 1) = b3 1 b2 pr 1,

F15 = Fy5 est tel que

4
=5(ZX = B2 p o p2PHt ey
Q’(CT(Z))
Z =
N }

it

&5

(G(Z)w( Z X)) = b+ b+1,

O (T(D) b= b*+b*+b,

4

d’ou

Vs X2+(65+“5)X+ﬁs = +b2+b+ 1)X2+X+b4+52+b = h(X).
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X b4+b2+b}

= 3| y2
hX)={{b+1) |:X +(b—i—,1)3+ R

L’étude du polynéme h(X)/(b+1)® revient A étudier Trr, s, (0), on
{=(b*+b*+b)(b+1)P =b>+b>+1.

Le polynéme minimal de b? sur Fs est X3+X3%+1, le polynéme
minimal de b* sur F,5 est X>+X>+X*+X +1. On a donc Trg,sr, () = 1.

Ainsi h(X) est irréductible sur F5; il en résulte que X °+X+b n'a pas
de racine dans F,;5. Comme ce polynéme est hyponormal sur F;s, il s’ensuit
qu'il est irréductible sur Fjs.

Bibliographie

[} S. Agou, Factorisation sur un corps fini I'; . des polyndmes composés f(X P _aX) lorsque
[iX) est un polynéme irréductible de 1‘; LEX71, J. Number Theory 9 (1977), p. 229-235.

[2] — Sur ume’classe de polyndmes hyponormaux sur un corps fini, Acta Arith. 39 (1981),
p. 105-111.

[3] — Sur la factorisation des polyndmes f{X a* —aX"‘r bX} sur un corps fini F T J. Number
Theory 12 (1980), p. 447-459. m )

[4] ~ Degré minimum des polyndmes (¥ a x7 I) sur les corps finis de caractéristigue p>m,

=0
Pacific J. Math. 102 (1982), p. 1-8.
[5] O. Ore, Contributions to the theory of finite ﬁelds, Trans. Amer. Math. Soc. 36 (1934),
p. 243-274.
6] J A. Serret, Sur les fonctions rat:onnelles linéaires prises sulvant un module premier ..
C. R. Acad. Sci. Paris 48 (1859), p. 112-117.

UNIVERSITE DE LYON t
Lyon, France

Recu le 28.1.1983
et dans la forme modifide le 7.12.1983 {1338)



icm

ACTA ARITHMETICA
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On a diophantine equation connected
with the Fermat equation,

by

B. Brinpza {Debrecen)

1. Introduction. Let p > 2 be a prime. In 1946 Inkeri [3] proved that
there exists at most a finite number of positive integer triplets {x, v, z) which
satisfy the conditions

(1) xp+yp=zp’ (xs ¥, Z) = 15

and for which at least one of the differences |x—y|, z—x, z—y is less than a
given positive number M. That (1) has only a finite number of solutions x, y
and z with y—x = v for v a fixed positive integer, was proved by Everett [2]
by means of Roth’s famous theorem [7] on approximation of algebraic
nurnbers. Recently Stewart [8] and Inkeri and van der Poorten [5] (in the
case where n is a prime) have shown that, for any positive number C,, all
positive integer solutions x, y, z > 1, n > 2, of the equation

x"+y'=z" with |x—y <C,

satisfy max {n, x, y, z} < C, where C is an effectively computable constant
depending only on Cy. Their proofs involve the Gelfond—Baker methed.
In [47) Inkeri studied the equation

(2) P (x) +gP(x) = z°.

He proved that if & and g are distinct non-constant polynomials with integer
coeflicients which satisfy the conditions

D(g*"frh)#(] [r=0, 1,..., p'—l), R(ga h)?l:'ol

where D(-) is the discriminant, R(-, ) the resultant and { a primitive pth
root of unity, then equation (2) has at most a finite number of solutions in
rational integers x, z and all these solutions can effectively be determined. His
proofl depends also on the Gelfond-Baker method. '

In 13 we have obtained an effective version of the well-known
LeVeque's theorem [6] on the hyperelliptic equation. Our result enables us



