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Résumé. Irarticle contient la démonstration de la proposition suivante:
Une fonction f (¢) holomorphe dans un entourage de lorigine satisfaisante
i I'équation
Flog 4 e Fon) flog Feag+ B P NN (7 o -Lr M SN =17 2
= [fley) + wo +F (o) 10F(2r) +ef(2g) + - +&"1flen)] -
o [f(eg) 60 fleg) + oo+ (o)1

est de la forme générale f(e) =ye (y est une constante; et=1, e#1).

R. A. Rosenbaum et S. L. Segal [2] ont démontré que si la fonction
f(2) est holomorphe dans un entourage de lorigine et satisfait & ’équation
fonctionnelle

Flzet+2a)f(ra—2a) = [f(z)+f(22)] [f(22) —F(2:)]

olle est de la forme f(2) = yz ou bien f(2) = ysing; ¢ étant un nombre
arbitraire.

TUne généralisation de 1’équation ci-dessus est la suivante: Soit # un
nombre naturel et e une n-idme racine de l'unité (eest-d-dire &" = 1)
différente de 1. On considére 'équation. fonctionnelle

) fley+ «on F2)f(R14-e2at ooe R DT 1 (70 Sr-Laer e S
R )
= [f(2) + +or FF2)ILF(20) +-8f (22) + oo + &8 ()] - [ (22) - " (2a) +
+ o+ ()],
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P13 By ...y &, SONG des variables indépendantes. Pour le cas n = 3 cebto
équation a t6 résolue par L. Carlitz [1] qui a obtenn un résultat intéressant:
la solution unique holomorphe est f (=) = yz.

Notre but est de démontrer le proposition suivante:

TrtorbyME. Soit f(z2) une fonction holomorphe dams um ontourage de
Vorigine satisfaisant pour tous B1y Ry «ony & cOmplemes & Véguation (1).
Alors f est de la forme

fl2) = yz,
ol y est un nombre arbitraire.

Démonstration. Soit f une fonetion holomorphe dang un entourage
de Dorigine satisfaisant & 1’6quation (1). 8i Pon pose dans (1) 2, ==
= ... = &, =0, on obtient [f(0)]" = 0, d’olt

Y

() f(0) =o0.

En mettant dans (1) 2, = By =...=2g, ; =0; 2 =¢ cela donne
-1

(3) f(a(““l)”z): En(n-—l}ﬂ’/ﬂfn(z)_
a=0

La fonction f(z) =0 (z e C) est évidemment une solution de (1). Nous
supposons done que f n’est pas identiquement zéro; alors (3) impligue

Fef (). (" a) = gnnDiiapn=t (g
Si Pon remplace 2 par le produit ez, on obtient
F(e*2)f(e%2) ... f(2) = gno—Wi2pn—1(pp).
Posant cette expression dans Ia relation (3) on est amené A la relation

(4) T ez) = f*(2).
D’autre part, soit maintenant dans (1) 2, == 25 = ... =2, =2 ol & =g
+h (h % 0) on obtient

Fnz R "7 (k) = [f(e+h) + (n ~DSEIf e+ 1) —flz) .
En divisant les deux membres par 77! et en premant la limite pour k-»0,
on a '
(5) F@RIf (O] = nf(@)[f (&),

De %’hypothése F'(0) =0 découle f'(z) =0 (2 € C), puisque f(z) mn'est
Das identiquement zéro. Aingi f(z) =y (constante arbitraire), mais cette
fgnction ne satisfait & Iéquation (1) que bour y= 0, Cela est en contradic-
tion avee la supposition faite sur J(z). Done f'(0) = 0 implique f(z) = 0

e ©
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(z € C), c'est-d-dire on doit admettre

6 £(0) 0.

Nous revenons maintenant & la relation (4). De cette relation découle
(") fa) = &f(e) (b =0,1,2,...,n—-1).

f étant holomorphe dans un entourage U de L'origine, f a la forme suivante
sclon (2):
&) = Yag (2e0)
Pum]
et selon (7)
3 1' 0?1 R
@, = a,e"2  (2e )

d’olt déeoule

(8) a, = &a, (v =1,2,...; k=0,1,2,...,n-1).

On voit done immédiatement que les coefficients a,,_; sont arbitraires
(p =1,2,3,...) et a, = 0 i v % pn —k. D'autre part selon (.6) ay # p,
done toutes les valeurs de k& pour les quelles a; = 0 ne peuvept 1nte1*v9mr.
Maig » == 1 &i et seulement gi & = pn—1 et k doit étre inférienr {ou e;’gal)
& n—1, ce qui veut dive que k = pn—1<n—1. Cette inégalité n est
satisfaite quo pour p = 1, c’est-d-dire k¥ = n —1. Pour %k == n —1 on tirent
de (8) :

9) @, =&, =¢""a, (»=1,2,3,...).

La relation (9) ne détermine pas le coefficient a, si v—1 =pn (n =1 ,
2,3,...), mais si »—1 s pn, alors (9) implique @, = 0. C'est pourquoi
la golution non banale doit avoir la forme

(10) ’ F(8) = a2ty T by 12T L (e ).

Nous supposerons que ¢, == 1 (f(0) = 1), ce .qui ne restreint pas la géné-
ralité. Sous cette hypothose la formule (5) devient

(11) L fR) =nf @[ @ ‘
Formant 1o kidme dérivée (b ==2,3,4,...) des deux membres de (11),
on obtient

(12) nkf(lt) (ne) = n{f(k) @)[f (z)]n—l + kf(lc—l) (2) [[f' (z)]“”ll’ + ..
oot B ) [ AT E A T
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Pour k& = n-+1 (12) donne la relation suivante

WfD @) = @) [ ()] + (01 (R [[F T + ..
et D @[ @I+ @ [ (1.

Posons maintenant z = 0 et tenons compte de ce que

F(0) =1, f(0) = f"(0) = f""(0) = ... =f"U(0) = f"(0) = 0,

on obtient

(13) F40)+ (n+D)[[f ()", = anfe+(0),
Dlautre part

(14) [ @17 = (e —=1)f" () [f ()12,
done

[ @™ = (=) {f" ) f ()T
= =D{f" &) [ @+ ... +£@)[IF (@)1 ).

Soit encore z = 0, on voit immédiatement que

[[F" (@1, = (n—1)f*+(0).

z=()

En posant ce résultat partiel dans la formule (13), on obtient
w"fO0) = fH(0) + (n+1) (n—1)f"D (0) = n2f®+D ().

Co@me % > 2, on voit que f®+(0) = 0, ¢’est-a-dire @,.; = 0. On guppose

maintenant que dg,.; = g,y =... = Ay g1 = 0. Notre but est de

démontrer que a,, ., = 0, ou bien, ce qui est le méme, que fort0) =0,
Mettons dans (12) k = pn+1 et 2z = 0, alors on a

15) 'n”"f(p"“)(()) :fuan+1)(0)_[_(1m+1)[[f;(z)]n__;j(pn)

EEIN
En vertu de (14) on obtient
[ @P1 = (1) [ () [ (2) ] o
= =1 ({7 + ...+ @) [ ()T ).
Cette formule donne pour z = 0 |

[ @728 = (n—1)fem0),

2=0
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ainsi (15) entraine

(16) - wPFEI(0) = f(0)+ (pr+1) (n—1)f I (0)
= [L+(pn+1)(n —1)IF"(0).

8iw>2, ona pour p =1,2,3,...
nPrl—1
—— = nPPr P 1> pn—2 > P,
cela implique B
27" > 14p(n—1)
ou bien
, 7 > n(l-+pn—p) =1+ (pn+1)(n—1),
done selon (16)
e (0) = 0.

La démonstration est ainsi terminée.
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