ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
XLIV (1984)

L’existence d’une solution périodique d’une équation
différentielle dans le cas ou le second membre de Péquation
n’est pas monotone par rapport a x
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Résumé. La méthode de variation de la constante généralisée(') permet d’obtenir une
condition suffisante pour Pexistence d’'une solution périodique de I'équation y =f(¢, y)+r(r) et,
par suite, de I'équation x'(1) =f(t, x(t))+ F(t, x,). Cest idée-mére de la présente note.

Dans la présente note nous allons démontrer Pexistence d’une
solution périodique de I'équation

y =ft, y)+r@).

Le théoréme obtenue sera appliqué a la démonstration de l'existence d’une
solution périodique de I'équation

x'(t) =f(t, x(1))+ F(z, x,),
ou x,(s) = x(t+s) pour —h<s<0.
1. Envisageons I'équation différentielle
(1.1) x' () =f(t, x(1)),

ou la fonction f(t, x) satisfait a2 'hypothése suivante:

Hypotuese A. 1° f(t, x)e C!(R? R), c’est-a-dire f(t, x) est de classe C'
dans R? et f: R* > R.

2° f est périodique par rapport a t de période w > 0. Clest-a-dire
(1.2) ft+w,x)=f(t,x) pour —oo <t < + .

3° Désignons par @(t, to, £) la solution de I'équation (1.1) avec la
condition initiale

(p(tOs tO’ 6) = C

(!) Z. Mikotajska, Remarque sur la méthode de la variation de la constante généralisée,
Ann. Polon. Math. 37 (1980), 199-209.
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et supposons que

(1.3) Uj)fx(s,qo(s, w, &))ds = o > 1
0

et qu'il existe une constante k > 0 telle que

(14) I[(pé(!, 0’ é)]‘l_[(p{(ls Os E)]-l|<k|é—a pour OSISO)

Remarque 0. L’hypothese A est, par exemple, satisfaite dans le cas ou
f(t, x) = a(t)x, a(r) est périodique et [a(s)ds =a > 1.
0

LeMME 1. Sous les hypothéses A
1° il existe une constante L, 0 < L <1 telle que

(1.5) l9(0, w, &)~ (0, », & < LiE-,

2° il existe une fonction de classe C' telle que

(1.6) 00, w, ¥y (2)—yY() =z pour —0 <z < +®©
et '
(1.7) |W(~’1)—W(Zz)|<1_L|Z1—Zz|-

Démonstration. De 'hypothése (1.3) il vient

0
(1.8) ?:(0, w, &) = exp[ | fx(s, @(s, w, O)ds] < e™* <1

d’ou, en posant L=e"% on obtient (1.5).
Pour obtenir 2° remarquons que pour la fonction

F(O) =0, w,8)—¢

ona F'(d)=¢;(0, w, {)—1< e *—1 <0 et par suite pour chaque ue(— x,
+ x) il existe un ¢, e(—x, + ) tel que F(&,) = u. F(S) est décroissante (au
sens strict). F (&) admet donc une fonction inverse, définie dans tout I'interval-
le (—x, + x). Désignons — la par Y (z). On a F(y(z)) =z, c'est-a-dire que
I'on a (1.6). De plus, on a
F(W(Z.))—F(df (22)) =2Z1—2Z;,
2y — 22l = |@(0, , Y (=)= @ (0, @, Y (z,)— (¥ (=) — ¥ (=)
2 W)=Y =00, o, ¥(z))=0(0, w, Y (=)
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d’ou
W (z) =¥ (22 < lzy =23l +]0 (0, ©, ¥ (2,))— (0, @, ¥ (=,))
< lzy =25+ LIy (z0) — ¢ (22)]

et, par suite, (1.7) est satisfaite. Le Lemme 1 est ainsi démontré.
Envisageons I'équation perturbée

(1.9) y = t, p+r(
et admettons les hypothéses suivantes:
HypoTHESE B. 1° r(t) est continue pour re(—oc, x).
2° r(r) est périodique de période w, c’est-a-dire
(1.10) rt+w)=r()

€t supposons que
1
(1.11) J.lr(r)l dt < Eln(2—L)
0

(ou w, k, L sont les constantes intervenant dans '’hypothése A du lemme 1).
3° Supposons qu’il existe une solution &, (t) de I'équation

(1.12) & =r) [og, 0, E@)] "

définie dans lintervalle [0, w].
THEOREME 1. Sous les hypothéses A et B il existe une solution périodique
unique de période w de Téquation (1.9).

Démonstration. Nous démontrons qu’une solution périodique de
'équation (1.9) est la limite d’une suite d’approximations successives.
Posons par définition

(1.13) co =&, (0)

ou ¢, (1) est une solution de I’équation (1.12) définie dans I'intervalle [0, w].
Pour n > 1 posons par définition

(1.14) c, =y [})r(s) [@e(s, 0, E.(9))] ‘ds],
0

(L15) &0 =r([oe(t, 0, &0)] ™", @ =c,oy  pour n=1,2,...

Nous démontrons que les fonctions &,(r) ainsi définies sont définies dans
tout lintervalle [0, w], la suite {c,} est convergente et la suite |&,(f)! est

uniformément convergente dans [lintervalle [0, ®}: ¢, —c¥ Salt)52, € (0),
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enfin la fonction

(1.16) y(0) = o(t, 0, &* (1)

est une solution unique périodique de I'équation (1.9).
Evaluons la différence entre les éléments consécutifs des suites {c,} et
1&,(1)). Par définition (1.15) de la fonction &,(t) nous avons

1E0(8) = Enm 1 ) < Ir (I |[[@e(s, 0, En(s)] ™" —[ g (s, 0, &1 ()] |
|

(O k|Ca(s)—Sa-1(s)

<
<

et par suite

(1.17) 182 (8) = En—1 ()] < 1€a(0)— &1 (O)f exp [K }Ir(f)l dr]

= lca-1 —Ca- 2l expk fIr (1)l dr,
0

&, (1) étant définie dans tout l'intervalle [0, w], &,(f) sont aussi définies dans
tout Tl'intervalle [0, w] pour n > 1.

Evaluons |c,—c¢,-,|. Pour n =1 nous avons

(L18) ey —col = |w[jr(e)[cp¢socl(s)] "ds] —co| E Py,

lea— a1l = |¥ r(s)[<p¢(s0¢,(s))] "ds) - {gr(s)[wg(s,o,é,-l(s»]“ds}l
7 JIr @ |[os(s. 0, &) "—[gls, 0, &u 1 ()] | ds
7 I 6N1Ea(s) = Eamy (5) ds

d’ou, en vertu de (1.17), on obtient
1 w S

(1.19)  |ep—cp-ul < —ijl"(s)l a1 —Cn- 2l €Xpk [ |r(7) duds
- 0 0

- |Cn— 1 _cn—2|

11 {fexpk [Ir()ldt—1} = y|c,y —cp-
0

g,},n—lpo pour n?l,

ou

1 @
dr
Y= 1—_—L{expk jo'lr(r)l dr— 1}
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En vertu de (1.11) nous avons
w
k jlr(t)l dt <In(2-L)
0
d’ou

exp [k [|r(s)ds]—1 In(2-L) _
0 € _

= - =1
1—L TETCL

donc la suite {c,} est convergente. Désignons par c* la limite de la suite {c,},
soit ¢, = c*.
En vertu de (1.17) on a donc

Ea(8)=La-1 () <¥"72Pp  pour 0S5 < W,
d’ou il vient

Eals) 2, E5 9).

En passant a la limite dans (1.14) et (1.15) nous obtenons-

(1.20) c* = ¢:[ufr(s)[¢¢ (s, 0, &*(s))] ds],
0
(1.21) () =r0) [, 0, E* ()], &*(0) = c*.

Définissons y(t) par la relation (1.16);

Y (1) = @;(t, 0, E*(0)+ g (t, 0, E*())E* (1)
=£(t, o(t, 0, M)+ @ (t, 0, E* () r ([ (t, 0, E* ()]~
=f(t, y(0))+r(1).

La fonction f(t, y) et r(r) étant périodique par rapport a t de période o, il
suffit de démontrer que y(w) = y(0). On a

y() = ¢(o, 0, {* ().
En vertu de (1.21)

) =& O+ [r(9)[eg(s, 0, £*(s))] 'ds
(1]

et par suite, en vertu de (1.16),

y(@) = ¢(w, 0, E*(0) + [ r(s) [@e(s, 0, E*(5))] " ds).
0
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De la relation (1.14) et (1.15) on obtient a la limite

w

) =c* =y {[r9)[o:(s, 0, &*(s))] 'ds}

0

et par suite

y(w) = (D((D, Oa '1[/ {zr(s) [‘P{ (S, 0! é* (s))]hlds}"_ E‘;r(s) [(P{ (S! 07 é* (S))]_lds)'

De la définition de la fonction Y (z) on tire

(P(Oa w, 'ﬁ(z))—'ﬁ(z) =2z,

c’est-a-dire
(0, 0, ¥(2) =¥ (@) +z.

Posons

w

z=(r(s)[os(s, O, é*(s))]_lds,
0
y(@) = o0, 0, ¥ (2)+2) = ¢(w, 0, 0 (0, ®, Y (2)) = ¥ (2)

=y {ujzr(s) [@e(s, O, é*(s))]_lds} = c¥,

0

y(0) = ¢(0, 0, £*(0)) = £*(0) = c*.

Ainsi nous avons démontré que y(t), définie par la relation (1.16) dans
I'intervalle [0, @], peut étre prolongée sur lintérvalle (— oo, c0) de maniécre
qu’elle est périodique de période w et quelle satisfait a I'équation (1.9), c’est-
a-dire qu’elle est une solution périodique de I'équation (1.9).

Nous allons démontrer l'unicité de la solution périodique de I'équation
(1.9). Supposons qu’il existe deux solutions périodiques de I'équation (1.9) de
période w, y(t) et y(t). Chaque solution y(t) de I'équation (1.9) peut Etre
écrite sous la forme

(1.22) vy = o(t, 0, £(1),
ou &(t) est la solution de Péquation (1.12) avec la condition initiale ((*) p. 81)
€(0) = 7(0) = Jo.

On a donc

(1.23) ly(®=7®) =l 0, E@®)-o0(t, 0, EW) < LIE@®) - ).
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Les fonctions &(r) et Z(f) étant des solutions de lequatlon (1.12), on a en
vertu de (1.4)

r(o0|[e(t, 0, )] " —[og(r, 0, )] |

1E'(N—E @) <|
NG TIHGEG!

d’ou

(1) =0 < 1E(0)=E(O) exp [k [Ir(s)]ds]
0

et, en vertu de (1.23), on a

ly()—y()] < Liy(0)—7(0) exp [k [l (s) ds]
0

d’ow, les fonctions y(t) et y(r) étant périodiques, on obtient pour t = w

y(0)—y(0)] = |y(w)—-y(w) < LIy(O)—y(OICXP[kflr(S)IdS]

et, en vertu de (1.11), dans le cas ou y(0) # y(0),

y(©) =7 (0) < LIy(0)=7(0) ">~ P = L(2—L)|y(0)—7(0)|;
mais
—P+2L-1=—(L-1)? <0,
d’ou
—-P+2L<1

et par suite

() =y <|y(0)—y(0).

Ainsi la démonstration du théoréme 1 est achevée.

2. Remarque 1. L’hypothése (1.4) est satisfaite, par exemple, dans le
cas ou:

1° | felt, X} < p < 0,

2 |fe(t, x)—=f(t, X)| < Ly |x—X,

3° (1.3) est satisfaite.

On a

[s(t,0, &))" =exp[ - gfx(s. @(s, 0, £))ds]
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posons

! i _
u=—[f(s, 0(s,0, )ds, &= —[fils, @(s,0)ds.
0 0
D’autre part
'eu_ei| = emin(u,i)(elu—il -1 < (i) . olu—ul |u—ﬁ| — emax(u.i) ju— i)
et par suite on a pour 0<t<w

! 1 _
- . — (£ ds:0(s,0,8))ds
|e (I)f ,(s.w(s..o s _, (;) |

< e[ {fels, @5, 0, O)—£i(s, @(s, 0, §))} ds|
0

! t
<eL, flo(s, 0, &= (s, 0, )l ds < &L, [ LIE—E|ds
° 0

< LiLew)E -] (ou L=e"").

Remarque 2. L’hypothése 3B est satisfaite, par exemple, dans le cas

ou
I[@e(t,0,0] Y |<c pour 0<t<ow
et ou la condition (1.4) est satisfaite. Dans le cas envisagé chaque solution de
I'équation (1.12) est définie dans lintervalle [0, ®]. On a
1€ = Ir (0 o (t, 0, E@)] " = Loe(t, 0, 017! +[oe(t, 0, 0)] 7|
<AKIE @+ r ()]

et par suite

1£(6) < u(r)
ou u(r) est une solution de I'équation u'(¢) = (ku(t)+c¢)|r()l, u(0) =|¢(0),
définie dans [0, w].
3. Envisageons I'équation
(3.1 x'(&) =f(t, x(1)+F(t, x),

ou x(s)=x(t+s) pour —-h<s<0, F(,o0): RxC([—h,0))>R, R
=(—o0, + ), C([—h, 0]) est I'espace des fonctions continues dans l'inter-
valle [—h, 0], f(r, x): R* > R.

Admettons les hypotheéses suivantes:

HypotHeses C. 1° f(t, x) satisfait a Thypothese A.

2° F(t, o) est continue dans R x C([ —h, 0]), périodique par rapport a t
de période w.
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3° Pour chaque o€ C(R), périodique de période w, la fonction F(t, o,)
satisfait a I'hypothése B.

4° Supposons que
3.2) ILoe(t,0,0]7 ' <a pour 0K<t<w

Remarque 3. Sous les hypotheses C pour chaque fonction continue
n(t), périodique de période w, I'équation

(3.3) x'(8) = f(t, x(9)+7,(0),
ou
(34) r,(t) = F(t, n),

admet une solution périodique unique de période w (cf. le théoreme 1).
LEMME 2. Sous les hypothéses C, dans le cas ou

(3.5) Tlr,,(t)l dr < %ln [1+7(1—L)]
0

et 0 <y <1, il existe une constante M* > 0 telle que pour chaque n continue
et périodique de période w on a

(3.6) |x(t, n)l K M*  pour —0 <t < +00

ou x(t, n) est la solution périodique unique de Téquation (3.3).

Démonstration. Pour x(t,n) il existe £&*(¢, n) satisfaisant a la
condition

3.7) & (t, 1) = @) [0 (t, 0, € (2, M)] ',
(38) £ 0, m) =y [gr,,(s) [0g(t, 0, E*(s, )} " ds]
tel que

(3.9) x(t, m) = 9(t, 0, &*(t, ).

En vertu de (3.9), pour établir (3.6) il suffit de démontrer qu'il existe une

constante M > 0 telle que pour chaque fonction n continue et périodique de
période w on a

(3.10) E*(t, <M pour 0<t<w.

En vertu de (3.7), (3.8), (1.4) et (3.2) on a

184 (¢, ml < Iry (] [ (1, O, &% (2, m)] ™" =[og(t, 0, 0] Y| +a}
< Ir ()] {k1E* (2, m) +a}.
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De la théorie des inégalités différentielles on a donc
t 1 b
E% (t, m)] < exp[k [Ir,(s)|ds] {|E*(0, n)] + [alr,(s) exp {—k [Ir,(x)l dt}ds}
1] 0 0

d’ou, en vertu de (3.5), on tire
& 6 ml < [1+7(1- 1) ]{lé*(o, n)|+§{l—exp[—kﬂr"(snds]}}

I d a o -
<[1+y(1—L)J{|¢*(o, mi+Z[1+7(1-L1)] ‘}.
Posons par définition p =1+%(1—L). On a donc
a -
(3.11) 1§*(t, 'I)lSP{K*(O, n)l+;(1—P ‘)} pour 0St<w
Evaluons |£*(0, ). Dans la démonstration du théoréme 1 nous avons

démontré que &*(r, n) est la limite de la suite {£,(t, )} définie par les
équations

é;l(t’ ']) = rn(’) [(P{(I’ Oa En—l(rs ’1))]_1,
én(o '7)= n— 1('])

c,(n) = l[l[_f ([ @e(s, 0, &uls, m)] ds] n=1,2,...

ou ¢, peut €tre choisi quelconque. Posons ¢, = 0. On a donc

312 &, =r,O0[eg(t, 0, E (6, M)] 'y EL (O, M =coln) =0

Nous avons
1€*(0, m)I < nilé,.((), )= &a-1(0, m)| = "i lea (1) — a1 (M),
En vertu de I'évaluation (1.18) et (1.19) on a donc
@M< X 7 0P
ou

expk [|r,(s)ds—1
0

<
1-L 1-L

y(n) = {1+451-L)-1} =7 <1

et par suite
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(3.13) 1&*(0, mi < Po(n) .

(3.14) Pon) = ¥ [ 1,5 [0e(s. 0, & (s, )]~ 'ds]].

Pour évaluer P,(n) envisageons &, (s, #). En vertu de (3.12), en procédant de
méme que pour Iévaluation de ¢* on obtient

£1(s, I < I () {KIEo (s, Mi+a},  &,(0,m) =0

et par suite '

(3.15) ey (e, ) jlr (S)IeXP[k

r, (1) dtlds

S
!

< %[1 +7(1=0)] | kir,(s)l expl:—k Jlr,,(t)| dr]ds
0

oe

=%p(1—p")d=rm pour 0 <t < w.

De la continuité de [@(t, 0, £)]"' dans l'ensemble borné et fermé
0<t<w, |§ <mil résulte qu’il existe une constante N telle que

I[@e(t,0, )] SN pour 0St<o, |{|<m

et par suite, en vertu de (3.15),

[0e(s, 0, &G, )] '|<SN pour 0<t<w
d’ou
w _ w 1
3.16) |, [@e(5, 0, &1 (s, )] 'ds| < N [Ir, (s) ds < Nylnp,
0 0

¥ (1) est continue et par suite

N
W@l <N pour |u < —lnp

2

ou N = max|y(u)| pour |u < ?lnp, et par suite, en vertu de (3.14) et (3.16),

Po(n) < N pour chaque # continue et périodique.
En vertu de (3.13) on a donc

1£*(0, ml < N/(1-7)
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d’o, en vert de (3.11),

-

N
Mﬂhnnsp{fj§+gﬂ—p‘0}=ﬂl pour te(— oo, ).

Le lemme 2 est ainsi démontré.

HypotHeses C. 1° Admetton que les hypothéses C sont satisfaites et
que

2° pour chaque M > 0 il existe une constante P > 0 telle que pour
chaque fonction continue et périodique 7(t) telle que |7(f)) < M on a

(3.17) lf(t, x)+F(t,n) <P pour x| <M.

THEOREME 2. Sous les hypothéses C il existe une solution périodique de
période w de léquation (3.1).

Démonstration. Désignons par M* la constante avec laquelle on a
I'inégalité (3.6) pour chaque n continue et périodique de période w. Par P*
désignons la constante telle que (3.17) vont pour |x] < M* et pour 7
périodique et continue telle que |n(f)] < M* pour te(— o0, + o). Désignons
par 2 l'ensemble des fonctions périodiques 1 de période w, continues telles
que

(3.18) I} < M*,  n(®)—n(0) < P*|t—1],
Q = {ne C(R, R): périodique de période w, et satisfaisant a (3.18)}.

L'ensemble @ est fermé, convexe et compact. Envisageons la transformation
T(n) = x(-,n), ou x(t,n) est une solution périodique de période w de
I'équation (3.4). La transformation ¢ = T(n) est définie dans Q et T(Q) < Q,
car en vertu de lemme 2, a(t) = x(t, n) est périodique de période w et
satisfait a (3.6). En vertu de (3.17) avec P = P* on obtient

o’ (1) = |x'(t, mI = [f{t, x(¢, W)+ F(t, n)| < P*

d’ou il résulte que o (t) satisfait a la condition de Lipschitz avec la constante
P*. Nous démontrons que T(n) est continue dans Q. Envisageons la suite
n, €2 uniformément convergente vers la fonction 7,€ Q. Envisageons la suite
o, =T(n,), 6,€Q, Q est compact, donc de chaque suite partielle on peut
extraire une suite convergente. Il suffit de démontrer que la limite de chaque
suite partielle convergent est la méme,

X (t, 1) = f(t, x(t, n))+7,, (8), 1y () = F(t,(n,))-

De la continuité de F(t, o) il résulte que la convergence uniforme de
7y , = Mo entraine la convergence de r, (f)=r, . La convergence uniforme
de o, (1) = x(t, n,) vers la fonction y(t} entraine la convergence uniforme

f(t’ X(I, ’iau))+"q¢v :f(t’ y(t))+rno
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donc on a

(3.19) Y (@) =f(t, y(0) +7r,,(0).

La fonction y(¢), étant la limite de fonctions périodiques de période w, est
aussi périodique de méme période. Mais I'équation (3.19) admet dans nos
hypothéses une seule solution périodique de période w, x(t, no) et par
conséquent

y(t) = x(¢, no) = T(no).

Ainsi nous avons démontré que la transformation T(n) est continue dans Q.
On peut alors appliquer le théoréme du point fixe de Schauder a la
transformation T'(n) dans Q. 11 existe donc au moins une fonction n* e telle
que T(n*) = n*, c’est-a-dire que n* est une solution périodique de I'équation

y =ft, y)+r,.0
d’ou il s’ensuit que I'on a

m* (1) = f(t, n*(0) +rpu(8) = f(t, 7* () +F (¢, n¥).

La démonstration du théoréme 2 est ainsi achevée.

Recu par la Rédaction le 26.06.1980



