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Résumé. On demontre le théoréme suivant:
Si les fonctions f (f(x) #0) et g satisfont ['équation

Sx—y) =1 ()f () g(P(x—y)—P(x)—P(y))
oit P: R>R, P(RY=R, P(0)=0, PeC*(R) et P est une fonction strictement monotone, la
continuité de f ou de g au point x =0 implique
1
S0) = 4679, g(x) =~ &

ott A (A +# 0) et a sont des constantes arbitraires.

On peut démontrer (H. Swiatak, [1]) que si les fonctions f(f(x) = 0) et
g satisfont I'équation

(1) S(x=y) = ()f () g((x—y)*"—x>"—y*m)

et si du moins une d’eux est continue en x =0, on a
2m 1
f(x) = A, g(x) .=Ze",

ou A (A # 0) et a sont des constantes arbitraires.
La démonstration du résultat semblable pour I'équation

) fx=y) =fX)fMg((x—y)ymFt—xImti_y2mtl)

est beaucoup plus simple et peut étre répétée sans aucun changement
essentiel pour les équations '

3 S (x=y) =f(x)f () g(P(x~y)—P(x)—P(y)),

od P: R—>R, P(RR=R, P(0)=0, PeC*(R) et P est une fonction
strictement monotone. '

LemMmE 1. Si les fonctions f (f(x) #0) et g satisfont Téquation (3), ou
P: R—>R, P(R) =R, P(0) =0 et P est une fonction continue et strictement
monotone, la continuité de f et g au point x =0 implique que f et g sont
continues partout.
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Démonstration. Remarquons au commencement que la condition
S(x) # 0 implique f(x)g(x) # 0 pour tout xe R. En mettant x = 2y dans (3),
on obtient

(4) f2ng(-P2y) =1
alors les deux fonctions f et g sont continues au point x (xe€ R). Maintenant

(3) impliqde
lin;f (x=y) =f(x) lirr;f ) lirr(l) g(P(x=y)=P(x)= P} =1(x)f(0)g(0) = f(x)
y- y— y-

c'est-a-dire la fonction f est continue partout. La continuité de f et 1'égalité (4)
impliquent la continuité de g parce que P est une transformation continue
et strictement monotone de R sur R.

LEMME 2. Toutes les solutions continues F, G, de [équation
(5 F(x—y}=F()+F(y)+G(P(x—y)= P(x)—P(y),

oit P R—>R, P(R)=R, P(0)=0, PcC?(R) et P est une fonction strictement
monotone sont de la forme

(6) F(x)=aP(x)+, G(x)=ax-4,

ol x et B sont des constantes arbitraires.

Démonstration. En multipliant (5) par —P'(x—y)—P'(y) et en
intégrant le résultat par rapport & y de a a h (a < b) on obtient
(7) J1(x) = J 2 (X) F(x)+J3(x)+ J 4 (x),
ou

Ji(x)= | [P+ P(x—2)]F(2)d:,

J2(x) = P(x—b)=O(x—a)— P(b)+ P(a),
x-h
Jy(x) = — | [P(x=»)+P]F()dy,

P(x - b) - P(x)— P(b)
Jo(x) = § g(z)d:=.
P(x-a)- P(x)— P(a)
On peut voir facilement que les fonctions Jy, J,, J,, J,, sont des fonctions
de la classe C'. La supposition que P est une fonction strictement monotone
implique J,(x) # 0 pour tous xe R et en conséquence, F est une fonction de
la classe C'.

Maintenant on déduit, en mettant v = 2y dans (5), que la différentiabilité
de F entraine la différentiabilité de G. En conséquence, I'égalité (7) entraine
FeC?(R) et (5) avec x =2y implique Ge C*(R).
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En différentiant (5) par rapport i x et y en en mettant plus tard y =0
on obtient

F'(x) = G'(0) P"(x),
d’ou
F(x) =2P(x)+3x avec x=G'(0).
En mettant cette expression pour F dans (5) et en différentiant I'égalité qui en

résulte par rapport a y pour y = 0 on déduit que y = 0. En substituant F(x)
=xP(x)+ f dans (5) et en mettant x = 2y on obtient

G(v) =ax—p.

THEOREME. Si les foncrions f (f (x) #0) et g satisfonr Téquation (3) dans
laguelle P: R >R, P(R)y=R, P(0)=0, PeC>*(R) et P est une fonction
strictement monotone, la continuité de f ou de g au point x =0 implique

1
(8) f(x) = Ae*P™,  g(x) = it

ott A (A #0) et x sont des constantes arbitraires.

Démonstration. Le lemme 1 entraine la continuité des fonctions f et
g pour tout xe R. La condition f(x) # 0 et (3) impliquent f(x) # 0 dans R
et, parce que f est une fonction continue, sgnf (x) = const. Par (3), sgn f(x)
=sgng(x) = const. Alors on peut considerer seulement les solutions
continues positives de (3). Si f, g est une telle solution, F, G définies par les
égalités
9 F(x)=Inf(x), G(x)=Ing(x)

satisfont I'équation (5) est, par le lemme 2, F et G sont de la forme (6).
Maintenant (9) entraine que les solutions continues positives f, g de (3) sont
de la forme (8) avec A = €?. Par les remarques précédentes la continuité de g
au point x = 0 implique que f et g sont de la forme (8).

Remarque. L'equation (2) est un cas special de (3). Alors le Théoréme
démontré ici et le résultat de [1] pour I'équation (1) impliquent que si fet g
satisfont I'équation

S(x=y) =f(x)f M g((e—yf—x*—y*)

et si f ol g est continue au point x =0, on a

f(x)= Ae‘”k, g(x) = %e‘”‘,

ou A (A #0) et a sont des constantes arbitraires.
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ProBLEME. Les équations (3) sont satisfaites par les fonctions (8). Les
fonctions (8) sont-elles les scules solutions de (3) st I'on exige seulement que P
soit une transformation continue de R sur R?
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