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Ré&umé. Dans la présente note nous allons donner un exemple qui montre que le ,lemme
fondamental” de N. Rouche, P. Habets et M. Laloy, l'inégalité faible () >0 doit é&tre
remplacée par I'inégalité y (1) > O dans (x, o0). Dans la suite nous démontrons un théoréme sur
I'allure asymptotique de ¥ (1) plus général que celui de N. Rouche P. Habets et M. Laloy (dans
I'hypothése ¥ (t) > 0). )

Dans le livre de N. Rouche, P. Habets et M. Laloy (‘) on trouve au
chapitre VIII, 4.3, le lemme ,fondamental” suivant:
HypotHise H.

(1) ¢ et y sont deux fonctions continues dans l'intervalle (a, ©), ¢: (&, ©)
— R, : (2, o) = R telles que

(2) e()=2 M > —oo dans (a, o),
3) Y(t) =20 dans (x, ),

(4) pour chaque ¢ > 0 il existe une fonction continue, positive et croissante
dans (— o0, + o0) et une constante positive A4 telles que dans I'ensemble

I, = {te(a, o0): ¥(t) > ¢}

on a

() D* p() < —a(y (1),

(6) DY*Y()<A (ou D yY(r)= —A).
LeMME F. Sous les hypothéses H lim y (t) existe et

(7 hm y () = 0.

= x

Remarque 1. Nous allons donner un exemple qui démontre que dans

() N. Rouche, P. Habets, M. Laloy, Stability theory by Liapunot’s direct method, Appl.
Math. Sci. 22 (Springer), New York—Heidelberg—Berlin 1977,
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les hypothéses H l'inégalité (3) doit €tre remplacée par une inégalité forte.
Dans le cas ou on admete I'inégalité (3) faible le lemme F n’est pas plus
correct.

ExempLE 1. Posons par définition

t—2k pour 2k <t < 2k+14,
(8) l/l(t)={2k+l—t pour 2k+4 <t <2k+1,
0 pour 2k+1 <t <2(k+1),
—t+2k+1 ur 2k <t <2k+1,
© qo(r)={ Pe k=£1, £2,...
t—2k—1 pour 2k+1 <t <2(k+1),

On vérifie facilement que les fonctions ¥, ¢ ainsi définies sont continues
dans T'intervalle (— oo, + o0)

y()=0 dans (— o0, o0) (cf. (3)),
D*y()<1 dans (—o0, ) (cf. (6)),
(1) ? 0 dans (—o0, ) (cf. (2)).
Posons par définition
(10) a(u) =u.
L'ensemble I, = {re(—o0, +0): Y (t) > ¢} est défini par les inégalités
suivantes:
e+2k <t <2k+3, 2k+i<t<2k+1-¢

C’est-a-dire

I, = Ule+2k, 2k+1—¢) = (2, 2k+1)
k

k

et par suite, en vertu de (9),

@(t)= —t+2k+1 pour tel,
d’ou
D*@(t)= —1 pour tel,;

mais dans I, on a ¢ < Y () < } et par suite

D*o(t)=—1<—y()=—a(y() (f ().

Les hypothéses H sont donc satisfaites et ¢ (t) définie par (8) ne tend pas vers
z€éro pour t — .

On vérifie facilement que dans le cas ot y (¢) > 0 dans (a, oo) et ou sont
satisfaites les hypothéses H, ¢(t) est décroissante dans tout I'intervalle (a, oc)
et le raisonnement donné dans le livre de Rouche, Habets et Laloy(') est
correct.
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Remarque 2. Le lemme F sert dans le livre de Rouche, Habets et
Laloy (') a démontrer des théorémes sur le comportement asymptotique des
solutions de I'équation

(2.1) x'(1) =1(t, x(1))

ou f(t, x) est une fonction continue dans I'ensemble Ix Q ou I = («, ) et Q2
est un ensemble ouvert dans R", x(t) est une solution non prolongable de
I'équation (2.1) définie dans l'intervalle (&, w) < («, f). Dans le cas ou w = ®©
l'application du lemme F est justifiée, mais dans le cas o w < o0 on ne peut
plus I'appliquer (cf. par exemple VIII, théoréme 4.13). Dans le cas o w < o©
le lemme F peut étre remplacé par le lemme suivant:

HyroTHESES K. 1° ¢@(t), ¥ (t) sont deux fonctions continues dans (a, w),
et telles que

(3.1) p(t)=2M> - pour te(a, w),
(3.2) Y(t)>0 pour te(x, w).
2° Pour chaque ¢ >0 il existe une fonction g,(t, ) continue pour
te(a, w), u > ¢, croissante par rapport a u et non négative, telle que
(3.3) D* (1) < —a.(t, ¥ (r)) dans I,
ou I, = {te(x, w): Y(t) =¢e}.
3° Pour chaque ¢ >0 il existe une fonction €,(t, u) continue pour
te(a, w), u = ¢ telle que
(3.4) Dy () <Q(, y() dans I,.

4° Pour chaque ¢ > 0 et chaque suite {t;}, t;e(x, w), t; = w il existe une
suite partielle {z,} et une suite de constantes J, > 0 telles que

(3.5 <t, Sty —0is <t,, <o, i=12..

5° L’intégrale maximale u;(t) de Péquation

(3.6) u' =Q,(t, u
avec la condition initiale
(3.7) | i (t,) = 2

satisfait a l'inégalité
(3.8) w(t)=ze pourt, —9d; <t<U,

et la condition suivante est satisfaite:

ty.
x vy

(39) Y. | al(s e)ds=oo,
i=2 1,-9

»
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LemMme F. Sous les hypothéses K on a:
limy () =0

—ow

Démonstration. Supposons que ¥ (z) + 0. Alors il existe ¢, > 0 et une
suite t;e(a, w), t; > w tels que

(3.10) Yyt) =26, i=1,2,.
De Tl'inégalité (3.4) pour &£ = ¢, on obtient

V() 2 u() pour £<t, tel que y(1) >
d’oy, en vertu de (3.8),

l#(t) > u; (t) 2 &g pour tvi—(si \<~ t < tu,-

et par suite, en vertu de (3.3),

" o)< —a,(t W) < —a,(t, &) pour 1, —6 <t<1,
et

.
Vi

(3°ll) (p(tvj)_(p(tui—‘si) < - _‘. aeo(sa EO)ds'

Ivl_ - 6,

De 'hypothése (3.2) il s’ensuit que pour chaque ¢ il existe g(t) = y (f) > O tel
que

Y(t) > e(r)

et par suite

* q,(t) < - e(l)(ts W(t))< 0 pour «a <t<w,

donc ¢(¢) est décroissante dans l'intervalle (a, @). Comme §; > 0 sont choisis
en sorte que l'on a (3.5), il vient

@(t,,~%)—e(t,_)<0 pour i=23,.

et par suite, en vertu de (3.11),

o(t,)— ol Z (t,)~o(t,;~ )1+ ¥ [o(t,,—d)—e(t,;_,)]
j=2
i '
zwa)w% BI< =Y [ g s,
J= J=21y.79;
’ i=2,3,...
En vertu de (3.9) on a donc
—o <M-o(,) i j! B, (S, Eo)ds = —

JZI—J
vj
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ce qui est impossible. Ainsi nous avons démontré que ¥ (t) =0 pour r — 0.

Remarque 4. Du lemme F découle pour w < oo, par exemple, le
lemme suivant:

HyproTHESES K*. 1° ¢(t), ¥ (t) sont deux fonctions continues dans (x, w)
3.1% e()2M> -0 pour te(a, w),
(3.2%) v()>0 pour te(x, w).

Pour chaque ¢ > O il existe f,(u) croissante et positive telle que
-1
(3.3%) D* @(t) < —F.(b(1) dans I,

et il existe une constante positive A, telle que
(3.4%) D*y(t)< A, dans I,

LeEMME F*. Sous les hypothéses K* on a: y(t) =+ 0 pour t - w.

Démonstration. Les hypothéses (3.1%), (3.2*), (3.3*) et (3.4*) ne sont
autres que les hypothéses (3.1), (3.2), (3.3) et (3.4) avec

a0 E =6, G w=A4,

Il reste a démontrer 4° et 5°. Envisageons une suite quelconque ¢; - w, a <,
< et choisissons la suite partielle {t,.} de sorte que

tu‘ 2 t”l'—l +%(0)—tvi_l)’ tvi = tl’

ce qui est possible, car t;, v w, ; < w.
Posons par définition

‘sl' = i(w_tui_l)’ tv‘ = !v,+%(w_tvi)_%(m—tv,~) g tv,-+1_6i+1 <t

Vi1
(cf. (3.5)).

Il reste a prouver (3.8) et (3.9). Dans le cas envisagé (3.6) est de la forme
(3.6%) U =A,
et par suite

w(t) =2e+A,(t—t,).
Pour t, -6, <t <t, ona

u(t) 2 26+ A4,(t, —6;—1,)=2—-A9, ==Ho-t,, )—-0 pouri-—cwo.

vi-1

Dés lors on a pour i > N
0 < A9 <e,

4 — Annales Polonici Mathematici XLIV.1
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d’ou il vient
(3.8%) w()=2e pourt,—6<t<t,,i=N.

Envisageons I'expression (3.9)

fy.
i

i j a.(s, s)ds—ﬂa(e)z J‘ -——dt
i=1

t,.—9; t,
vy i vi

—ﬁ;(e)Zln uto ﬁ,(s)21n(1+ i )

w_tvisw V‘ 1 %(w l)' 1)=5

et par suite

t
@ Vp

Y | a(s,eds> ﬁ8(8)21n2 0.

i=1 lu’—tsl‘

Ainsi le lemme F entraine le lemme F*.

Regu par la Rédaction le 26.06.1979



