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Abstract. In this paper we prove a theorem of Mazur-Orlicz type which has new and
known consistency theorems, for example the bounded consistency theorem of Mazur-Orlicz, as
corollaries,

1. Einfiihrung. Hauptergebnis dieser Arbeit ist der folgende Satz vom
Mazur-Orlicz-Typ:

(%) XnW,Sceg = XnW, S W,

wobei A und B (unendliche) Matrizen mit konvergenten Spalten sind, ¢, bzw.
cp das Wirkfeld von A bzw. B und W, bzw. W, die Folgen mit schwacher
Abschnittskonvergenz im FK-Raum ¢, bzw. ¢z bezeichnet und X ein FK-
AB-Raum (zum Beispiel X := w) ist, der gewisse Faktorfolgen besitzt.

Sitze dieser Art wurden fiir nullfolgenenthaltende bzw. semikonvergenz-
treue FK-Riume E (anstatt c,) fiir spezielle X von Bennett—Kalton ([2] und
[4]) bzw. unter miteinander zusammenhzngenden Voraussetzungen an X und
E von Snyder [21] bewiesen. In beiden Fillen wurden wesentlich andere
Beweismethoden als in dieser Arbeit verwendet.

Als Folgerung aus (*) erhalten wir bekannte, aber auch neue Ver-
traglichkeitsséitze, wie z.B. den Vertréaglichkeitssatz von Mazur-Orlicz. Weiter
konnen wir aufgrund eines Ergebnisses von Bennett-Kalton [3] die schwache
Folgenvollstindigkeit von weiteren Folgenrdumen, ndmlich vom f-Dual von -
X nW,, folgern.

2. Bezeichnungen und Grundlagen. Wir bezeichnen mit » den Vektor-
raum aller komplexwertigen Folgen x = (x;) = (X)ev und mit ¢ den Unter-
raum aller abbrechenden Folgen. Ist auf einem Folgenraum E eine lokalkon-
vexe Topologie t derart erklirt, daB die Koordinatenfunktionale x —x,
(ke N) stetig sind, so heiBt (E, 1) K-Raum; mit E’ bezeichnen wir dann den
Dualraum von (E, 7). Bin vollstindiger metrisierbarer K-Raum heilit FK-
Raum und ein normierter FK-Raum heifit BK-Raum.

Fiir ein Dualsystem (E, F) bezeichnen wir mit o(E, F) die schwache
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Topologie und mit t(E, F) die Mackey-Topologie. Ist E ein Folgenraum mit
¢ S E und
Ef:={zec| 3 %z konvergiert fir jedes xeE}
k=1

der p-Dual von E, so ist (E, EF) beziiglich der kanonischen Bilinearform ein
Dualsystem, und (E, o (E, E*)) sowie (E’, o(E*, E)) ein K-Raum,

Fiir ke N setzen wir ¢*:=(0, ..., 0, 1, 0, ...), wobei 1 an der k-ten Stelle
steht, und wir bezeichnen fiir xew mit

n
A= ¥ xef=(xy, ..., %, 0, ...
k=1
den n-ten Abschnitt von x (neN). Weiter definieren wir bei vorgegebenem
K-Raum (E, 7) mit ¢ < E:
Lg:={xeE| In (E, 1) ist {x'| ne N} beschriinkt}
(abschnittsbeschrinkte Folgen),

Fgi={xeE| Y f(e")x existiert fiir jedes feE'}

k=1
(Folgen mit funktionaler Abschnittskonvergensz),
We:= {xeE| X" - x((E, E')}
(Folgen mit schwacher Abschnittskonvergenz).

Offenbar gilt ¢ < W, < F; < L;. Ein FK-Raum (BK-Raum) E mit E =L,
heiit FK-AB-Raum (BK-AB-Raum), und ein K-Raum (E, 1) heifit semikonver-
genztreu, wenn ¢ S E und e:=(1, 1, ..)eFy gilt.

Weiter verwenden wir wie iiblich folgende Bezeichnungen:

m:={xew| ||x]|o:=suplx) < o}  (beschrinkte Folgen),
keN

¢:={xeaw| 4im X, existiert}
k= o

¢o:={xec| limx, =0} (Nullfolgen),
k=

(konvergente Folgen),

0

Pi={xeo| [IXl,:=(Y [x/)"* < o} (1<p< o),
k=1
li=F  (absolut summierbare Folgen),

1r+n-—-l
f:={xecu4 JaeC: - Y x—>a(n- o) glm, in rEN}

k=p

(fastkonvergente Folgen (mit Lim x:= a)),
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for={xef] Limx = 0}
und bei vorgegebener Folge p = (1) mit 0 < g, / + 0

Xk

m,:=<xew| ||x]|,:=sup
keN

<0 } (1~ beschriinkte Folgen).

Bekanntlich sind m, f, fo, ¢ und ¢, zusammen mit || ||,, und (7, I 'll,) sowie
(m,, |l Il) BK-AB-Riume.
Nennt man Folgenrdume X mit

zeX und |x|<|z] (keN) = xeX

solid, so sind offenbar m, c,, I” (1< p <o) und m, solid. Bei vorgegebenem
Folgenraum X bezeichnen wir die Menge der Faktorfolgen von X (in X) mit

M(X):= {yew| VxeX: xy:=(x,y)eX}.

Weiter setzen wir bei vorgegebener (unendlicher) Matrix A = (i) en:
0
wqi={xew| Ax:=(Y auXun existiert}
k=1

(Anwendungsbereich von A)

und

cy:= {xew,| Axec} (Wirkfeld von A)

sowie

lim, x:=limAx - (xec,).

Speziell nennen wir m ¢, bzw, m, nc, das beschrinkte bzw. p-beschréankte
Wirkfeld von A. Ist

. 0
|4]:= {xew| sup ¥ lauxl < o0}
neN k=1

(Menge der absolut-A-beschriinkten Folgen),

so heilit |4| n ¢, absolut-A-beschrinktes Wirkfeld von A, und wir stellen fest,
daf} |4] ein solider FK-AB-Raum ist. Im Falle des FK-Raumes ¢, schreiben
wir fir die ,distinguished subsets” (vgl. [25]) L,, F, bzw. W, anstatt L, , ..
und definieren, falls ¢'< ¢, und g, :=lim,e* (ke N),

o0
Iii={xecy Y a,x, konvergiert},
© k=1

@

Ay I, —C, x—»AA(x):=]imAx-—Zakxk
k=1
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und
Af:={xel | A4(x)=0].

Falls ¢ < ¢, erfiillt ist, gilt

1) pW,=A;nL,cF,=I,nL,cL,
und B
(2) F,=W,®@w> mit wu=0 oder ueF, \W,;

diese Aussagen wurden von Wilansky [25] unter der Voraussetzung ¢ < ¢,
bewiesen, und man verifiziert leicht, daBl diese auch unter der schwiicheren
Voraussetzung ¢ < ¢, richtig bleiben. Weiter gilt fiir xec, die Aquivalenz

¢
3 xel, < sup | Y aux| <.
meeN k=1

Eine Matrix A heiBt semikonvergenzirew, wenn ¢ Sc, und ecF,, kon-
vergenzireu, wenn ¢ Sc,, und permanent, wenn ¢ S ¢, und lim, x = limx
(xec) gilt. Eine semikonvergenztreue Matrix A nennen wir koreguldr, falls
x(A):=A,4(e) # 0, und konulldr, falls x(4) =0 gilt. Dann ist 4 genau dann
konulldr, wenn e e W, erfiillt ist (vgl. [25], Lemma 5.3). Zwei Matrizen 4 und
B heillen vertrdglich auf X, X < c4ncp, wenn limygx = limyx (xeX) gilt.
Konvergenztreue Matrizen 4 und B sind genau dann auf ¢ vertriiglich, wenn
a = by (ke N) und x(4) = x(B) gilt.

3. Hauptergebnis und Folgerungen. Zur Formulierung der Hauptergeb-
nisse bendtigen wir eine Klasse von Folgen, deren Definition spitestens beim
Beweis des Lemmas in Abschnitt 4 plausibel werden wird.

Sei von nun an (f);y die Folge der Partialsummen der Reihe

wgbei das Qlied I/n n-mal mit positivem und n-mal mit negativem Vor-
zeichen auftritt. Fiir spiter benstigen wir folgende Eigenschaften von (f):

@ 0<fi<1l (jeN) und (i ~f)eco,
(5 fi=0 fiir jedes je N mit J=r{r+1) und reN,
6 fi=1

C/?usghehend von (fj) ordnen wir nun jeder Indexfolge r = (rp)jeny mit r; =1 die
urc

7 &= f;

fir jedes je N mit j =72 und reN.

(keN mit r; <k <rjyy, jeN)
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definierte Folge e :=¢:=(g) zu und setzen
€:= {e"] r =(r) ist Indexfolge mit r, =1).

Folgen dieser Art sind bereits von Petersen [18] und dann in [23] und [5]
zum Beweis von Vertréglichkeitsséitzen aber auch von anderen Autoren zur
Konstruktion spezieller Faktorfolgen verwendet worden.

Wir formulieren das Hauptergebnis.

Sarz 1. Ist X ein FK-AB-Raum mit € = M(X) und A eine Matrix mit
¢ Sy sowie F ein separabler FK-Raum, so yilt:

XnW,csF = XnW, c W.

Insbesondere gilt dies fiir F =cg, B eine Matrix.

Den Beweis von Satz 1 filhren wir im n#chsten Abschnitt.

Bemerkung 1. Die Bedingung € < M(X) ist zum Beispiel fiir jeden
soliden Folgenraum X erfiillt, also zum Beispiel fiir 17 (1 < p < ), ¢o, M, m,
(4 = () mit 0 <y, /1 +o0), @ oder |A| N |B|, wobei A4 und B Matrizen sind.
Sie ist auch erfillt fir X:=f,, da &¢=(¢g)e M(fy) fir jedes cc€ wegen
(ex— &, 1) € Co gilt (vgl. Theorem 5 in [11]). Aufgrund seiner Bedeutung heben
wir den Spezialfall X := w besonders hervor und bemerken, daf} dieser nicht
aus Theorem 4 von Snyder [21] gefolgert werden kann.

FoLGERUNG 1. Sind A und B Matrizen mit @ S W, Scp, so gilt
Wy s Wp.

Im Fall X:=m bzw. X:=f, wurde Satz 1 von Bennett—Kalton (vgl.
Theorem 16 in [2] bzw. Theorem 9 in [4]) fir FK-Riume E (anstatt c,)
jedoch unter der Voraussetzung ¢, = E bewiesen. Beim Beweis ihrer Siitze
wiesen Bennett~Kalton die Folgenvolistindigkeit von (I, o (I, m N W) bzw.
(I, o(l, fo » Wp)) nach, die laut Theorem 5 von Bennett—Kalton [3] dquivalent
zur Giiltigkeit des Satz 1 entsprechenden Satzes ist. Im Gegensatz dazu
beweisen wir Satz 1 mit einer Kombination klassischer (Betrachtung ge-
eigneter Faktorfolgen) und funktionalanalytischer (Struktur des FK-Raumes
¢,) Methoden. Insbesondere kénnen wir dann mit Hilfe von Theorem 5 von
Bennett-Kalton [3] uv.a. die schwache Folgenvollstindigkeit der entsprechen-
den Rdume folgern. Diese und auch andere Folgerungen aus Satz 1 ziehen
wir zunéchst und beweisen dann Satz 1 im nichsten Abschnitt.

Theorem 7 in [2] entsprechend erhalten wir aus Satz 1 mit Theorem 5
in [3] unmittelbar die

FOLGERUNG 2. Sei X ein FK-AB-Raum mit € = M (X), und seien A und B
Matrizen mit ¢ < X N W, S cy. Dann gelten fiir Y:= X "W, folgende Aus-
sagen:

(@) Y? ist a(YP, Y)-folgenvollstiindig.
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(b) Die Inklusionsabbildung
i: (Y, t(Y, Y?)) > (cp, t(cs, cp)) ist stetig.

(0 B: (Y, < (Y, YO) ~(c, || |l ist stetig.
(d) limgly ist (Y, Y#)-stetig.

Als weitere Folgerung erhalten wir die in der Einleitung angesprochenen
Vertriglichkeitssdtze. Da wir i.a. nicht nur konvergenztreue Matrizen be-
trachten und die Kodimension von X n W, in X nc, gréBer als 1 sein kann,
bestimmen wir ausgehend von Inklusionen der Form X nF, Scp eine
Grenzwertformel auf X n F, fiir lim, in Abhingigkeit von lim,, woraus sich
dann die entsprechenden Vertriglichkeitssitze ergeben. )

FoLGERUNG 3. Sei X ein FK-AB-Raum mit € =€ M(X), und seien A
und B Matrizen mit 9 S XNF, Scg. Ist u=0 oder ueX n(F,\W,) mit
XnF =(XnW)Du), so gilt im Fall uely

©

limgx = a(limy x— Y ax)+ Y byx, (xeXnFy)
k=1 k=1
mit
Ag(u)
a:=0, falls u=0, und oa:==222 falls us0.
Loy T

VERTRAGLICHKEITSSATZ. Sind zusitzlich A und B auf o@<{u> vetrdglich,
dh. gilt @ =b, (keN) und limpu =lim,u, so sind A und B auf X nF,
vertrdglich.

Man beachte, daB die Existenz eines derartigen u durch (2) gesichert ist.

Beweis. Im Fall u = 0 folgt die Behauptung aus Satz 1 wegen W, < A+
ur_nd Wz € Aj. Im Fall ue X n(F,\W,) filhrt der Ansatz x = (x—o u)+a,u
mit a,:=A,(x)/A,(u) tber Satz 1 zum Ziel.

. Fiir den Rest dieses Abschnitts gehen wir auf Spezialfille von Folgerung
3 unfl c.les darin enthaltenen Vertriglichkeitssatzes ein. Wir werden diese,
soweit sie bereits bekannt sind, in die Literatur einordnen. Weitere Literatur
findet man in [27] und [14] und in den Literaturverzeichnissen der zitierten
Arbeiten.
] Im Fall X:=m und von permanenten Matrizen (oder etwas allgemeiner
im Fall von koregulédren und auf ¢ vertriiglichen Matrizen) 4 und B erhalten
wir unter Beachtung von mnc, =m N F, aus dem zweiten Teil von Folge-
rung 3 gerade den bekannten

YERTRK.GLICHKEITSSATZ VON MAZUR UND ORrLICZ. Sind A und B permanente
Matrizen mit mnicy Scp, 5o sind A und B auf mnrc, vertrdiglich.

In} Jahre 1933 formulierten Mazur und Orlicz [15] diesen Satz, den sie
dann in [16], Theorem 2, unabhingig von Brudno [8], Satz 1, bewiesen
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haben. Weitere Beweise wurden von Petersen [18] durch die Betrachtung
geeigneter Faktorfolgen, von Orlicz [17] mit Hilfe von stetigen linearen
Funktionalen auf Saks-Riumen, von Bennett—Kalton [2] iiber Zwei-Nor-
men-Réume und die Folgenvollstindigkeit von (I, o(l, W, Am)), vgl. auch
[20], und von Snyder und Wilansky [22] durch Zuriickfiihrung auf einen
Satz von Agnew gegeben. Der Vertriglichkeitssatz von Mazur-Orlicz 1406t
sich auch unmittelbar aus dem Quotientensatz von Baumann (vgl. Satz 1 in
[1] und auch Satz 3 in [6]) ableiten. Mit dem Fall einer konulléren Matrix
A und einer mit 4 auf ¢ vertriiglichen Matrix B haben sich Chang u.a. [9]
auseinandergesetzt.

Seien 4 und B konvergenztreu, und sei X : = |A|. Der Fall einer koregu-
liren Matrix 4 wurde von Volkov [23], der einer konulldren Matrix 4 von
Boos [5] abgehandelt; in beiden Fillen wurde die Faktorfolgenmethode von
Petersen [18] verwendet. (Man beachte |d|nc, < Fy.)

Fiir X:= o und fiir auf ¢ vertrigliche, konvergenztreue Matrizen 4 und
B mit F, € ¢p erhalten wir im Fall y(A4) # 0 den (Vertréglichkeits-) Satz 3 in
[5] und im Fall x(4) = 0 den (Vertréglichkeits-) Satz 4 in [5].

Wie bereits im Anschlu an Folgerung 1 bemerkt, haben Bennett und
Kalton (vgl. Theorem 9 in [4]) Satz 1 fir X:=f;, und zwar fiir FK-Rdume
E (anstatt c,) jedoch unter der fiir die dort verwendeten Methoden wesentli-
chen Voraussetzung ¢, < E, bewiesen. Aufgrund dessen wollen wir auch auf
die von Bénnett und Kalton gefolgerten Grenzwertformeln auf frc, ein-
gehen, wobei wir insbesondere die von Bennett—Kalton benutzten Kon-
stanten néher bestimmen wollen. Uber die bisher gemachte Voraussetzung
@ < ¢, hinaus miissen wir wegerd f =fo@ (e)> zwischen den Fillen eeF,
(d.h. 4 ist semikonvergenztreu) und e¢ F, unterscheiden. In beiden Fillen
beachte man, daB fiir konvergenztreue Matrizen 4 sogar fncy =fNF4
(wegen mnc, € F, und f = m) gilt.

FOLGERUNG 4. Seien A und B Matrizen mit ¢ Scy, e¢F, und
S NF4<Scg. Dann gilt

SF =fnF,;=(fonW)® u)
mit
u=0 oder ue(fonFI\(fon Wy

und folglich, falls ue ly -erfiillt ist,
o o
limgx = a(lim,x~ Y ayx)+ 3 bexy (xef NFy)
k=1 k=1
mit

. _ ._ As(w)
o:=0, falls u=0, und “'mAA(u)’

falls u # 0.
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Beweis. Wegen fnF,=f,nF, und da f, ein BK-AB-Raum mit
€< M(fy) ist, liegt gerade der Spezialfall X :=f, in Folgerung 1 vor.

Im Fall eeF, erhalten wir in Verallgemeinerung der Ergebnisse von
Bennett und Kalton in [4], S. 41/42, die

FoLGERUNG 5. Seien A und B semikonvergenztreue Matrizen mit
fnF, Scg. Dann gelten folgende Aussagen:

@ foF,y={onW)ded <= YuefnF, AjW)—x(A4A) Limu =0,
(b) Esist f nFy=(fonW)®{e)®<uy mit u=0 oder ue(f nF N(fon
AW, )@<e)) und folglich, falls uely erfillt ist,

limgx =aLimx+B(limgx— 3 a,x)— Y. byxe (xef NF,)
K=1 k=1

mit
ow:=yx(B) wund B:=0, falls u=0,
sowie
L HA WA, B) 2B Limu ()
2(A) Limu—A 4 (u) U x(A)Limu—A, )’
falls u # 0. ' ’ )

Beweis. Im Fall u=0 folgt die Behauptung aus Satz 1, da x—
~(Limx)eefy N W, fir jedes xef nW,. Im Fall u # 0 bestimmt man fiir
jedes xef NF, Zahlen a, und B, mit x—a,e—p,ucf, "W, und beachtet,
daB fo "W, = W, laut Satz 1 gilt.

Die von Bennett und Kalton in [4], Theorem 11 sowie Korollare 1 und
2, behandelten Fille ergeben sich aus Folgerung 5 (b) und gelten offenbar in
entsprechender Form fiir semikonvergenztreue Matrizen.

Zuletzt gehen wir auf den Spezialfall X:=m, (u=(g) mit 0< g
2 +00) ein und erinnern zunichst an eine Verallgemeinerung eines Ver-
triglichkeitssatzes von Petersen [19] und Copping [10].

TueoreM ([7], Satz 1). Ist A eine koregulire und B eine konvergenztreue
Matrix mit m, ncy Scg fiir ein vorgegebenes u=(w) mit 0 < p, 7+ 0,
so existiert ein @ =(g) mit @<y und 0<g 400, also m,ne,
S myNcy S, derart, daff

(B)

o X . o ©
limpx =2C(limyx— Y ax)+ Y bexe  (xem,ncy)
x(4) k=1 k=1

erfiilt ist. Insbesondere gilt m, ncy =1, NI, und es sind A und B auf m, M ey
vertrdglich, wenn sie auf @@®<e)> vertriglich sind.

Wie in der Literatur bereits gezeigt wurde (vgl. [10], Theorem 2) ist der
_Ubergang von p zu einem geeigneten (von u verschiedenen) o notwendig, d.h.
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das Theorem ist i.a. fiir g:= u falsch. Im Gegensatz hierzu erspart man sich
den Ubergang von p zu ¢ und kommt man ohne die Voraussetzung
. (A) # 0 und A4, B konvergenztreu” aus, wenn man m, n F, anstatt m, nc,
betrachtet. Im einzelnen erhalten wir aus Folgerung 1 die
FOLGERUNG 6. Sei pt = (w,) mit 0 < p, 7+ ¢ vorgegeben, und seien A und
B Matrizen mit ¢ Sm,"\FyScy. Ist u=0 oder uem, (F\W,) mit
m, "F 4 = (m, n W)@ {u), so gilt, falls uely erfiillt ist,
o0 o
limpx = a(limyx— Y ayx)+ Y bpxy  (xem,NFy)
k=1 k=1
mit
- Ap(u)
Ay ()

a:=0, falls u= 0, und o falls u 0.
Inshesondere sind A und B auyf m, "\F, vertriglich, wenn sie auf ¢@<u>
vertriglich sind.

Zuleizt sei noch zu diesem Abschnitt angemerkt, dal zum einen die von
vielen FK-AB-Riumen X erfilllte Voraussetzung ,€ < M(X)* und zum
anderen die schwache Voraussetzung ..o < c¢,“ ein weites Feld fir Ver-
triglichkeitssitze ersffnet. Offen bleibt die Frage, ob Satz 1 auch dann richtig
ist, wenn man FK-Riume E mit ¢ < E anstatt c, betrachtet.

4. Beweis von Satz 1. Zum Beweis von Satz 1 zeigen wir zunichst fir
Matrizen A und B (unter den gemachten Voraussetzungen)

8) XnW,cScp = XnW, Ly = XnW,&Fy = XnW,cW,

wobei wir den Beweis der ersten Implikation funktionalanalytisch und den
der anderen Implikationen klassisch (Betrachtung von geeigneten Faktorfol-
gen) fiihren. Die erste Implikation gilt sogar allgemein fiir FK-Réume, was
wir im folgenden Satz festhalten.

Satz 2. Ist X ein FK-AB-Raum und sind E und F FK-Réiume mit ¢ < E,
so gilt

XnW;,cF = XnWgs L.

Beweis, Wird die FK-Topologie von E von der Halbnormenfamilie
(pjl je N) erzeugt, so ist Wy zusammen mit den durch

qj(x):= su{s) Py (xe W)

definierten Halbnormen ein FK-AB-Raum (vgl. z.B. [12], p. 491). Dann ist
auch X n Wy ein FK-AB-Raum, womit sich die Behauptung aus der Mo-
notonie der FK-Topologien (vgl. [24], p. 203, corollary 1) ergibt.

Den Beweis der zweiten und dritten Implikation in (8) bereiten wir
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durch ein Lemma vor, das uns (unter gewissen Voraussetzungen) die Existenz
von Faktorfolgen aus € sichert.
LemMma. Seien C und D Matrizen mit den folgenden Eigenschaften:

4
sup | Y | S M < 0.

) ecle, dh
o.neN k=1
(10) p<ccney, dh  c¢:=limc, und d:= lim d, existieren.
n—ron h=r o

o
(11 x(C)=0, dh ecle und c:=limee= Y ¢.

k=1
(12) eccy, dh  di=lim Y dy, existiert.

nron k=1

4
Konvergiert unter diesen Voraussetzungen eine Teilfolge von (Z dk)pe,v gegen
k=1

einen. Wert ungleich d, so existiert eine Folge &¢=(g)e€ mit ceW,
(=LenAP) und eécp.

Limitierbarkeitskriterien dieser Art wurden von Zeller [26], Satz 3.2,
bewiesen. Einerseits wird hier durch die Betrachtung von Folgen aus &
die Struktur des Beweises (im Vergleich zu [26]) wesentlich vereinfacht,
und andererseits sind hier erhebliche beweistechnische Schwierigkeiten zu
iiberwinden, da nicht notwendig eel, gilt.

) Beweis. Zur Konstruktion einer Indexfolge r =(r;) geben wir uns eine
Folge (a))jen mit

(13) a;>0(jeN) und

vor. Weiter withlen wir fiir ein geeignetes a e C mit « # d eine Indexfolge (k,)
mit .

(x)el

kp=1

= lim Y d,

Poroo k=1

(14) ky=1 und

und dazu eine Teilfolge (r;);ev von (k,) und eine Indexfolge (n)) mit folgenden
Eigenschaften (vgl. (9)-(12):

ry=ny =1,
i i
(15) |2 el +| L dul <oy (271, n<nyny (12 2),
k=r < k=r
i ! ! ky~1
10 [Tal<y (4<v<i,j22 und |Y df<o <k, j>2),
k=v k=r
) rj=1 ‘ ‘ J
7 2 (ewe—cud +1du—dy)) <y (nzn),
k=1
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o
(18) le=Y cul <oy (n>= ny).
1
Der Indexfolge r ordnen wir nun & = (a)e € gemiB (7) zu und zeigen, daB &
die gewiinschten Eigenschaften besitzt. Zum Beweis von ¢ e We(= Le N AE)
weisen wir zunéchst die Konvergenz von Y ¢4 & nach. Dazu bestimmen wir
k=

Jur v, ie N mit v<iund v >r, Zahlen v* und i* aus Nmit re v <rpey,
und 70 I < #ppq, womit wir im Fall v*+1 < * die Abschiitzung (f; sei wie
zu Beginn von Abschnitt 3 definiert)

i Tverlmlo ey Ty+1-1 i
1T aal<ful T af+ T M T e+l Y ¢
k=v k=v v=yia ] k=r, k=rpx

i1 )
< frout Z Sy +foun  (vgl. (16))
v=yE4
< o,
v= oy

erhalten; die Fille v* =i* und v*+1 = i* behandelt man analog und
filhren zur gleichen Abschitzung. Wegen ()€l folgt somit die Konvergenz
w0

von Y ¢
k=1
Als ndchstes zeigen wir

o0
tecc und limce= Y g, also eedd.
k=1

Dazu sei ne N mit n;_; <n<n; und j> 2 Laut Definition von ¢ gilt

: @ j=2  ry+1-1 rji+1—1
(19) Z cnksk = Z fv Z cnk+.fl—1 Z cnk+
k=1 v=1 k=r, k=rj_y
T+t o ry+1-1
+—f-0 X ewt X ST om
ks=r; v=j+1 k=r,

=.’A,,I+B,,j+C,,j+D,,J.

Fiir die einzelnen Summanden erhalten wir:

o0 Jj=2
o= 2 cel < T 4|

Pyt 1

Z (cnk*'ck)]'f‘l i Ckekl

k=r, k=rj_ 1

© .
gaj-l"*“ Z Ckek"’o (j — )
k=rj_y.

6 — Studia Mathematica LXXXL.2
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(vgl. (17) und (4)) und

'j+1'1 'J+1‘1
|Baf <fj-1| Cnk — ck)' +fi-1 | Ckl ,
k-‘—‘rj_.l k=rj—1
0 rj-q1~1 "i'H 1
<|Z (an_ch)l+ Y lem—ad+ Z |an’“ck|+| Ckl
k=1 k=1 k=rjq k=rj_ 1
<06,-_1+ccj_1+20cj+1+aj_1 -0 U""’OO)

(vgl. (18), (17), (15) und (16)) und
ICofl 2(fj=fj- )M =0 (j - 0)
(vel. (4) und (9)) sowie

E a,—»0 (j—o) (vgl. (4) und (15)).

yv=j+1

anjI <

(Man beachte, daB die letzte Abschétzung auch fiir j = 1 gilt und somit ¢ cw¢
liefert) Insgesamt haben wir ee A} bewiesen.

Nun zeigen wir ¢e Ly (was insgesamt ¢ W, impliziert). Fiir n, ge N mit
Ry Sh<n (j>2) und r; € @ <r;qq (i > 1) erhalten wir mit (17), (4), (9)
und (15) die Abschitzung

e i-1 "v+1 1
|Z anekl Z fv| nk'+fil E C"kl
k=1 k=ry k=ry
j~2  Tvt1~1 r; —1
< 2 fv] Z (cnk’"cn)|+fj 1‘ nk1+
v=1 k=r, k=rj_y
"1+1 1 ry+1— 1
+h X C..u|+ Z fv| Cul +
k= k=ry
Fjmy™
+H X Cuek|+f‘12 Cul
k=1 k=¢;

oy +2M+2M+ Y o, +N+2M

vt

e)
<supoy +6M+N+ Y a4, < o0,
JeN vl

wobei N:=sup| Z cyg| sei. Dieselbe Abschitzung gilt, wie man leicht
peN. k=1
verifiziert, erst recht fiir j = 2 oder i = 1. Damit ist laut (3) die Beschrinktheit

von {e@| ge N} in ¢c, d.h. ¢e L, gezeigt.
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Zuletzt beweisen wir ¢ cp. Dazu stellen wir zunichst fest, daB wegen
{vgl. (16))

rj+p~ -1 rvt1-l Jjtp-1
| Z dksk"“l Z fv Z & < Z a (j, peN)
k=r; k=r, =]
die Existenz von
—-1
lim Z dyg, =8
J=w k=1
gesichert ist. Weiter erhalten wir
o Jj=1 ry+1-1 11
¥ dnjksk va b dnjk‘i'f; Y dnjk+
k=1 k=ry k=r;
® ry+1—1
+ Y 6H Y d,.,k— A;+B;+D;.
v=j+1 k=r,
Analog zum Beweis von gec zeigt man
B=1lmA4; und (Dj)ec,.
jow

Um e¢cp zu zeigen, geniigt es damit, (B)¢c nachzuweisen. Letzteres ist
jedoch richtig, da in

rit1—1 rji—1 ri—1

E dnjk = Z dnjk Z (dnlk dk 2 dk Z dnk

k=rj k=rj4y
der zweite und der vierte (rechtsstehende) Term gegen Null (vgl. (17) und
(15)), der erste Term gegen d (vgl. (12)) und der dritte Term gegen o (vgl. (14)
konvergiert und somit (vgl. (5) und (6) und beachte o s d)

Bj»»{o fir j=gq(g+1), geN und q- o0,

d—o fir j=4% geN und g— o0

erfiillt ist.

Insgesamt ist das Lemma bewiesen.

Nun beweisen wir die zweite Implikation in (8). Es gelte also X n W, < L,
aber XnWA 4§ Iy (beachte Fy = Ly N Ig). Fiir xe X n W, mit x¢I, definie-
ren wir C = (cy) bzw. D =(d,,) durch

Coi= Gy Xy bzw. dyi=byx, (n,keN).

Wie man leicht anhand von

xeW, =AfnL,Scy
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nachpriift, erfiillen C und D die Voraussetzungen (9)-(12) des Lemmas. Fiir
d, (= by x,) gilt:

-
T

dijpenc  wegen  xély

und

P
(3 d)em wegen xely:
k=1

r
die Partialsummenfolge (Z dy) besitzt also mindestens zwei verschicdene

Hiufungswerte, von denen emer ungleich d ist, d.h. wir kdnnen das Lemma
auf C und D anwenden. Damit existiert eine Folge s€ € mit ¢e W, und eécy,
was exe W, und ex¢cy impliziert. Wegen € < M (X), also exe X widerspricht
dies der Annahme X N W, < Ly(< ¢p), womit die zweite Implikation in (8)
bewiesen ist.

Zum Beweis der dritten Implikation in (8) nehmen wir

XnWycFy, aber XnW, &W

an. Wegen Wy =LynAy und Fg=1LynI, (vgl (1)) konnen wir ein
xeX N W, mit xely\A5 wiihlen. Definjert man C und D wie beim Beweis
der zweiten Implikation in (8), so erhélt man durch Anwendung des Lemmas
eine Folge e € mit ¢e W, und ¢¢cp, was unter Beachtung von € < M(X)
die Aussage

exe X NW; aber exdcy

im Widerspruch zur Annahme impliziert. (Bei der Anwendung des Lemmas
@0

beachte man, daB Y d, wegen xelgp\Az gegen einen Wert ungleich d
k=1

konvergiert.)

Insgesamt haben wir mit (8) Satz 1 bewiesen, da nimlich die Giiltigkeit
von (8) fiir alle Matrizen B die Folgenvollstindigkeit von (Y*, o (Y?, Y)) mit
Y.= X n W, impliziert; diese ist jedoch laut Theorem 5 in [3] dquivalent zur
Giiltigkeit von

fir- (beliebige) separable FK-Riume F.
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