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ACTA ARITHMETICA
XLVI (1986)

Zur Anzahl quadratvoller Zahlen in kurzen Intervalien
von

Perer Grorg Scumipr (Marburg)

1. Einleitung. Eine natiirliche Zahl ¢ beific quadratvoll, wenn jeder
Primteiler p von ¢ mindestens zweimal in g aufgeht: plg = p¥lg. Fiir x = 1 sei
Q(x) die Anzahl der quadratvollen Zahlen kleiner oder gleich x.

Bateman und Grosswald [1] zeigten

(B2 i L0 i

X) = 20 — - x!Byo(x'/0 X = 00).
Q(x) TG 70 (x"%)  {x-»00)
Setzt man h:=x2"% so folgt unter der Voraussetzung 1/6 < 0 < 1/2
£03/2)
1.1 1=Qx+h—0Q(x) ~mx?  (x—c0).
( ) x<q§x+h Q( 1) ?( ) 25(3) ( - )
pla=p*ly

Fir 0 <0 ist {1.1) offensichtlich falsch. Es erhebt sich dic Frage, ob # mit
0< 0« 1/6 existiern, fiir die (1.1) richtig ist.

P. Shiu [8] konnte den Giiltigkeitsbereich von (1.1) auf 0.1526 < 6 < 1/2
ausdehnen. Das Kernstiick seiner Arbeit ist die Abschitzung einer
zweidimensionalen Exponentialsumme.

Ich werde (1.1} chne  Abschitzungen mehrdimensionaler Exponential-
stummen Rir

68/451 < 0 < 1/2  (68/451 = 0.1507..))

beweisen. Genauer zeige ich folgenden

Hauprsatz, Sind x, heR; x = 1, 1 < h< x*?, so gilt
{B/2) h
"'-""""—'_—'-T-"""
20 Jx

Der Beweis des Hauptsatzes wird in § 4 gefithrt. Er stiitzt sich auf zwei
Gitterpunktsitze, die in § 3 formuliert und bewiesen werden.

O (x68/4-5 l)'

Qlx+h—Qx) =
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2. Vereinbarungen. Fir x, y, teR; x2 1, 0 <t < xM® sei(")
Q(x):= # {yeN| ¢ < x; pprim, plg = p’lq},

D(x)i= # {(m, meN mn® <x},
A(x):=Dx)~-{HP—LF ',

Wi i=y=[y1-4

Tx, f:= # {(m, n, )eN}| m*n?k® < x; k>1).

3. Zwei Gitterpunktsiitze.
Satz 1. Fiir xeR, x=1 gilt

Dix)= C(z)\uz l'i(g) ! ()(_)CN"MS].

Satz 1 ist eine unmitielbare Konsequenz der beiden folgenden Hilfssiitze,

die anf H. E. Richert zuriickgehen.
Hicessatz 1 (vgl [6), Lemma 3). Ist xeR, x 2 1, so gilt

s0-- 3 (B (5o

Horssatz 2 (vgl (6], Lemma 8). Isr f eine positive reefle Konstante,
(¢, )= (55, 1Y) und 2> Bx, so gilt fir yeR, y= 1

BES:
z W (_;l_ ) &yt A4 1) ., yz7/41

Bemerkung. (x,4) ist ein van der Corput-Philippssches “Expo-

nentenpaar” (vgl. die Definitionen in [2], {47 und [5]). In der Notation

von Rankin [57 ist (555, 53 = BA2BABA? B(0, 1). Ich werde Hillssatz 2

clre1rnal verwenden. Zweimal wirde das einfachere Exponentenpaar (x, A)
= (3%, ¥6) = BA® B(D, 1) ausreichen und wegen

%44 11+16 27

w+l 1130 41

Zium gie.ichen Resultat fithren. Ich habe (%, A) = (3%, +%) gewihlt, damit in
allen drei Awendungen die Voraussetzung A > Br erfiillt ist,

Beweis des Satzes 1. Setzt man in Hilfssatz 2 y:= "% und mal
o e 342, mal fis=2/3, so erhidll man

by {f/(\/ )4 lr(\/ )} < xS QAL (277205
ngxl/¥

- und Satz 1 folgt aus Hilfssatz 1.

(') #M sei die Anzabl der Elementc der Menge M,
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Satz 2. Ist xe R, x =1, t~|—-1/2r_—'N und t € x50 gilt

1 2 x1;3
(‘ +C( )—"—_+C(~2 Lk BHx 1/6+O( 180,’451t—112/41)+

+0(x"2e ),

1
T(x, t) = 5

Dem Beweise des Satzes 2 schicke ich drei Hilfssiitze voraus.

Hivrssatz 3 (vgl [3], Hilfssatz 2). Ist ze R, 2z = 1, so gilt

T (me) e = 3 A H LB+ A0,

mzn"‘ pard

Huoessatz 4 (vgl. [7], Hillssatz 4). Sind p, p, veR; y21, 1<
< y‘/4 <, ,u,ﬁv = Y, 50 g!lf

qumsv v (\7%) ) ,m,;ym l//( ) (ﬁ’z)

Hivrssatz 5 (vgl [6], Formel (19} und Seite 28, Zetle 11). Sind a, b, y= R;

1<a<b<2a v21; B eine positive Konstante und (x, 1) := (4}, §8): so gilt

Beweis des Satzos 2. Wegen t+4%eN ist [t] =¢—%, und daher

(S x {
T(x, 1) = by 1= 3 QJLWJ—Hw)
:n2!r3§xt"‘6 t<kS(xm ™ Inm 316 mindg =0 m*n® 2
x \Ye (x
= e | =S tD
2 (m2 .':3) a

mlnd g
o)
Ry
S = E I/J (\/;7';2—”3).
méu3 & xf = 0 .

172 i3

RV (&0“”HE§~+dﬂmm+ﬂﬂﬂﬁ —S+0(0).

mit

Hilfssatz 3 liefert nun

Ich spalte § in drei Teilsummen auf:
(3.2 . 5= S1+S'J+S3
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Zur Abschiitzung ‘der inneten Summe in §; verwende ich Hilfssatz 2
mit f:=4% und y:= (xn" )8 und erhalie

) X
{3.3) AR (—;)
) pgl/tl \
Ehe ich §, abschiitze, wende ich auf die innere Summe Hillssatz 4 mit
pr=xn™ Y2 g ound vi=(xn" 3 O)U2 ap;

x/ni i
a€x WY femg(zn3)1/8 m r

Zerlegt man in der tblichen Weise das Summationsintervall der inneren

- Summe in Teilintervalle (t, 207, (21, 4¢], (4¢, 8], ... und wendet anf die
Teilsummen Hilfssatz 5 mit p:=(xn" "2 und f:=3 an, so ergibt sich
wegen ¢ xV

11/82 1/16 142
(3.4) S, ¥ {(i’%) ,~~17/4-1+(3‘l _,,xi
VTRA: n’ *

) 172
x
g xB3ast t"”’“"“t‘;

FNPE)
s

L1+ 2L
& xTTOHHET) = 081451
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Die innere Summe in S; schilze ich nach geeigneter Aufspaltung direkt
durch Hilfssatz 5 ab, indem ich dort y:=(xm~%)'/® und §:=1 setze:
(3.5 83 <

Z {( x )}1/246( x )7f82+(x )~1/12( x )5/12}
2 36 3 2.6
megxH1ll -3 m m-1 m mot
& leUM-.‘il e 112741 + xS;‘I 1 t-'-".',l?.
Wegen t < x!"" ergeben (3.2)3.5)
S g xMBOMSL 112741 L2 -0
und Satz 2 folgt aus (3.1).

4. Beweis des Hauptsatzes. Da sich jede quadratvolle Zahl ¢ eindeutig

in der Form ¢ = m®r® mit quadratfreiem r schreiben LiBt, gilt

Q= 3 #0= ) Y wh= Y pk-

merd 5 x mirdgx el=r mZndib =y

Setzt man f:= [x*"11]—4
Zl V= E ,U,UC), EZ = E H(k)s
xam?ntb <t h x<min3kCsxth
k& k=t

so gilt
(4.1) Qx+h—-0x)=2,+2,.

Wegen L < h < x** und obiger Wahl von ¢ liefert Satz 1

42 Xy =}, ulk) ¥ 1=Y u(k){D(fféﬁ)—D(—'%}
16 < m2n3 g (x b mik® k k

kst , kst
x+h—/x Jix 213 27/205
ﬂk%u(k)(C(%)‘/x - ‘/x+0{”k2 +(f—) })
LG b, (x681431)

und Satz 2
(4.3) 22| € T(x-+h, )= T(x, 1) < x54431,
Der Hauptsatz folgt nun aus (4.1)-(4.3).

5, SchluBbemerkungen. Ohne Beweis sei vermerkt: Mit der Rankinschen
Optimierung [57] der van der Corput-Methode zur Abschiitzung eindimensio-
naler Exponentialsummen kann man den Exponenten 27/205 = 0.1317073...
im Fehlerglied des Satzes 1 zu ¥

(6-+400)/(47 4260} +e = 0.131 6919...
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und den Exponenten 68/451 = 0.1507760... im Fehlerglied des Hauptsatzes
zu

(1 +2a2)/11 +¢ = 01507311...

verbessern, Hierin ist « = 0.3290213... das Infimum von x+A1~4, wenn
{x, 4) alle Exponentenpaare durchlift, die sich durch die Rankinschen
Prozesse A und B aus dem trivialen Paar (0, 1) gewinnen lassen (vgl [3],
insbesondere Abschitzung {4), S. 150).
Dariiber hinausgehende Verschirfungen des Haupisatzes werden m. E,
" den Einsatz von Abschitzungen mehrdimensionaler Exponentialsummen er-
fordern.
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ACTEA ARITHIMEBLLICA
XLV (1986)

Sur les fonctions multiplicaiives & valeurs entidres
par

Husrrt Durance (Orsay)

1. Introduction. /' étant une fonction arithmétique & valeurs entiéres,
autrement dit une application de N* dans Z, un des problémes que l'on peut
se poser 4 son sujet est le suivant:

Etant donné k entior == I et { entier quelcongue, étudier I'ensemble des
ne N* pour lesquels f(n) = I{modk),

81, k étant fixé, cet ensemble posséde une densité pour tout [, on peut
dire que f posséde une distribution limite modulo k. S%l posséde pour
toui, [ une densité égale a 1/, ce quon peut exprimer en disant
quasymplotiquement les valeurs de f se répartissent également entre les
différentes classes modulo k, on peut dire que f posséde une distribution
limite uniforme modulo &, ou qu'elle est distribuée uniformément modulo k.

Ainsi, 2(n) &ant le nombre total des facteurs dans la décomposition de
n en facteurs premiers, Pillai [8] avait démontré en 1940 que la fonction Q
est distribuée uniformément modulo k pour tout k > 1.

Dans un article paru en 1969 [2] nous avons démontré que toute
fonction arithmétique additive & valeurs entiéres posséde une distribution
limite modulo k pour tout k, et nous avons établi des conditions nécessaires
et suffisantes, portant sur les valeurs de la fonction pour les nombres
premiers el les puissances de 2, pour que cette distribution limite soit
uniforme pour un & donné cu pour tout k> 1.

Nous nous proposons ici d'étudier le cas des fonclions multiplicatives a
valeurs entiéres,

Pour ces lfonctions comme pour les fonctions additives, l'existence d'une
distribution limite modulo & peut se déduire d'un théoréme général de Ruzsa
([9], théoréme 2). Mais notre méthode est simple et nous obtenons des
précisions que ne donne pas le (théoréme de Ruzsa.

Les résultats que nous allons établir ont été énoncés sans démonstration
en 1976 et 1977 ([3] et [4]).

11 est entendu une fois pour toutes que, dans tout ce qui suit, les lettres p
et ¢ désigneront toujours des nombres premiers, et les lettres n, d, i, j

‘désigneront des entiers > 0.



