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La formule analytique donnant le nombre de classes d'idéaux d'un corps
de nombres abélien est obtenue en étudiant la fonction { de Dedekind. Elle
se scinde en deux formules: en effet ce nombre de classes se trouve exprimé
comme produit de deux entiers {ou facteurs) mesurant I'un, le nombre de
classes réelles, Tautre le nombre de classes relatives du corps de nombres
considéré [7]. Nous montrons ici, que sous certaines hypothéses, nous
pouvons établic un lien algébrique entre ces deux formules. Nous
généralisons ainsi un résultat de K. Iwasawa [10], établi pour les corps
cyclotomiques QU seulement. Nous utilisons les unités cyclotomiques
introduites par H, W. Leopoldt dans [12] et la décomposition du groupe des
p-classes d'idéaux en composantes associées aux caracteres p-adiques du
groupe de Galois.

1. Enoncé des résultats. Soit p un nombre premier impair. Soit y un
caractére de conducteur f, et d'ordre g,. Nous supposons y pair et différent
du caractére unité. Soit K, le corps cyclique associ¢ a x. Précisons ce que

nous voulons dire par la: Soit Q(f") le corps cyclotomique obtenu en
ajoutant 4 @, corps des rationnels, les racines (f,)™ de Punité et soit
(Z/f, Z)* le groupe multiplicatif fo;r“me par les classes d’entiers modulo Ses
premiers & f,. Si nous notons (', Q ) le symbole d'Artin attaché a ot 72 ce
groupe s'identifie par I'application de réciprocité a — (a, Q (f )) au groupe de
Galois de l'extension QY%/Q. Le caractére y est un homomorphlsme de
(Z1f,Z)* sur le groupe des racines (y,)"™ de lunité. Le sous-corps de 0 43
laissé fixe par les éléments de Kery est K,. C'est un corps réel, différent de Q
et extension K,/Q est cyclique de dcgre Gy

Désignons par K le corps composé de K, et @, clest-a- dlre le corps
obtenu en ajoutant & K, les racines p*™ de l’umte Nous notons G le groupe
de Galois de K/Q.

Le caraciére y peut aussi dtre considéré comme un caractére de
Gal(K,/Q) et dune fagon plus génerale comme un caractére du groupe de
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Galois de toute extension abélienne L/Q telle que L contienne K,; par
exemple K/Q. Dans la suite, ces entités ne seront pas distinguées,

Nous faisons I'hypothése suivante:

Hvpotuese A. L'ordre g, de y est premier 4 p.

Nous désignons par i, la y-composante rationnelle du p-groupe des
classes de K. Rappelons sa définition: soit Q(y) le corps cbtenu en ajoutant 4
Q les valeurs de y, c’est-a-dire (y) = Q(”’f). Le caractére rationnel associé § y
est Try,,o(x) et Tidempotent associé est

o = Tre(xm(“l*“ 2, 1™ 0’)-
G 5e6
" Cest un élément de Z,[G). Si x est le p-groupe des classes d’idéaux de K, »
est un Z,[G]-module et x, est défini comme étant x°~.

Nous désignons par E, le groupe des y-unités propres et F, le groupe
des y-unités cyclotomiques [12] ou [14]. Notons (E/F,), la p-composante
du groupe quotient E, /F, . Rappelons que linterprétation faite par H. W,
Leopoldt du premier facteur de la formule analytique montre que les ordres
des groupes introduiis ci-dessus sont égaux:

l%xl = I(Ex/Fx)p|

Dans la suite, nous utilisons des groupes de classes d'idéaux et d'unités
associés non plus & un caractére rationnel mais a un caractére p-adique.
Désignons par ¢ le caractére p-adique issu de . Si @, (y) est ke corps obtenu
en ajoutant au corps p-adique @, les valeurs de y, le caractére ¢ est donné
par Pégalité: ¢ =Ter(x,,Qp(x). MNotons e, lidempotent associé

1
ey =|-é!~z plc™Y)eo.

oelf

- Cest un élément de Z,[G]. De méme que x, (E,/F,), est un Z,[G]-module.
Nous posons:

wo=n? et (E/F "o = (E,/F )0

Plusieurs auteurs ont proposé la conjecture suivante [11], [4]:
CoNIECTURE. Les groupes ainsi définis ont méme ordre:

J%rﬁl = ‘(Ex/Fx)rﬁ]
Cette conjecture a été démontrée partiellement par A. Wiles, pour K
= Q% seulement [17]. ‘
Deésignons par @ 'homomerphisme de G dans le groupe multiplicatif de
Q, ainsi défini; {7 ={""" pour tout ¢ de G. Cet homomorphisme est un
caractére p-adique. Considérons désormais que y est & valeurs dans G, (),
groupe multiplicatif de @, (x). Nous pouvons alors définir le reflet de y, noté
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¥, par légalité 7 =wy™"' [13]. De méme que nous avons associé 4 x les
quantités g, et x,, nous pouvons associer 4 ¥, de la méme fagon, ¢; et x;.
L'ordre de la ¥-composante rationnelle s; de x s'exprime 4 l'aide de nombres
de Bernoulli. Rappelons leur définition, Si v est un caractére de conducteur
Sy on pose B, = ;71 @ (a); cette somme est étendue aux entiers premiers
a f, et compris entre 1 et f,. Le nombre B, appartient au corps Q(y). Si
est Q-équivalent a 3, c’est-i-dire si  est de la forme ¥, u entier premier &
Pordre de ¥, alors B, appartient & Q() et le produit [] B, étendu aux

Y

caracléres i O -équivalents 4 ¥ est un élément de Z. Nous désignons par
(T Bur“i)f’ sa p-composante. Le deuxiéme facteur de la formule analytique
W~ E

peut s'interpréter comme 'égalité [47:

Il = (J:[y By 1)y

Comme @ est un caractére p-adique, linvolution y — ¥ peut étre étendue
aux caractéres p-adiques. Nous désignons par ¢ le caractére p-adique issu de
7. On a done:

¢ =Trgmig,X) = 0.

Soit i un caractére Q,-équivalent A ¥, cest-a-dire tel que y = ¥, pour un
certain entier u. Nous notons Wid cette relation. Le nombre de Bernoulli

B, peut éire considéré comme un élément de ,(%) et le produit [ B y— 1o
L
étendu aux caractéres ¥ Q,-équivalents 4 ¥, comme un élément de Z,. Nous

notons ([ B uf‘l)P la plus grande puissance de p divisant ce produit. Cette
e

quantité a été I'objet de la conjecture suivante [117, [4]:

Comecrure. L'ordre de xg est donné par Uégalité:

I%J’J = (1—.[ B.p—l)p’
W)

Enongons une autre hypothése:

HyroTuise B. Lorsque le conductenr f, de x est premier & p, on suppose
que le degré vésiduel de p dans K/Q est différent de 1. _

Soit y, le caractére de Dirichlet associé 4 y, c'est-a-dire Papplication
définie sur Z/f, Z par yo(a) = x(a) si a est premier & f, et yo{a) = 0 sinon.
L’hypothése B est équivalente & la condition: yq(p) # 1.

L'objet du présent article est de démontrer la propriété suivante:

TuEOREME. On suppose que y est un cavactére pair et différemt du
caracrere unité. On suppose qu'il vérifie les hypothéses A et B écrites ci-dessus.
Soit ¢ le caractére p-adique issu de y et soit ¢ le reflet de .
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(i) Si Pon suppose: s, = {1} et (E,/F ), = |1}, alors on démontre, & [aide
de considérations algébriques seulement, Iégalité:

|”:}:| = (].—.[ B;p*l)ﬂ'

Wl
(i1} Réciproquement, si Lon suppose luz| = (H Bw_ 1)pe alors on démontre, o
Wb

Paide de considérations algébriques seulement, Téquivglence entre les deux
conditions

2. Généralisation d’upe formule explicite de H. Hasse, On désigne
toujours par p un nombre premier impair, Soit & un entier nalurel et soit £,
= ;"H’ le corps obtenu en ajoutant & @, les racines {p"" )™ de Tl'unité.
Soient M/, une extension finie non ramifiée de @, et M, le corps composé
de @, et Q,. Soient {, une racine primitive (p""')*™ de I'unité et {, une racine
de l'unité appartenant & M, et telle que {f = {, pour un entier k& premier i p.
Posons m,=1-{, et n,=1-—{,. Une uniformisante de M, {et de ) est
dong ®,. Notons {*, )y, le symbole de Hilbert (symbole de norme résiduelle)
relatif & M, et (-, -}, le symbole de Hilbert relatif 4 Q,. Dans [1], Artin et
Hasse ont démontré la propriété suivante: :

ProposiTioN 2.1, Si a ast une unité principale de Q,, alors on a légalité:

(T )y = s
avec

! {n
= -—-I;;-_FTT!’_Q"/QP (;I—: lOg OC).

Nous utilisons dans la suite une formule analogue dans M,:
PrOPOSITION 2.2, Si o est une ynité principale de M, alors on a I'égalité:

(TE:H oc)M',n == C:’:
avec

1 &
a = — Tr 2 lo ol
k‘l?" + L Manp (TE;, g )

La démonstration de cette proposition peut étre oblenue en reprenant
les arguments de Artin et Hasse, exposés dans [1]. On peut également
vérifier que les calculs effectués par Iwasawa dans @, 9], peuvent Etre repris
dans le corps ‘M,. On écrit ainsi une formule explicite donnan{ (f, g A
condition que f§ soit norme dans M,/M,, pour m assez grand. Comme 7, est
norme de m,, lapplication & =, de cette formule permet d'obtenir la
proposition énoncée ci-dessus. Le détail de ce calcul est éerit dans [15].

Remarquons aussi que Coleman a généralisé dans [2] les formules explicites
d’Twasawa. '
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3. Résultats fondamentaux utilisés dans la démonstration. Soit M un
Z,[G]-module. Le sous-module M, = M*® de M est la $-composante de M.
Désignons par G, le groupe de Galois de K/, c'est-a-dire G, =G/Kery.
Clest un groupe cyclique d‘ordre g,- Comme e, = e, pour tout & de Kery,
M), est naturellement un G,-module (cette situation s’applique en particulier
a x, p-groupe des classes d'idéaux de K, dont w, est la ¢-composante).
Considérons 'anneau des entiers de Q,(y), noté Z,[y] et I'application ¥, de
Z,[G, ] dans Z,[x] qui prolonge Z -linéairement y. Ainsi V, est défini par:

Vl 2, 4p0)= 3. a,1(o).

oeli x aeli %

Nous ne distinguons pas y (resp. ¢) en tant que caractére de G ou en tant
que’caractére de G,. Ainsi ¢, désigne encore la projection de ey sur Z,[G,1.
Nous aurons donc, suivant le contexte:

€y L > ¢;(G'1)¢.

{ ]
Jx a'e(rx

€ _! Y ple™Yo  ou
s ‘
L'image de ¢, par ¥, est L. Plus précisement, la restriction de ¥, 4 lidéal
ey £,[G,] engendré par e, est un isomorphisme d’anneaux de ey £,[G,] sur
Z,[x]. Alnsi la ¢-composante de M est un Z, [7]-module. En vertu de
I'bypothése A, cet anneau posséde un seul idéal maximal engendré par p. Si
lon suppose M fini, alors M, est isomorphe & une somme directe de Z, []-
modules de la forme Z,[y]/p" Z,[x]. Le nombre de modules de ce type, non
nuls, qui interviennent dans cette somme directe est le ¢-rang .de M.

Relativement & 7, lés notations et notions svivantes peuvent étre définies
pareillement: g3 f; K; Gy oep Vi Z,[%]. ¢-composante, ¢-rang. Nous
notons f le PPCM de p et f,. Cest donc le conducteur de K. Cest aussi le
PPCM de p et f;. On pose aussi /' = f/p. En vertu de I'hypothése A, cet
entier est premier a p. _ . ‘

Anmnalation de »;. Le théoréme d'annulation de Stickelberger [16], [3],
peut se traduire, pour x,, en termes de Z,[¥]-module:

Prorosirion 3.1, Le nombre de. Bernoulli BZ“J appartient & Z,[%] et
annule . . ' ,

Démonstration. L'apparlenance de B _, a Z,[7] résulte de
Phypothése A et se démontre 4 T'aide d’un calcul élémentaire. Notons (-, K5)
le symbole d'Artin relatif 4 K. Désignons par S la somme

Sx =f}['lzﬂ(a’ erlg-

étendue aux entiers ¢ premiers a f;, compris entre 1 et f;. Rappelons que
lidéal de Stickelberger S3Z,[G51n Z,[G;] annule le p-groupe des classes de
Ky. Il annule donc également xz. Pour appliquer ce résultat, considérons la

3 = Acty Avithmetics X1.V1,4



336 B. Oriat

quantité ezS;. Décomposons lidempotent e¢; en somme d'idempotents
associés aux caractéres i Q,-équivalents 4 ¥. Nous avons donc

1
ez=2 6 avec e =—2 W e
Vi 9% o6z

et on vérifie Pégalité
eaSZ = Z B\ﬁ'_l e\;,.
vlé

Ceci montre que e3 S est un élément de l'idéal de Stickelberger. D'autre part,
I'image de e3S; par V; est B.... Atnsi, Brl annule xg.

Remargue. Les nombres de Bernoulli qui interviennent dans ie produit
118 ,—1 sont les conjugués de BEMI dans lexiension Q,(¥)/@,. Soient n la

Wl
p-valuation de B,_, et d le degré de @, (7)/Q,. L'expression ({18 - 1), est done
¥lé

égale 4 p™.

Structure de groupes d’idéaux principaux. Nous désignons toujours par {
une racine primitive p™ de 1. Soit # = 1—~{. Cet élément engendre dans (®
Fidéal premier au-dessus de p. En vertu de Phypothése A, cet idéal n’est pas
ramifi¢ dans K. Soient py,...,p, les idéaux de K au-dessus de p. Les
décompositions des. idéaux de K engendrés par p et = sont donc: ()
=p1...p et (P} =(p,...p,)""". Pour tout entier i, notons K, l'ensemble des
x de K tels que: quelque soit j de { & g, x = 1 mod (p'). Il est clair que les K,
sont des G-modules multiplicatifs. Nous désignons par Oy le localisé en p de
lanneau des entiers de K, c’est-d-dire 'ensemble des éléments x de X dont
les p;-valuations sont posjtives.

ProposiTion 3.2. Le quotient K /K _, est un F,[G]-module et son ¢-rany
est 1. ‘

Démonstration. Soit o' O lidéal de Oy engendré par n'. Pour tout i
un isomorphisme de F,[G]-modules:

n Og/m' ! O ~ KNE/K,[H- 1

est obtenu en faisant correspondre 4 la classe de iz’ modulo ='*' 0y, la
classe de 1+ An' modulo K ;+1. Comme Tlalgébre F,[G] est semi-simple, on
déduit de ces isomorphismes que K./K , et Oy/pOy sont deux ¥#,[G]-
modules isomorphes. D’autre part, Pextension K/Q est modérément ramifiée.
St Oy désigne le localisé en p de Z, Oy est isomorphe, en tant que O [C]-
module, & Op[G]. On en déduit que Oy/pOy est isomorphe, en tant que
£,[G]-module, 2 F,[G]. D'od le résultat annoncé.

ProposiTioN. 3.3, Les deux F,[G]-modules KoK 2 et K /K .\ sont’

isomorphes. Leur ¢-rang est égal & 1 our O suivant que le conducteur J, de ¥ est

premier a p ou non.
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Démonstration. En utilisant 'isomorphisme présenté an début de la
démonstration précédente, on constate que K /K >, K /K ., et n0x/x° Oy
sont des F,[G]-modules isomorphes. Décomposons G en produit- direct G
= ('G" de deux sous-groupes G' = Gal(K/Q'™) et G" = Gal(K/K n QV).
Ce dernier sous-groupe est donc isomorphe a Gal(Q/Q). En tant que
F,[G']-module, n0x/n® Oy est isomorphe & Oy/n0Oy. Soit 0P le localisé en p
de lanneau des entiers de Q. Considéré comme G'-module, Oy est
isomorphe 4 O[G"]. On en déduit que Q/nOx est 1somorphe, en tant que
F,[G"]-module, & F,[G']. Il en est également ainsi de 70y/n? Of. Examinons
maintenant la structure de G“-module de n0g/n? 0. Nous avons n = 1 —{ et
{* = (" pour tout o de G. On en déduit la congruence n° = w(¢) xmod (z2),
pour tout & de G. D'autre part, on a aussi x” = x mod (n), pour tout x de Oy
et tout o de G". On en déduit: (nx)” = w(e) rx mod (=%} pour tout x de Oy et
tout ¢ de G”. Cette congruence précise donc Taction de G” sur n0g/n? Of.
Comme T'action de G’ est également connue, on peut calculer explicitement

les valeurs du caractére y de nOg/n®O. Soient ¢ un élément de G et «

/ i

= ¢’ g" sa décomposition en produit d'un élément ¢’ de G’ et d'un élément o
de G”; on obtient: y(5) = w{e")G| si ' =1 et y(o) = 0 si ¢’ # 1. Le ¢-rang
de m0x/n* Oy est le nombre de fois qu'appardit ¥ dans la décomposition de y

en somme de caractéres irréductibles; c’est-a-dire (1/G)) Y. y(r}%(z?). Cette
el .
quantité est égale & (1/|G"|) 3 x(x) et vaut 1 ou O suivant que K, soit inclus

G’

dans @“” ou non. On en déduit le résultat annoncé.

Pour tout entier i désignons par P, lensemble des idéaux de K
engendrés par les éléments de K ;.

Prorosirion 3.4. En associant & tout x de K idéal engendré par x, on
définit un isomorphisme de F,[G]-modules de K /K , sur P /P,. Le @-rang de
P[P, est égal a 1.

Lemme 3.5. Soit Of Pensemble des éléments inversibles de Oy. Alors K,
est un sous-groupe de OF dindice premier & p.

Démonstration. Le groupe quotient O%/K, est isomorphe a
(Ox/n0Og)*, groupe multiplicaiif des éléments inversibles de 'annean Og/n0y.
Nous avons des isomorphismes:

Og/n0x= @ Okfp; et PK,= @ (Og/p))*
15j%g 15j<g
ol {Og/p,)* est le groupe multiplicatif du corps Oy/p;. Ce groupe est d’ordre
premier 4 p; d'olt le résultat énoncé dans le lemme.

Soit E le groupe des unités de K. A partir de lapplication de K, dans
P, associant 4 x l'idéal engendré par x, on forme une suite exacte:

L= ((EnKME K s~ (Ko/K )i — (P1/P)g— 1.
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Prautre part, on déduit de linclusion (K )" = K _,, lexistence d'une suile
exacie:

(En KJEN K) Ny ((En KJUEAK s~ L.

Du lemme précédent, on déduit que l'indice (E: Em K,) est premier 4 p. En
conséquence linjection canonique induit un isomorphisme;

(Er K EN K = E/EP.

Le caractére ¥ est impair et différent de e; le théoréme de Dirichlet montre
alors que la ¢-composante de E/E” est réduite & {1}, En conséquence les ¢-
composantes de K, /K _, et Py/P, sont isomorphes. La valeur du ¢-rang de
P,/P, se déduit donc de la proposition 3.2,

Spiegelungssate. Rappelons le résultat écrit par H. W. Leopoldt en [13]:
ProrosiTion 3.6. Le ¢-rang de », et le ¢-rang de xy sont liés par les
inéyalirés:

dimy %, < dimg xz < dimg s, +1.

Démonstration. Seit N Textension abélienne d'exposant p, maximale,
non ramifiéee de K. L'application de réciprocité d'Artin induit un
isomorphisme de G-modules entre x/x” et Gal(N/K) (I'opération de G sur ce
dernier groupe est la conjugaison). L'extension N/K est une exiension de
Kummer. Soit W son radical; c’est I'ensemble des &léments non nuls de N,
dont la puissance p™ appartient 3 N. La théorie &lémentaire de Kummer
montre I'existence d’un isomorphisme de groupes entre W/K* et Gal(N/K).
Dans cet isomorphisme la ¢-composante (resp. ¢-composante) de W/K*
correspond 4 la ¢-composante (resp. ¢-composante) de Gal(N/K).

Soit % Tapplication de W/K* dans ») ensemble des é&léments de x
annulés par p, ainsi définie: Si w appartient & W, alors w” appartient & K et
comme I'extension K (w)/K est non ramifiée, w” engendre un idéal qui est fa
puissance p™™ d'un idéal a de K. On définit % (wK*) comme étant la classe
de Iidéal a Il est clair que % est un F,[GJ-homomorphisme. $i wk*
appartient au noyau de ., alors il existe un élément x de K et une unité & de
K telle que w? = a”s. En faisant correspondre ) wK* la classe de ¢ modulo
E*, on definit un F,[G)-homomorphisme injectif de Ker ¥’ dans LIE? Le -
rang de E/E? est égal a 1 et le d-rang de E/E” est nul. On en déduit que le
-rang de Ker % est inférieur 4 1 et que le @-rang de Ker % est nul. En
considérant les restrictions de & 4 la ¢-composante et la ¢-composante de
H/K*, on obtient les indgalités annoncées.

Pour démontrer le point {ii) du théoréme, il est nécessaire de préciser
cette proposition. Soit 1 le groupe des idéaux a de K pour lesquels il existe
une puissance de p, p* telle que o' appartienne & P,. Si P, est le groupe des
idéaux principaitx de K, premiers & p, on déduit du lemme 3.5 que Tindice
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(Po: Py) est premier 4 p. 11 s’en suit que linjection canonique de / dans le
groupe des idéaux de K induit un isomorphisme de I/P, sur %, groupe des p-
classes d'idéaux de K.

Proposirion 3.7. Le ¢-rung de x, et le g-rang de I/P, sont lids par la
relarion:

L+dim, () = dimy (I/P,).

Démonstration. Introduisons W, ensemble des x de N, tels que x?
appartienne & K. Cet ensemble W, est inclus dans W et l'injection canonique
de W, dans Winduit un isomorphisme de W,/K, sur W/K*: en effet, soit w
un élément de W, Il existe un élément x de K* tel que pour tout idéal P de
N auv-dessus de p, les B-valuations de w et x soient égales. Nous avons alors:
wK* = wx™' K* et (wx™!)? appartient a 0%. On déduit du lemme 3.5 que
wK* peut Btre représenté par un élément de W,. Le méme lemme permet de
montrer Iégalité W, n K* = K,,. :

Ddinissons une application ¥, de W,/K, dans I/P, de la mEme fagon
que .#’; si w appartient & W,, alors w? appartient a K, et wf engendre un’
idéal de la forme of, o étant un idéal de K. L'image de wk,, par %, est aP,,
Notons 4 la surjection canonique de I/P, sur I/P; et notons (I/P,)"
I'ensemble des éléments de I/P, annulés par p. Montrons que I'on a Pégalité:

L1 (Wi/K)g) = UI/P,)).

Soit w un élément de W,. Comme I'extension K (w)/K est non ramifiée, w?
vérifie les conditions ([8], § 39): il existe des éléments x; de K tels que wr
= xfmodp} pour 1 <j< g Mais comme w” appartient 4 K, x} vérifie la
congruence xf= lmod(p,). Dot Ton déduit x;= 1mod(py) et x¥
= 1'mod(p#). Finalement, w? appartient i K, et .2 (wK;) appartient a
#((I/P)). Réciproquement, si « est un idéal de I tel que aP, appartienne
(I/P,)7, alors o” est un idéal principal engendré par un élément o de K_,.
Posons w = {’/ a. L'extension K ({’/ a)/K est non ramifiée. Donc w appartient
a Wy et 7, ((wK,)g) = % (aP,).

Le résultat énoncé se déduit de égalité démontrée plus haut: comme
(EfE7)4 est réduit & {1, la restriction de &, & (Wi/K,)s est injective et on
a donc:

dim,, (3,) = dimy 2, ((W1/K.);).

Drautre part, le noyau de %, P,/P,, est inclus dans (I/P,)" et son ¢-rang est.
1 {Proposition 3.4). En conséquence on a la relation:

dimg(1/P,)) = L+dimg % ((1/P,)}).

Enfin il est clair que I/P, et (I/P,)” ont méme ¢-rang.
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4, Une formule explicite powr le symbole de puissance résiduelle. Nous
désignons par (I} le symbole de puissance résiduelle attaché 4 K et p,
Rappelons quil sagit d’'une racine p™ de Tunité définie par

ﬁ r/B — (r mKQ/'—J.K
(G)\/ﬂ_(\/ﬁ)t WK

f etant un élément de K, o up idéal de K ncn ramifié dans K({/B)/K et
(a, K({/E)/K) le symbole d’Artin. Comme K_,.; est Fensemble des éléments

p-hyperprimaires de K, ce symbole est défini sur le produit des Z,[G]-
modules: E/E7 x I/P,.,. Il vérifie, pour tout ¢ de G, tout & de E, et tout a de

1, les relations
(e [eY e g
) o) ¢ o )T e}

fy (resp. pz) désignant un élément de Z{G] tel que p,= ¢, (resp. g
= egz)mod (p}.

Soit n un entier positif. Nous noterons (), le symbole de puissance
résiduelle attaché au corps cyclotomique QY7” et & lentier p"*!. Fixons
quelques notations concernant des racines de I'unité dans ce corps: On
désigne par {, une racine primitive (p"*')*™ de Tunité telle que (2" ={. On
désigne par {; une racine de lunité telle que (" ={, et on pose ' == {2".
Cette quantité est une racine f*™ de lunité et verifie {'/" = {. Posons encore:
wo= 1=, m, = 1-{, et @, =1~{,. La démonstration écrite ci-aprés utilise

essentiellement un caicul explicite du symbole (ﬂ") , a étant un élément
de K,. % /n

’

Ty

Rappelons que (a ) s'exprime en vertu d’une formule classique, comme
n

le produit des symboles de Hilbert (), a) relatifs aux complétés de Q7" en
les différents idéaux premiers de ce corps au-dessus de p. Utilisant la valeur
explicite de ces symboles de Hilbert donnée par la proposition 2.2 et la
relation é&lémentaire:

£, ¢
Troerom g (f ==
H

T,
e
( ) — I |(::H.)’
Ajn g

1 ’
a('B) = —J;,Tr\\u (%log.u(a)).

on obtient la formule

avec
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Ce produit est étendu aux idéaux P de ¢V au-dessus de p. L'expression Tr,,
désigne la trace dans l'extension )/ complétée en P et log,, le logarithme
dans le complété¢ de ¢ pour le méme idéal ‘

Pour globaliser ce résultat, introduisons la fonction L, définie sur K_,
4 valeurs dans K et ainsi définie:

L-p"
¥ (

m

L,(p) =~

tsmepht 2

LEMME 4.1. Pour tout B appartenant @ K, et tout idéal B premier de QY
au-dessus de p, on a: ‘

(i) L,(B"y = L,(B) pour tout o de G,

(i) L,(B) = logy(B)mod (P7*7),

| ! 1 '

(iii) J_rTr‘l‘ (1%7 L, (ﬁ)) = J?Tr,ﬂ (—f? log, (ﬂ)) mod (p"* ).

Démonstration. L'assertion (i} est évidente. Pour démontrer les deux
autres, vérifions que si m est supérieur a p"*? alors la P-valuation de (1 —
— BY*/m est supérieure & (n+ 1)(p— 1)+ 3. Posons m = p°l avec | premier 4 p.
La P-valuation considérée est m—e(p—~1). Lorsque e est inférieur 4 n+2,
linégalité cherchée résulte de la relation p"*? = (2n+3)(p—1)-+3, valable
pour n = 0. Lorsque e est supérieur 4 n+2, on peut montrer & I'aide d’une
récurrence sur e, l'inégalité: p* = (n4 14 e)(p—1)+3. On en déduit (i) et (iii).

La somme des traces locales, lorsque P parcourt les idéaux premiers de
QY au-dessus de p étant égale a la trace globale, on déduit du lemme la
formule suivante:

Prorosition 4.2. Soit a un élément de K,. Le symbole de puissance
résiduelle relatif & QU™ et & Pentier p"*' est donné par:

r

1[,,_a
= bne

mll

1 !
a= —iTerm G;, L,,(a)).

5. Démonstration du theordme. On conserve les notations introduites
précédemment en 1, 3 et 4. Posons de plus § = N oy () Designons par py,
uz Z 4,0 un élément de Z[G] tel que p, = e, mod(p) et tel que Y a, = 0.

reli

acG

avec

ProrosimioN 5.1. On suppose que le caractére y vérifie les hypothéses A et
B. La ¢-composante de (E,/F)),, notée (E,/F,),, est réduite & {1} si et
seulement si 0"* wappartient pas & K*.

Démonstration. Rappelons que E,/Ef est un F,[G]-module de
¢-rang égal 4 1. La condition (E,/F,), = {1} équivaut donc a la condition
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(Fy E}Y/Ef)s # {1} Introduisons 0, = N 7, (1= {eh £ Stant une racine primi-
X

tive de I'unité d'ordre f,. Posons D, = zl|_[ (1—07"); dans cette expression 7,
i oy . .

désigne un générateur de G, et ! parcourt I'ensemble des nombres premiers

divisant g,. 1l découle de la définition de F,, [12] ou [14], que (F,ENED est

engendré, en tant que F,[GJ]-module, par 0;:1. La ¢-composante de ce
module est donc engendré par 0‘;4’1)". La condition (E/F,), = |1] équivaut
donc 4 la condition: (};4'!)" n'appartient pas & Ef. Remarquons encore que
lintersection K E, est égale & Ef. Ainsi dans I'énoncé de cetle derniére
condition on peut remplacer Ef par KZ. '

Examinons d’autre part la condition: 0% nappartient pas & K’ Pour
tout o de Gal(K/K,), on a ge, =e¢,. On eh déduit ou, = yymod(p). Si b
= [K:K,], le rapport Ngy, (0"4)/0"¢ appartient & K*. Ainsi, la condition 0
nappartient pas 4 K* est équivalente i: qucx (@) mappartient pas a KJ.

Il reste donc & démontrer I'équivalence entre les deux conditions:

() 04*"* appartient 4 K?. : :

(ii) NK/KK(()%) appartient a K7, -

Distinguons deux cas: supposons d’abord qué p divise fx'. On a alors f
= f, et on peut choisir {, = {'. Considérons Iapplication V, introduite dans
le paragraphe 3. L'image de D, par V, est [[(1~&); dans ce produit /

llgy
parcourt les diviseurs premiers de g, et g est Une racine primitive ™ de

Punité. Cette quantité est donc une unité de Z p[x] et il s’en suit que e, D, ést
un élément inversible de I'anneau e, Z,[G,]. Le quotient K o/ K§ est un
Z,[G,]-module et 1a condition #:°* appartient & K} équivaut done a: 6%
appartient & K%. Enfin, il découle de la définition de 6, Iégalité NK,KX (9
=#,. Ceci termine la démonstration dans le premier cas.

Supposons maintenant que p ne divise pas Jr- On a alors pf, = fet on
peut choisir {'? = {,. Ecrivons une relation de Bezout entre S, et p sous la
forme 1-+uf, = Ap. En décomposant le polyndme X°—{" sur QY% ‘on
obtient: -

N gt (1 ~0) = Q=01

=K,, on eﬁ'déduit: _
Nimeg0) = Ny (L=0DAL=04).

Soit g, lautomorphisme de.Kz/Q"déﬁni & Taide du symbole d'Artin par To
=4 K,). Légalité précédente . peut encore sécrire. Ngper () = 6,70,
Considérons T'application ¥,. Comme dans le cas précédent I'image de D, par
Vy est une wunité de Z,[¢]. Digutre part, on déduit de Phypothése B que o,
est différent de Tidentité. . Ainsi Vill—ao) = 1-x(oy) est aussi une unité

Z,[x])- Les deux conditions: g4¢' "0 appartient & K%, d'une part, et 6"

' ! . R
et comme Kn a2 K
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appartient a K7, d'autre part, sont donc.équivalentes. Cela termine la
démonstration.

ProposiTION 5.2. Soit o un idéal de K appartenant & 1 et tel que aP,,
appartienne & la ¢-composante de IjP,. . Soit nla p-valuation de B__,. Soit o
appartenant & K, tel que oK _, appartienne & la ¢-composante de KL /K p et tel
que Tidéal engendré par o soit o,

(i) Si a appartient & K p» alors le symbole de puissance résiduelle vérifie

o'
( =1
{
(i) Réciproquement, si o« wappartient pas & K, alors il existe o
e

appartenant & G tel gue o )% L.

Remargue. La condition Y, a, =0 vérifiée par g implique que 9% est
oels
une unité de K, méme si le conducteur [, de x est égal & p.
‘Démbnsiration. Lexistence de « vérifiant les conditions indiquées
résulte des propositions 3.1 et 34. Pour tout entier n, désignons par G, le
groupe de Galois de QY7"/Q. Notons encore g, un relévement de iy dans
Z[G,]. En vertu des propriétés classiques du symbole de puissance résiduelle
et de T'égalité N o Mygin (1) = 7', nous avons: °

e 't n,',,#‘b " ,-,_-;“qb
)-GO 0),

Le reste de 14 démonstration a pour objet le calecul de ce.symbole, &
partir de la formule donnée par la proposition 4.2. Les exposants de {, qui
vont intervenir, seront considérés comme des éléments de Z,® Z (nous
écrivons & pour ®,). Cet anneau est un sous-anneau de la 0,[Gol-algebre
0,® Q). Elle-méme est un sous-anneau de la Q,(7)[G,]-algébre
Q,(71) ® QY. Sur cette algébre, il est clair que T'action de Q,(%) est donnée
par ¢ (e®@ B =(e)® B et que laction de G, est donnée par a(e® B)
=g@® fi’. Précisons encore que f° et o(f) ont la méme signification; le
groupe G, agit sur @Y additivement et muitiplicativement et les deux
structures de Gg-modules interviennent. Les deux notations seront donc

utilisées.

Si y est un caractére de conducteur f, divisant f, nous désignerons par
W' le caractére de Dirichiet associé 4 ¥ ™: c’est T'application définie par
Yo'l =y~ {a) si a est premier & f, et yg'(a) =0 sinon. L’indicateur
d’Euler est noté ¢. | e o ‘

LemMe 5.3. Soit o un élément de-K.. Siy est un caractére Q~équivalenr &
¥, on note e, et e -1 les idempotents associés'a\: Voet l//—lf cest-a-dire

i 1 .
R L LA =157 = v

;GUF aelig eGq
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Pour tout entier n, on a I'égalité:

+H,
f g e
a j0"

W),:a(lmp% (P)B,-1¢ ~,(1®c§)e¢( ® Ly ().

Démonstration. Soit ¢ on élément de G. On note de }a méme facon
un prolongement de ¢ 4 GY?". En vertu de la proposition 4.2, nous avons:
P 2 po

11'::' _ 7{;, o _ TE;, ola) o
= e =1 o1 - gm
& Ja o n & "
avec

b= +—J@®T w,m( Ly~ )- —‘i—}”’@'rrw,m( (C,)L,,(cz)).

Nous en déduisons:
'
@ ™ S

1 4
c= "‘jTrdﬂ/Q (ep 1 (1 ¢ )(1 ® L (a)))

Dans cette expression ¢~! désigne le caractére ¢ '=w " '¢ et e
I'idempotent:

avec

Al

)

aq =

avec

3=
to1 = T (@)oo,
¢ IGOI velig

Décomposons cet idempotent sur lalgébre Q,(7)[Gy]. Nous obtenons

e— 1= Ze -~ On en dédull
¥l

{l i
- 5 oo, @—,)_(1 OLM)= 3 ¥ ey, 1 @;i;«)a(l ® L)

n
v

= (D(f)e\,—'x (1 ® ,)%(1 ®Ln(‘1))-
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nie
x J,

(1 )ew (1 @ L, ()

Nous obtenons ainsi:

avec

@(f
d=—-_»-
/

S-}

vl

4

!
et il reste & transformer e,-1|1® é’) Nous avons
7
1
1l

1
= ] 4= et
1’

N |

Dod
(1@5')— LY g, (1@
o 43 f1<a<r-1 W .
Supposons gue le conducteur de ¥, soit divisible par p. On a alors [
= f;. Si a est premier 4 f, on a I'égalité:
6,1 (1Q ) =y~ @e,,(1®L).
Si a n'est pas premier & f, il existe un élément o de G, tel que " = (™ et tel
que (o) # 1. De Iégalité
e,-1 (1@ )=y Ha)e, ., (1® "),
on déduit .
ew‘l(l ® L) =0
Nous obtenons ainsi:
¢ 1 -1 . ,
-1 (1 ® 7—127) = ““flgagf_lal/’o (ﬂ)‘?wﬂ(l@ {) = _Bw—l ew—1(1® £

Cela termine la démonstration du lemme dans le cas ol f = f.
Supposons maintenant que f; ne soit pas égal & £ On a alors f; = f".
Comme précédemment, on a

e, (1@ L) =y~ (ae,- (1® L)

lorsque a est premier & f. Si a et f ont pour PGCD p et si ' = a/p, on a:
6,1 (1® L) =y~ @)e,-,(1® ).

Si enfin I'entier ¢ o’est pas premier 4 f, on a

e,-1(1® ) =0
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On obtient ainsi:

o\ (1
w(iog)-(-. 2,

<
(@ f)=1

ay ™! (a))e,ﬁ_l(i ®1)

LAY

L -1 ) 1 ’
—i= ' Jl_ O .
¢ T, 70 Jo-i1 30

a,f")

Avec la derniére somme appardit le nombre de Bernoull B,-1- Quant &
Pautre somme, on peut, & FPaide d’un caleul élémentaire, I'exprimer ainsi
(LIL10 [5]):

ST @ = (145 ()8,

Considérons enfin ew_1(1®i_,”F): Soit 1 =up+y”’ une relation de Bezout
entre p et /. Nous avons alors Terf)/Q(f') (&Y= =™ et on en déduit:

. 1
g, 1 (1®{) =~ -1 (1@ ™) = Hp—:ikb"l (we,- 1 (1® 7).

p—1
Dot la relation
e, -1 (1= —(p—l)%l(p)ew;I(l@C’)-

Finalement nous avons démontré (dans les deux cas) la relation:
185 ) = —(1-ps (), - e, (1® 1)
eql,—l T[’ - P D '!,{1'"1 u,"l ’

Ceci termine la démonstration du lemme 5.3.

Nous pouvons maintenant justifier le point (i) de la proposition 5.2. Soit
AY Tanneau des entiers de OY). Nous appliquons le lemme précédent en
donnant & n la valeur de la p-valuation de Brl' Supposons que «
appartienne & K ,. On en déduit, & laide du Jemme 4.1 (i) la congruence
Ly (o} = Omod (n”) et, dans lanneau Z,[7]® AY, la congruence:

ey (1 ® L,{%) = 0mod(1 @ n”).

D'autre part, ¢ (f)e,_, (1 ®{') appartient i Z 2 (71 ® AV Nous avons done:

@ (f) -1 . ] | "

TW(I—P% (P)B,-1€,-1(1 ®{)ey(1® L, (@) = 0mod (p" @ n).

Mais cette expression se trouve en fait dans Z »® Z. Elle est donc congrue 4
7
0 modulo p"*! et le symbole est égal 4 1.

Pour étabiir le point (ii) de la proposition 5.2, il est nécessaire de faire
encore des calculs.
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Lemmu 54, Soit W un caractére Q,-équivalent & 3. Alors on a:

@10 ®0e(& ) = —(flo(/PA) 1 1)

ou —([/pe(/ V)1 ® 1) suivant que le conducteur de % f3. soit divisible par p
ou non,

Démonstration. Soit § un caractére de conducteur f; divisant 5.
Considérons le comme un homomorphisme de (Z/f;Z)* dans le groupe des
;¢ de T'unité. Soit ¢ une racine d'ordre Js5 de Tunité. Posons

racines f3
98, ) =3 8 a)® &,

cette somme étant élendue aux éléments a de (Z/fs ZY*. Cet élément de
Q,(7) ® QY est une somme de Gauss. Les propriétés que nous allons utiliser
sont classiques. A toute décomposition de fs en produit de deux entiers
premiers entre eux f; et f,, correspond une décomposition de (Z/f;2)* en
produit direct de (Z/f, Z)* et (Z/], Z)*, une décomposition du caractére & en
produit de deux caractéres 8, et §,, de conducteurs respectifs f; et f,, et enfin
une decomposition de ¢ en produit de deux racines & et &, dordres
respectifs f et f,. La quantité %(5, &) est alors le produit de %(3,, &) et
(35, &) L'étude de %(6, &) se trouve ainsi ramende au cas ol fs est une
puwissance dun nombre premier. Supposons donc un instant que f; soit la
forme I', I premier et calculons le produit %(8, &) #(5™ 1, ). 1l se met sous la
forme:

Y'Y Sub @ et = Yo(e)@ Y et

a b b

les sommes étant étendues au groupe (Z/f; Z)*. La derniére somme est la
trace de &' dans lextension Q%)/Q. Cette trace est égale 0, ou —[~! ou
F—P~1 suivant les valeurs de ¢. Nous obtenons ainsi

GO, E G E =s(~1) (1@ 1).
Revenons au cas général, oil f; est un diviseur de £ Grice 4 la propriété de
décomposition énoncée plus haut, nous obtenons: '
G, HHE™ H=8(-1f01@ 1.
Supposons que le conducteur de 7 soit égal & £ Oh a la relation
(e, (1@ ) =90, ) '

et une relation analogue en remplagant y par ¥~ '. On en déduit le premier
des résultais annoncés. '

Supposons maintenant que le conducteur de % soit premier 4 f Ce
conducteur est alors égal 4 f et on a I'égalité:

o (fe, -1 (1@ {7 =%, {7
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de méme en remplagant  par ¢~ '. Dautre part, une relation liant
-ew‘1(1® Imy et ewul(l ® L) a été établic 4 la fin de la démonstration du
lemme 5.3. On en déduit la seconde des égalités annoncées.

Lemme 5.5, Soit Y un caractére Qy-équivalemt & 3. La quantité
o(f) e, (1 ® L") appartient & Panneau Z ,[¥1® AV, Si p divise le conducteur de
% alors on a, dans cet anneau, la congruence

(e, (1R =0mod(1® n).

Démonsiration. Décomposons le caractére ¥ de la fagon suivante
¥ =@'d, avec & caractére de conducteur premier & p et i entier lel que
0<igp-2 8i p divise f;, lentier { n'est pas nul. La propriéte de
décomposition de (L, {) énoncée dans la démonstration du lemme
précédent montre que, pour obtenir le résultat annoncé, il sufiit de vérifier les
congruences:

Yo )=0mod(1®n) pour [Ligp=2.

Mais nous avons (les sommes étant étendues aux entiers a entre 1 et p—1):
o™ =0T @@= 0" (d@{{"-1)= 0mod (1 ® n).

Remarque. En sappuyant sur un calcul classique de sommes de Gauss
liant ¥(@™", ), %@ (), %0 """ {), on montrerait les congruences plus
précises: (o™, ()= 0mod(1 @ 7). On en déduirait pour 1 i< p-2, le
résultat:

@ (Ne,(1®L) = 0mod(l ® ).

Mais une telle précision ne nous a pas paru ufile & cette démonstration,
Notons H; le groupe de Galois de @,(7)/Q,. Les caractéres O,
équivaients & ¥ sont de la forme toj, t parcourant H;. Lalgébre
Q,(D® @ est aussi un module sur H;: on pose T(:® x) =& ® x avec ¢
dans Q,(%), v dans H; et x dans QY.
Lemme 5.6, Soit  un caractére Q,-équivalent & 5 et soit n un entier, Pour
tout o de K, il existe oy, appartenant & Q,(7) tel que:

(1@ L) =y, e, 1 ® {1

De plus, pour tour T de Hy ef tout ¢ 'de G, on a les relations:

Loy, n = (fxlﬁ,n)t et (a")l,‘;,rr = l:[/(a) Oy e

Démonstration. L'existence d'une base normale dans I'extension
QY/Q implique que Q,(%)}® QY est isomorphe & 0, [G,] en tant que
Q, (M [Gol-module. Ainsi e, ,(71® QY est isomorphe a lidéal simple de
Q_H(Z)[Go] engendré par e¢,, Cest donc un @,(¢)-espace vectoriel de
dimension {. Comme e, (1® {') est non nul (Lemme 5.4) il forme une Q,(7)-
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base de cel espace vectoriel. Ainsi se trouve démontrée I'existence de %y .- EN
transformant la relation définissant oy, , par 'élément t de H;, on obtient:
emllt (i @ Ln (Gﬂ)) = (alﬁ,n)r etf;lll (1 @ C‘) .

En multipliant la méme relation par ¢ {g), on obtient:

(1 ® Ly(e) = (o) oy, 04 (1 B ).

Ceci démontre les deux relations annoncées.

Revenons maintenant & la démonstration de la proposition 5.2. Il reste
4 justifier le point (ii). Nous désignons par n la p-valuation de BI_,. Soit o
un élément de G. Le calcul effectné au début de la démonstration 4 I'aide du
lemme 3.3 est repris. Nous avons donc:

9 TE:H'» ]
()-()-a
_ol)

7 w(l —p¥a (D)B, - e,-1 (1@ ey (1® Ly (2)).

avec

Les lemmes démontrés ci-dessus vont permetire d’exprimer I'exposant de £,
comme une trace dans 0,(7)/Q,. Distinguons plusieurs cas:

Supposons d’abord que le conducteur de ¥ soit divisible par p. Dans ce
cas Yo '(p) =0 et on déduit des lemmes 5.4 et 5.6 Pégalité:

"
o\
CC" — bom

§m j}&Bw—l'/’(ﬂ')%,n-

avec

1
o(f
La ¢-composante de K, /K , contient aK _,. Soit g un élément de Z [G]
tel que py = ezmod(p). Comme le rapport «"*/a appartient 4 K ., nous
avons, pour tout B, pzlogya = logyemod(P’). On en déduit (lemme 4.1 ii)
e3(1® L)) = 1® L, (x)mod(1 ® n?).

Par hypothése o mappartient pas K_,. Pour transporter cette propriété
4 L,(x) distinguons deux cas: supposons d’abord que le conducteur de y soit
(comme le conducteur de %) divisible par p. On déduit alors de la proposition
3.3 que o appartient 4 K _,. Un caloul simple démontre la congruence
Li=— Y (1—af/kmod(=’"")

1$k€p-1

g L) = Ly(e)mod (nf) et
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et on obtient L,(x) # Omod (n”). Dans anneau Z,;[7] ® AV cela se traduit
par 1| ®L,() #0mod(1®=?). Nous avons .donc ezl & L,(w)
#0mod (1 ®=). On en déduit lexistence d’un caractére ¥ Q,-équivalent
ayettel que e, (1®L, (a)) # 0mod (1 @ =7). Utilisons les lemmes 5.5 et 5.6.
Nous obtenons ¢(f) 'y, 3 Omod(p). En dautres termes: la quantité
fP(f)_lp_"‘lBlp_lo{,J,,,, nappartient pas & Z,{f]. Mais l'extension Q,(y)/Q,
n'est pas ramifide et sa codifférente est 1. Ainsi I'déal

()7 P Tig g, (B~ s #yn Z, [X])

west pas inclus dans Z,. Mais I'ensemble des ¥ (o), lorsque o parcourt G, est
un systéme de générateurs de Z,[7] considéré comme Z,-module. Il existe
donc un o dans G tel que

o(fy tpm! Ter(m,'Qp (Bw— 1 (o) O‘u’:,n)

mappartienne pas 4 Z,. Cette trace est &gale 4 la somme

3 t(B,- ) (xoy) (o)< ay,).

reHz
Mais nous avons r(wal) = B; ,~1 et en vertu du lemme 5.6, nous pouvons
écrire cette somme > B, w11 0Y){0) 0y ,. On reconnait la somme qui
TGIIZ . .
#

intervient dans la formule donnant Je symbole ( " | Nous avons donc
o

o

démontré, dans le cas oil les conducteurs de y et ¥ sont divisibles par p, que
6*¢
le symbole ( u“) est différent de 1.

Nous supposons maintenant que le conducteur de y est premier a p.
Dans ce cas, les propositions 3.2 et 3.3 montrent que la ¢-composante de
K »/K , est réduite {1}. On déduit de 'hypothése: « n"appartient pas a K,
et de la condition: ocK p appartient a (K,,/K )8 que o n'appartient pas d
K .. Un caleul elementalre montre que Ton a maintenant la congruence
Ly(o) = oc~1~|—(oc 1y"/pmod (n?). Pour montrer que L, () n'est pas congru a
0 modulo 72, raisonnons par labsurde; supposons donc un instant L,(x)
= Omod (7?). Nous aurions alors g1+ (o~ 1)"/p = Omod(n?). Cela équiyaul
& I+(@—1)""Yp=0mod(n) Comme on a la congruence wm*" Vpe=
— 1 mod{(m), nous aurions 1= ((a—1)/z)""* mod (7). Soit p un idéal de K au-
dessus de p. La congruence 1 = ((x— 1)/x)" ™" mod (p) implique I'existence d’un
element x de Z tel que (x—1)}/m= xmod(p). Nous aurions alors o |
-+ xn mod (pz) Notons D le groupe de décomposition de p dans K. Soit aun

élément de D. Nous aurions aussi ‘

27 = 1+xn” = (1 +x1)™ mod (p?).

D'ol la relation % = 4™ mod {p?). Dans le G-module K/K_ cela se traduit
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par (oK )" = (aK ,}"'”. D'auire part, nous avons aussi (@K o) = (@K ,)**
DeSIgnons par R un systéme de représentants de G modulo D. Nous pouvons
écrire ¢y sous la forme:

€y = iﬂ Z ¢la™) \E?_jz E Glo~ ™ Ye,

ol teR sel)
Nous obtenons alors: '
- — o
(“K,,z) = (otK";_) .
avec
a= Z Z ($ l)w(a)r‘
|GI teR oel
Montrons que la somme Y ¢(c™ 't "w(s) est nulle. Cela revient a

el

démontrer la méme relation en remplagant @ par , caractére Q,-équivalent

4 ¥ Un tel caractére est de la forme ¥*". Calculons:
S xRV wle) =Y (16 e (@) = Y 1@y =3 (o).
gel) Tel acl oeD

En vertu de I'hypothése B, cette derniére somme est nulle. Nous démontrons
ainst que « appartient & K ;. Cest la contradiction cherchée. Nous avons
donc L,(x)# Omod(n?®) et a fortiori L,(x)% Omod(n?). Le reste de la
démonstration est la méme que dans le cas précédent.

Il reste & décrire le cas ot le conducteur de 7 serait premier 4 p. On
déduit des lemmes 34 et 5.6 la formule:

M
i o
« ;"

(1= pW5 () B,- 1 ¥ (0) g

avec

po () ip

Le conducteur de y est divisible par p. Le début de la démonstration est le
meéme: [es hypot‘ht‘,ses faites sur o impliquent touwjours les congruences:
a g 1mod(n?) et ¢5(1 ® L, () # Omod(l @ =*). 11 existe un caractére ¢ Q,-
équivalent A ¥ et tel que e,(1 ® L,(2)) # O0mod (1l @n’). Maintenant la
quantité o, vérific la relation @(f)"'oy, # Omod(p?). Le reste de la
démonsiration suit le¢ méme principe que précédemment.

Fin de la démonstration Essayons rmaintenant de justifier le
théoréme énoncé dans le paragraphe 1. On désigne par n la p-valuation de
B, 1. Supposons que 3, soit réduit & {1}, La proposition 3.6 montre que le
¢rang de xz est inférieur 4 1. En tant que Z,{}}-module »; est donc

4 — Asla Arithmetica XLYL. 4
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isomorphe & un module de Ia forme Z L/ Z,[%]. La proposition 3.1
montre Iinégalité n > m. En vertu de la remarque qui suit cette proposition
nous avons donc obtenu I'inégalité:

el < (H quﬂ)p'
Wl
Remarquons que ceite partie de la démonstration n’utilise que les résultats
rappelés dans le paragraphe 3. Ces arguments avaient été mis cn évidence
en [4]. .

Supposons maintenant que (E,/F,}, soit réduit 4 {1}. La pro position 5.1
montre que ¢ nappartient pas KP. L'extension K{Z/#9YK a done pour
degre p. 1l existe un idéal de K non ramifié et non décomposé dans cette
extension. En d’autres termes, il existe un idéal a appartenant & [ et tel que e

(1
symbole (a ) soit différent de 1. En vertu des propriétés de ce symbole

rappelées dans le paragraphe 4, on peut remplacer a par un &lément de
(aP,, ) sans en changer la valeur. Notons encore a cet idéal. La
proposition 3.1 montre que o™ appartient 4 P,. I existe un élément o de K,
qui engendre of". Compte tenu de la proposition 3.4 on peut supposer que
aK_, appartient 4 la @-composante de K./K ,. On déduit alors de la
proposition 5.2 (i) que x n'appartient pas i K ,. Ceci montre que o'
wappartient pas 4 P: en effet, si cela était, o appartiendrait 4 P, el o
appartiendrait 3 K_p (Proposition 3.4). Ainsi Pordre de la classe de Didéal
a dans I/P,, isomorphe 4 », est p” et nous avons, en supposant (E /F
reduit 4 {1], démontré Tinégalité:
sl 2 (%B¢,"1)p'

Pour démontrer le point (i) du théoréme, supposons d’abord gque 'on
ajt les égalités

x)o*

lstg| = (!Lfll Bw‘i)l’ et iyl =1.
. 3

La seconde hypothése et la proposition 3.7 montrent que le ¢-rang de (/P b
est 1. Dxésignons toujours par d le degré de @, )/ Q,. La premiére hypothéfse
montre que le groupe (I/P); est d'ordre p™, A Taide de la proposition 3.4,
on en déduit que Pordre de (#/P,)g est p"t ™M Ainsi 1a structure de {(I/P,), en
tant que Z,[¥]-module est déterminée: ce module est isomorphe 3
Z,[EVr* " Z, (). U existe donc un idéal q appartenant 4 I, tel que aP,,,
appartienne & (I/P,,); et tel que aP, soit un élément de (I/P,); d'ordre
"l Bu vertu des propositions 3.1 et 3.4 il existe un &lément a de K, qui
engendre o et tel que oK , appartienne A (K,/K );. Comme o"
fappartient pas a P,, o n’appartient pas a K , et la ﬁroposition 52 ()
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i

montre qu'il exisie un ¢ dans G tel que le symbole ( ) soit différent de 1.

aﬂ
¥in conséquence 6"* n’appartient pas 4 K” ¢t la proposition 5.1 montre que
(E,/F,), est réduit a {1

Supposons maintenant que lon ait les égalités

g = (H%Bw_l)z, et {E/F,), =11},
i
Comme précédemment on déduit de la proposition 5.1 Texistence d’un idéal
. g\
a appartenant 4 I, tel que aP,, , appartienne a {({/P,. )z et tel que ( ) soit
a

différent de 1. Les propositions 3.1 et 3.4 montrent quil existe « dans K, tel
que o soit I'idéal engendré par o et tel que oK , appartienne a (K./K )z
En vertu de la proposition 3.2 (i), le nombre « n’appartient pas a K _,. Ainsi
o mappartient pas i P, et Pordre de aP, dans I/P, est p""!. D’autre part la
premiére hypothése précise l'ordre de (I/P,);, & savoir p™. L'ordre de (I/P)s
est donc p"" M En conséquence le p-rang de (I/P,)z est égal 2 1. On déduit
alors de la proposition 3.7 I'égalité x, =11).
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On primitive divisors of Mersenne numbers
by

Cart PoMERANCE* (Athens, Ga.)

An interesting source of problems in number theory is to study the
restriction of a familiar function to a special set of integers. For example, it is
common in the literature to see papers which study the various divisor
functions at polynomials evaluated at natural numbers or at primes. In his
interesting paper [2], Erdos considered the divisor function

o-,(m= Z 1/d

dlm

restricted to Mersenne numbers; that is, numbers m of the form 2"—1.
It is well known that

g.4(m)=0(loglogm).
Thus letting m = 2"—1, we trivially have
g-1{2"—1) = Oflogn).
What Erdos proved in [2] is the surprisingly difficult result that the logn can
be replaced with loglogn:
o_1(2"-1) = O(loglogn).

It is not so hard to see that this result is best possible.
For d an odd natural number, let {{d) denote the exponent to which 2
belongs modulo d. That is,

2= Imodd and 2'# Imodd for all [, 1 << [(d).
Let
Em= > 1/d.
ldy=n
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