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The third O-term is averaged with respect to m. We have

q -1
q ! c(n, g)ln" ! log—-—
mgl n$2§+2ml ( q)l ogN+m+%
q
<q 'Yk Y Y d(n)(kn)“—NL<<x‘.
klg m=1n<(2/k)(N+m) lk"_N‘m—%l
The proof is complete.
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ACTA ARITHMETICA
XLVII (1986)

G-fonctions et théoréme d’irreductibilite de Hilbert

par

Pierre DeBes (Paris)

Jusqu'a l'article de Bombieri sur les G-fonctions [1], on ne disposait pas
de résultats généraux sur la nature arithmétique des valeurs en des points
algébriques de G-fonctions satisfaisant des équations différentielles linéaires,
de tels résultats ayant pourtant été énoncés dans le célébre article de C. L.
Siegel de 1929 [20]. La méthode de Siegel, fructueuse dans le cadre des E-
fonctions, présente en effet de nombreuses difficultés quand on cherche a
l'appliquer aux G-fonctions. Bombieri est parvenu a y faire face, au moyen
d’arguments sophistiqués comme le thésréme de Dwork—Robba. Nous
proposons ici une approche différente du probléme, basée sur la méthode de
Gel'fond, qui évite les complications de la méthode de Siegel, et conduit a un
nouvel énoncé sur lirrationalité et lindépendance linéaire des valeurs de
G-fonctions (théoréme principal).

Les fonctions algébriques constituent un exemple typique de G-fonctions
vérifiant des équations différentielles linéaires; on obtient dans ce cas
particulier un énoncé (théoréme 2) qui généralise simultanément des résultats
de P. Bundschuh [3], T. Schneider [17], [18] et de V. G. SprindZuk [21]-
[24] sur le théoréme d'irréductibilité de Hilbert.

Présenté ici comme le fruit d’'une méthode analytique, le théoréme 2
posséde en fait une origine purement algébrique: le paragraphe 2.4, qui
sappuie sur un article de Bombieri sur le théoréme de décomposition de
Weil ([2], voir aussi [7]), explique qu’il provient essentiellement de la
quadraticité de la hauteur sur les variétés abéliennes. Le théoréme 3, version
géométrique du théoréme 2, permet d’autre part de donner corps au lien mis
en évidence par M. Fried [12] entre les travaux de V. G. SprindZuk et ceux
de R. Weissauer.

La derniére partie est consacrée au théoréme d’irréductibilité de Hilbert;
le théoréme 2 conduit & une nouvelle version qui montre en gros que toute
partie hilbertienne d’un corps de nombres contient “beaucoup” de
progressions géomeétriques.

Notations.
Valeurs absolues. Nous adopterons les normalisations suivantes des
valeurs absolues | |, associées aux places v d’'un corps de nombres F:
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si v|p (C’est-a-dire si v est au dessus du nombre premier p)

lpl,=p7",

si v|oo (Cest-a-dire si v est archimédienne)
[x|, =|x|  pour tout nombre rationnel x,

(|.| désignant la valeur absolue usuelle sur Q).

Si v est une place de F, nous noterons F, le complété de F pour la
valeur absolue | |, et df le degré local de la place v par rapport a Q défini
par:

dy =[F,:Q,],

Mg (resp. M?) désignera I'ensemble des places (resp. des places finies) de
F. Compte tenu de nos normalisations, la formule du produit s’écrit

[T 1% =1

veMp
pour tout x dans F non nul.

. 'Hauteurs. Soient (F, v) un corps valué et Q une famille finie non vide
dele'ments de F; nous appellerons v-hauteur et v-hauteur logarithmique de la
famille Q, les quantités H,(Q) et h,(f2) suivantes

H,(Q) = max|w|,, h,(Q) =logH, (Q).
weN
Si F est un corps de nombres, on définit alors la hauteur absolue H et la
hauteur logarithmique absolue h de la fagon suivante: si card 2 > 2, on pose

Fir:g
H@ = [ H.@""?  h@ =log H);

IIGM’:

si Q = {w}, on parle alors de hauteur du nombre algébrique w qu'on définit
par

H(w)=H({1, w}), h(w)=h({1, ).

-

I est classique que les définitions de H et de h ne dépendent pas du corps de
nombres F contenant les éléments de la famille Q.

Enfin, par v-hauteur H,(®), hauteur absolue H(®) etc... d’un N-uple
® = (¢, ..., ¢y) de polyndmes ¢; a coefficients dans F, nous entendrons la
v-hauteur, la hauteur absolue etc... de la famille des coefficients des poly-
nomes @,, @,, ..., dy.

1. G-fonctions.

1.1. G-fonctions et G-opérateurs différentiels. Soit % = ¥ 7, X™ une

m=0

série formelle a coefficients dans un corps de nombres K. On définit la taille
o(%) de la série ¥ par
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W= tm 1|1 X
0'(7/) = ml_l.sz[[K: Q] vg{[{ dv hv((nh)h<m)]'

DeriniTioN 1. On dit que % est une G-fonction si
o(%) < +oC.
On définit également la taille o(Y) d’un vecteur Y a coordonnées

Y=Y nmX" i=1,2,...,n

m20

dans K [[X]] par la quantité

— 1 1
Y)= lim —|——= d¥ h, (w1 sisn) |.
o = lim Lleioi % AR s ]
Il est clair que, si #; #0 pour i=1,2,...,n,

max o (%) <a(Y)< ) a(¥).
1<isn i=1
Remarque 1. 1l résulte de la définition qu'une G-fonction a un rayon
de convergence strictement positif en toute place v d’un corps de nombres
contenant ses coefficients.
Supposons maintenant donnés un opérateur différentiel linéaire L, défini
sur un corps de nombres k et
@
Y=| :
Y

un vecteur de taille o(Y) finie, solution de LY= 0. Nous nous proposons
d’étudier les relations de dépendance linéaire sur k liant les valeurs en un
point ¢ de k des G-fonctions #,, ..., #, et de montrer que, sous des
hypothéses convenables sur ¢, elles ne peuvent pas étre trop nombreuses si
Ay, ..., %, sont k(X)-linéairement indépendantes. La méthode que nous
allons développer —comme celle de Bombieri d’ailleurs —oblige cependant a
certaines restrictions sur 'opérateur L: nous devrons supposer que Lest un
G-opérateur différenticl. Nous allons maintenant définir cette nouvelle notion.

Soient k un corps de nombres, n un entier non nul et AeM, . ,(k(X))
une matrice nxn a coefficients dans k(X). On sintéresse a lopérateur
différentiel linéaire

L=D—-A.

D désignant la dérivation par rapport a l'indéterminée X du corps a((X ).
On notera R le p.pcm. dans k[X] des dénominateurs de la matrice A,
B = (B! e la matrice B = RA qui est donc a coefficients dans k[X] et 6 le

nombre entier défini par
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0 = max(deg R, max deg B;)).
1<i<n
1<j<n

ProPosITION 1. Soient Q une extension de k et z un élément de Q,
ordinaire pour Popérateur L (i.e. R(z) # 0). Il existe une famille

(PM,m,j)

de matrices n xn a coefficients dans le corps k, ayant la propriété suivante. Un

vecteur y =3y, (X —z)" a composantes dans Q[[X —2z]] est solution de
m20
Ly =0 si et seulement si

(1) R@)Y.me1 = io( fo Pymj ¥Yem)2!  pour M=0,1,2,...
=0 m=

Démonstration. Introduisons tout d’abord une nouvelle notation. Si
YyeQ[X, Y]" est un N-uple de polyndmes et x, y deux éléments de Q, nous
noterons Y, ,, et ¥, si y =0, le N-uple de polyndmes défini par

Viy(X—x, Y—y) =y

Dire que y est une solution de Ly = 0 signifie alors que
) R.Dy. = B.y.
ou y.eQ[[X]] désigne la série formelle y, = Y ¥.mX™ Cette relation
s’écrit "

(£, 3R @X(E, 0t D ypv, X = (2, 3B OXN(E 30X

On égale alors les termes en X™, puis on applique la formule de Taylor en 0
aux expressions polynémiales R™(z) pour h=1,2,...,8 et B¥(z) pour
h=0,1,2,...,3. Aprés avoir réordonné les termes, on obtient:

(M+1DR(2) yzm+1

é M l -
= ——~B(M m+J) T pM-mtj+1) i

Eo[mgo ((M m) O Zmr iR ((») ]z /i
ce qui est bien de la forme indiquée en (1). =

On déduit aussitdt de la proposition 1 que si z est un point ordinaire

pour L et n un élément quelconque de Q" alors il existe une unique solution
de (2) qu’on notera

(=3 y.n(mX"

m=0
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qui vérifie
y:,O(”) = "

Dans la suite, b désigne une base quelconque de k"; il est facile de
vérifier que les définitions que nous allons donner et ou b intervient, sont
indépendantes du choix de cette base.

Soit zek un point ordinaire pour L; on définit alors le coefficient s(L, z)
qui ne dépend que de Let de z par

1 1

s(L,z) = lim ~[ d*max h, ((y, ., (n) <,,,:|
SR ey ()

Au cours de la démonstration du théoréme principal, nous aurons besoin de

majorations du type

3) s(L, &) <ayh(l)+a, avec a;=a,(l) et a; =a,(L)

en tout point ¢ de k, ordinaire pour L. Nous allons voir que pour disposer
de telles majorations, il suffit d’imposer une condition du méme type au
point générique.

Pour toute place finie v de k, on se fixe une extension 2, compléte et
algébriquement close de k, et qui contient une unité ¢, dont I'image dans le
corps résiduel de Q, soit transcendante sur le corps résiduel de k,. On définit
alors le coefficient s(L) qui ne dépend plus que de L (cf. remarque 4) par:

1 1
(4) s (L) ml—lor-?m;; [[k Q] Z dk m?bx : ((hv " ("))h <M):|

DeriniTiON 2. Nous dirons que Lesl un G-opérateur différentiel si
s(L) < + 0.

Remarque 2. Le coefficient s(L) doit €tre comparé au coefficient
introduit par Bombieri pour définir les opérateurs différentiels fuchsiens de
type arithmétique ([1], p. 46). Celuii vaut

1 = 1
ol o Z d"max( lim ;hv((."lv.h("))h<m)>

neb m—+ x

et s’obtient donc en mtervertissant “lim” et “)™" puis “lim” et “max” dans le
membre de droite de (4). Sauf peut-étre dans des situations trés
pathologiques, il sera donc supérieur & s(L) si bien quun opérateur
différentiel fuchsien de type arithmétique sera “presque toujours” un G-
opérateur différentiel. Dans toutes les applications, en particulier quand L
sera un opérateur différentiel associé a une fonction algébrique (cf. § 2), les
deux notions coincideront.

PropoSITION 2. Soit L un G-opérateur différentiel. Alors il existe deux
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constantes a, et a, ne dépendant que de L telles que, pour tout point & dans k,
ordinaire pour L, on ait

S(L, &) < ay h(&)+a,.

Remarque 3. Il résulte de la proposition 2 que si Lest un G-opérateur
différentiel, alors pour tout point ordinaire ¢ dans k, les solutions y dans
k[[Xx 1]" du systéme différentiel translaté (R; D—By) y = 0 sont nécessairement
toutes des G-fonctions.

La proposition suivante, qui nous servira dans la démonstration de la
proposition 2 i majorer les termes correspondant aux places finies dans
s(L, ¢) montre tout l'intérét de la notion de point générique.

ProposiTION 3. Soient v une place finie de k, z un point ordinaire pour L
dans Q, et 5 un vecteur dans k". Alors pour tout entier M et toute famille de
matrices Qq, ..., Qp dans M, ,(k), on a:

. o H,(R)ymax(1, |z|,)* ™
® X O rmml<| X Q,,.,,,v_m(,,),v[ (R) max IZI)]
m= m=0

IR(2)],

Remarque 4. On déduit facilement de Ila proposition 3 que le
coefficient s(L) ne dépend pas du choix du point générique ¢,. (Prendre z = 1,
un second point générique et remarquer que |R(r})|, = H,(R))

Démonstration. On démontre la proposition 3 par récurrence sur M.
Pour M =0, l'inégalité¢ (5) est triviale puisque par définition

YoM =y, 0(m) = 1.

Supposons donc le résultat vrai pour I'entier M et soit Q0. 01, ..., Qp4q une
famille de matrices 1 xn a coefficients dans k. En utilisant la proposition 1,
on obtient

M+1

Z_}o O Yem(m)

M 1 ] M
= Z Qm'yz,m(")+~—QM+l [Z (Z PM,m.j'y:.m("))zj]
m=0 R(Z) 0

j=0 m=
soit
M+1

© Y Qny.m(m
m=0

1

B S - _ : Vo
'E(?)[Z (Z (;_-'R”(O)Q,,,+QMH PM,,",J-) yz,,..(n))~ I

Jj=0 \m=0

On obtient donc, en utilisant I'hypothése de récurrence et égalit¢é H,(R)
=|R (tu)lv

sty HV(R)max(l,lzl.,)“J”“
| Z, @n Yumtml, < W[ R(2).,
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W= max

0<j<a

M 1 .
R(]t ) Z (ﬁ RY(0)Q,+ Q4+ APM‘m.j>'ylv,m("){<~

m=0 =

Or, comme ¢, est générique, W vaut

8 1 M 1 . I .
[ Y (ﬁ RY(0) Qi+ Qar 41 'PM.m,j)'.vtv.m(")Jt{'

';0 R (tv) m=0

v

soit, d’aprés la relation (6)

M+1

W= | go O Yoy (M), ®

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition 2.
Notons pour tout point ¢ dans k, ordinaire pour L

— 1 1
.0 £y — i R O — d{‘,ahv e )<mJ
57l ) ,,,liT,Jm | [k: Q] u§4£ n;gbx (3 <)
et
s*(L, &) = fl; iyn-—l Z d{‘.maxhl.((\‘=;,('l));.<m)J~
: i m-—+ o M V[I\:Q] ve My neb o

vl

De la proposition 3, on déduit que
(7) sO(L, &) < Sh(E)+s(L)+h(R)+log(1+9).

Voyons maintenant la contribution des places archimédiennes. En utilisant le
fait que si (u,),>0 €st une suite & termes positifs non tous nuls, on a:

3% o e 1
lim max u;/™ = max(1, lim ul™)

m—=+a O0<hsm m-=+x

on obtient que

@ s*(L, §) < > dilog”

@: Q] veMy rv(c)

v|x
ou r,(&) désigne le plus petit des rayons de convergence v-adiques des
solutions dans k[[X]]" de Dy = A, y. Or, pour v archimédienne, r, (¢) est
supérieur ou égal a la plus petite des distances v-adiques de ¢ a l'une des
singularités de L, soit

r,() = inf |x=¢,
x,R(x)=0

6 — Acta Arithmetica XLV11.4
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ou w est une place au-dessus de v du corps engendré par k et par les racines
de R. Grace a linégalit¢ de Liouville, on obtient la majoration

1\ _2H,(R)
max (1’ r.,(é)>< IRE),

et donc

1 1
& veM, v

v|®

©)

< 0h(&)+h(R)+(1+8)log2+log(l+9).

Finalement, comme

s(L, &) <s°(L, & +s™(L, &)
on obtient le résultat désiré en regroupant (7), (8) et (9). =

1.2. Enoncé du théoréme principal. Soient k un corps de nombres, n > 1
un entier et A une matrice n xn a coefficients dans k(X). On suppose que
lopérateur L= D— A est un G-opérateur différentiel.

On se donne également Y un vecteur solution de LY = 0 de composantes
n G-fonctions #,, ..., %, a coefficients dans 'un corps de nombres K
contenant k. Pour toute place v de K, on note R, le rayon de convergence v-
adique du vecteur Yet Y, ,, ..., ¥,, les fonctions naturellement induites par
Yy, ..., %, sur la boule ouverte B(0, R,) de K,. ‘

On suppose de plus que les séries formelles %, ..., ¥, sont k(X)-
linéairement indépendantes et que

1
[K:QLZ

eMg

1
d,’,‘log*R—< +00.

v

Sous ces conditions, on a le résultat suivant.

THEOREME PRINCIPAL. Soient & un élément nen nul de k, Q0 un entier et
A= ("‘1)5232‘; une matrice a coefficients dans k de rang g. Soit enfin S(&, A)
lensemble des places v de K vérifiant:

€], <min(l,R,) e Y A;Y;,()=0 pour i=1,2,...,0.
ji=1

Alors

1 " = e
(10) Y dfloglél,+——h(&) > —C,—C, /h(®)

[—K3 Q] veS(E, A)

ou C, et C, sont deux constantes ne dépendant que de L et de Y.
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Remarques. 1. De fagon précise, on peut prendre C, et C, égaux a

1 1
C,=2h(R)+s(L)+—= d¥logt —
1= 2R +s+ gy X dilog” 5

+3(1428)+(3+d)log 2+ 2log(1+9),

= 1 Kog+ L 9
C,=n ([K: 0] ngfxdv log R +a(Y))+4(l +26)+log 2.

2. L’inégalité du théoréme principal est essentiellement la méme que celle
que démontre Bombieri ([1], Main Theorem, p. 49). Cependant, I'hypothése
sur l'opérateur L est ici différente puisque Bombieri suppose que L est un
opérateur différentiel fuchsien de type arithmétique (cf. § 1.1, Rem. 2).
Signalons enfin qu’a la différence de Bombieri nous ne supposons pas les
séries formelles #,, ..., #, a coefficients dans le corps de base k.

L’intérét majeur de cet article réside dans la fagon dont nous allons
aborder le probleéme. Notre approche reste analytique, mais s’appuie, non pas
sur la méthode de Siegel comme chez Bombieri, mais sur un développement
de la méthode mise en oeuvre par Gel'fond pour résoudre le 7éme probléme
de Hilbert (cf. [25], Chap. 3). Celle-ci va s’avérer plus simple dans le cas
présent.

La méthode de Siegel prévoit tout d’abord la construction d’une
fonction auxiliaire qui s’annule & un ordre élevé au point 0. On montre
ensuite, a I'aide du théoréme de Shidlovski, qu'un certain déterminant lié aux
nombres 4;; et aux dérivées au point ¢ de la fonction auxiliaire, est non nul.
On obtient le résultat voulu en minorant puis en majorant cette quantité.

Cette derniére étape, dans le cas de G-fonctions, présente de nombreuses
difficultés, dues essentiellement aux factoriels qui apparaissent lors des
différentiations successives de la fonction auxiliaire, et qui obligent a recourir
a des résultats délicats comme le théoréme de Dwork-Robba ([1], § S et § 6).

Nous allons voir que 'emploi de la méthode de Gel'fond permet d'éviter
ces complications. Nous procéderons de la fagon suivante. On va également
construire une fonction auxiliaire, mais qui s’annulera a un ordre élevé au
point ¢ et pour les places v dans I'ensemble S(¢, A). Cette construction n’est
qu'un peu plus difficile: elle repose sur le travail préparatoire du paragraphe
§ 1.1, notamment la proposition 2. Nous minorerons et majorerons ensuite,
tout simplement le premier terme non nul du développement de Taylor au
point 0 de la fonction auxiliaire.

La méthode de Gel'fond s’était déja révélée fructueuse dans le cadre des
fonctions algébriques ([3], [4], [5]). Nous généralisons ici ces travaux.

1.3. Démonstration du théoréme principal. Les constantes c¢;, i
=1, 2, ..., 10 qui interviennent dans la suite sont des quantités positives ne
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deépendant que de Let de Y. D’autre part, nous dirons qu’une suite (Up)mzo @
termes réels est un o (1) si

lim u, <O.
M-+ o
Enfin, nous noterons [x] la partie entiére de tout nombre réel x.

Soit dogc ¢ un élément non nul de k. Le terme de gauche dans
linégalité du théoréme principal étant supérieur & —h(&), on peut, quitte a
prendre finalement C, assez grand, supposer que ¢ est un point ordinaire
pour L, de hauteur h(¢) = 4.

On se donne également A = (4;)), <;<, une matrice a coefficients dans k

1<j<n
de rang g¢. Nous noterons (e;); <;<»-, Une base du sous-espace vectoriel V de
k" défini par les équations

Z Ajxj=0 pour i=1,2,...,0.
LEMME 1. Soient M > 0 un entier et p Tentier défini par p = M [ /h(&)].

Alors il existe un n-uple ® =(¢,,..., ¢,) de polynémes non tous nuls
=Y ¢,; X’ a coefficients ¢,; dans k, vérifiant

J
(a) degd; <p pour i=1,2,..., n,

(b) pour A=1,2,...,n—9, la série formelle ®,-y:(e;) a un zéro
dordre =2 M en 0
h(®)

(©) —<—h(é)+cl+szh(é)+0(1)
Démonstration. On a a priori
Py yile;) = Z (Z — M (&) Ye,m- h(e}.))xm
m=20 \h= 0

La condition (b) du lemme 1 est donc équivalente au systéme d’équations

-
Lz,m((¢ij)1<i<n) =0, A=12,..,n-g,m=1,2,...,. M

0<j<p
ou

Lim= Z A/l.m— 1,i,j Xij
ij

et

min(m, j)
Aimig= 2 ()f’_ Viem-n(€2)

h=0

Yizm-n(es) désignant le (m— h)-iéme coefficient de la i-iéme composante de

Ye(ey).
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Clest un systéme linéaire de (n—g)M équations a np inconnues.
L’hypothése h(¢) > 4 impose np—(n—g) M > nM > 0. D’aprés le lemme de
Siegel démontré dans [1] (p.7), il existe un n-uple @ =(¢,, ..., ¢,) de
polynémes ¢;ek[X] non tous nuls, vérifiant les conditions (a) et (b) du
lemme 1 et
(11 H@) < ] H(Ly)"" "M exp(o(1)).

1<€i<n-¢
1Sms<M

Reste donc, pour obtenir (c) & majorer la hauteur des formes lin€aires L, ,,.
Soit v une place de k. Pour 1 S A<n—p, 1 <i<n0<<j<pet0<m<M,
on a

|4 mijlo < max (1, |€,)7 H, ((ye.n(€))h<m) si v est finie,
|Ajmijlo < 2?max (1, |E,)” H, ((yen(€))h<p) si v est archimédienne.
On en déduit que pour A=1,2,...,n—pet m=1,2,...., M on a
h(L; m) < ph()+plog2+—+ Z dk max h ((.Ve: h(e).))h<M)
[k Q] veM) 1SAsn-¢
En reportant dans (11), on obtient
h —o)h —o)s(L, &
(P) < (n—0) k(%) +log2 /h(@+ (n—o)s(L, &)
M n—(n—o)/[/h(5)] n[/h(€)]—(n—p)
On conclut grace a I'hypothése “L est un G-opérateur différentiel” et la
proposition 2°qui permet de majorer le terme s(L, ¢). =
Considérons maintenant la solution Y du systéme différentiel LY =0,

donnée dans I'énoncé du théoréme principal; ses composantes #,, ..., #
étant supposées k(X)-linéairement indépendantes, la série formelle

O Y=¢, ¥+ ... +¢, U,

est non nulle. Le théoréme de Shidlovski ([19], Ch.5) permet alors de
majorer I, l'ordre en 0 de cette série par

+o(l).

(12) T<np+ec,.

On note ensuite y le coefficient de X’ dans @-Y; c’est un élément non
nul du corps K; on peut donc écrire la formule du produit

dK
13) II ' =1
veMg

Nous allons maintenant majorer les |y|,. De linégalité ainsi obtenue,
nous déduirons le résultat voulu. On définit tout d’abord deux ensembles S,
et S, de la maniére suivante:

S; = veMg: veS(¢, A), v|ow et ¢, = min(1, R,)/2), S, =S8(, A)\S,.



382 P. Debes

Nous allons distinguer deux types de majoration suivant que v appartient a
S, ou pas.

LEMME 2. On a
1 1

. d¥log|yl,
Y, [KIQ]qu:Z gl

Démonstration. Notons pour i=1,2,...,n % =Y n,,X™ Dela

m20

1[ 1 . .
< [[K ai Y d¥h (¢)]+c4,/h(5)+o(1).

vgSy

formule

n T
=2 2 Pinlliz-n
i=1h=0
on déduit que

7. < H,(P) H, ((n:4)y <§n) si v est finie,
h

i
<

[, < n(T+ 1) H,(®) H, ((1:1), §,,) si v est archimédienne.

<i
h<

On obtient donc, en utilisant (12)
: X log |y|
— Y d¥loglyl,
[K:0,5," °"

K 1 2
[K Q],,ézd ho (@) + [K: 0] u:L;Kdu hu((ﬂih)hlsf;fzs)-i-o(M)

soit

1
— Y d¥I < K
[K: 01,5, 8 < i QJ“ZSZ" Rt +e)e(N+ 43 (1)

ce qui fournit la conclusion désirée, puisque les ségjes #,, ..., #, sont des G-
fonctions. =

LemME 3. Pour tout ¢ tel que 0 <& < min(min(R,/2, R,—|¢|,)) on a

veS)
i 1 o
[[K 01,2, % 8 'V'”}
1 1
<—— Y dlog|el,+ K
<TK 01,5 , % 81b* [[K 2.%,%" ("’J

EN 1 P

1
[K: 0] . R 21’;J+c5+o(l).
VE, 2
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Démonstration. Soit v une place de S(&, 4). Le vecteur

Yl.v !

Yoo
est une solution de LY, =0 définie au voisinage de ¢; d’autre part, par
définition de Plensemble S(&, A), le vecteur Y,(£) appartient & lespace
vectoriel V®, K, dont (e;); <1<n-, €St une base sur K,. Le point { étant
ordinaire pour L, il existe une famille unique (4, ); <1<n—, d’€l€ments de K,,
vérifiant

]

(14) X)(x) = Z Ho,2 y{,u(ei)(-x—é)
i=1

pour tout x dans un voisinage v-adique de ¢. Dans (14), nous avons note
¥e.(e;) la fonction naturellement induite par y;(e;) au voisinage de ¢ pour
la place v.

On en déduit qu'au voisinage de &, on a

@ X)) =T fox (Beeled) (x—0).
A=1

Par construction de @, la fonction ®-Y¥, admet donc en ¢ un zéro d’ordre
=M.

Supposons maintenant v dans Pensemble S, = S(¢, A). On note w un
prolongement de v a3 Q, C, le complété de Q pour la place w et ¥,
la fonction, - qui prolonge Y,, induite par Y sur la boule ouverte
B, = {xeC,: |xl, <R,} de C,. D’aprés ce qui précéde, la fonction

(2-%)(x)

O X =

est strictement analytique sur toute boule fermée de B, et prend la valeur
G,(0)=y(=&) Men 0.

Soit ¢ un nombre réel vérifiant la condition de I’énoncé du lemme 3. En
appliquant le principe du maximum a la fonction G, sur la boule de C.
centrée en 0 et de rayon min(1, R,—¢), on obtient

Yo < €] min(1, R,—¢)"T** H,(®) M, (Y, min(1, R,—¢)) si v est finie,
Iyl, < &% min(1, R,—2¢)" T+ 2™ H, (&) npM,, (¥, min(1, R, —))
si v est archimédienne
ol nous avons noté

M, (Y,r) = max max|Y,,(x), pour O0<r<R,.

1<i<n|x|,=r
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En utilisant (12) on en déduit:

1 1
15) — K
s+ [[K: 0] UEESJZ d} 10g|v|.,J

1
< K
[K: 0] %, % o8¢kt [[K 01.%,%" “”’]
+(n h(§)+l [

1
dX] A
Z og* R 2éJ+log2+o(1)

[KQ] veSy
D’autre part, il est évident que
1 1
(16  ———= Y d¥log|¢|, < I, log* —— =
[K: QJUEZS, 8Kl STk g7, 5, 108 R, Tloe2 = e

vl
En joignant (15) et (16), on obtient le résultat annoncé. w
'Reportons maintenant dans (13) les résultats des lemmes 2 et 3. On
obtient que, pour & > 0 assez petit
1 h(9)
< d¥lo
\[K:Q].,SZ gllot—5

S, )

+(1+n\/ﬁ)[[l{ 0l Y d¥log*

€Sy

1
28}+c5 +c, \,/lﬁ+5(l)

et donc, en tenant compte de la majoralion (c) du lemme 1

1 n_
0<—— d¥1 =
K. 0],.% % loeld+==h()

S(§, 1)
— [ 1 , 1
+(1+nh( ))[[K Q]ugzdlqog m]+c7+cs,/h(f)+6(l).

On passe ensuite a la lim sup en M, puis on fait tendre ¢ vers 0; enfin on
majore

1 1 1 1
d¥log* ar dlogt —
[1'<:Q]vezs2 E F [K:Q]g,ﬁ v 108 R

On obtient finalement

1 n—o, . J—_—
[KQ] vez de loglélv"'Th(C)"*‘Cg‘,'C“) \,/h(é) P 0. =

S(&, 1)

1.4. Premiére remarque sur I'utilisation du théoréme principal. Soit S un
ens_emble de places v de k ou ||, < R,. Le théoréme principal fournit une
majoration du nombre ¢ des relations de k-dépendance linéaire, linéairement
indépendantes sur k, existant entre les nombres Y1,(E), ..., Y, () pour v
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dans S. Notons que cette majoration est d’autant meilleure que I'ensemble S
est gros. Ainsi si S est I'ensemble de toutes les places v ou 1€, < Ry,
l'inégalité (10) conduit nécessairement a

o<1

dés que ¢ est de hauteur assez grande.

Cette remarque conduit aussitt & de premiers résultats. On en déduit
par exemple (cf. [1], Sect. 11) que I'ensemble des points ¢ de k ou il existe
une relation de k-dépendance linéaire globale —cC'est-a-dire une relation

Y A4Y,(©) =0 ave ,..., 4, ¢léments de k,

valide en toute place v ou ||, < R,—, est un ensemble fini.

En faisant des hypothéses supplémentaires sur £, on peut €galement
donner des résultats d’'indépendance linéaire: supposons que I'ensemble des
places v de K telles que ||, < 1, que I'on notera désormais M (¢), ne possede
qu'un élément vy; La remarque précédente’ montre alors que les nombres
Yi,00(8)s - Yoo (&) sont définis et k-linéairement indépendants dés que h(¢)
est assez grand. A titre dillustration de ce dernier résultat, donnons le
corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. Supposons en plus des hypothéses du théoréme principal
que k = K = Q. Alors il existe une constante C ne dépendant que de L et de Y,
vérifiant

(a) Pour tout nombre premier p et pour tout entier m tels que p™ > C les
nombres Y, ,(p™), ..., Y, ,(p™) sont définis et Q-linéairement indépendants.

(b) Pour tout entier non nul m tel que |m|>C, les nombres
Yi.0(1/m), ..., Y, o (1/m) sont définis et Q-linéairement indépendants.

Nous reviendrons sur ces remarques dans le cas particulier des fonctions
algébriques. Pour d’autres applications du théoréme principal, non
spécifiques aux fonctions algébriques, nous renvoyons a [1]

2. Fonctions algébriques.

2.1. Le théoréme 2. Soit k un corps de nombres et P un polyndme
irréductible dans k[X, Y]. On suppose qu’il existe une série formelle
=Y nnX™ a coefficients dans Q, solution de

m=0

P(X, %) =0

Nous noterons K le corps K = k(()m>0)- 1l est facile de voir que K est un
corps de nombres et que [K:k] < degy P
Le polyndome P étant irréductible dans k (X)[Y], le corps k(X, #) est un
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k(X)-espace vectoriel de dimension n = degy P et la famille {1, %, ..., %"~ 1}
en constitue une base. D’autrc part, a cause de la formule
Py(X, %
1) py= DX, %
v (X, %)

il est clair que la dérivation D laisse stable le corps k(X, #). De ces deux

derniéres remarques, on déduit quil existe une matrice n xn a coefficients
dans k(X), A, vérifiant:

1 1
Y W

() D . =4 :
ayn—1 gayn—1

Notons L I'opérateur L= D—A. On retrouve donc les données de la
section précédente: un opérateur différentiel linéaire L et un vecteur

1

Y
y=|

Z)/n» 1

solution de LY=0.
Le théoréme d’Eisenstein [8] montre que # est une G-fonction et que

1 |
[KIQ].,GZA;,(dv log R, < 4.

L’indépendance linéaire sur k(X) des composantes du vecteur Y, elle, provient
évidemment de Pirréductibilité de P dans k(X)[Y]. Reste donc, pour vérifier
les hypothéses du théoréme principal, & montrer que Lest un G-opérateur
différentiel. En gros, cela résulte également du théoréme d’Eisenstein: ce
dernier point mérite cependant queiques details. .

Il s’agit de montrer que, dans la situation présente, le coefficient s(L) est
fini. Pour toute place finie v de k, notons N1,05 -+ N,y l€s racines dans Q, du
polynéme P(t,, Y). Ces racines étant distinctes, la famille

constitue une base de Q7. Soient Rek[X] le résultant par rapport a Y des
polyndmes P et Py et P,ek[X] le coefficient de Y" dans P. En utilisant les
inégalités suivantes
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max Hv("i,v)

1<isn

n -1 HU(P(’v’ Y)) - = H”(P) :|n-l
<t mesct bl = s | = ae]
i=1

Idet (0,0, - > Mo)l2 = IRENPH (3" = Hy (RYH, (P)*" ™"

on montre facilement que

— 1 1
= li A M d: max hu yv- ("i,v))h<m):|'
s ml-l.Tmm[[k:Q] vez;'l,(‘) 1<i<n (( ok
Or

1
Ve

y!v('li.v) = '
Y:'l;il

ou y, ;€R,[[X]] désigne la série formelle solution de P, (X, y, ) = 0 et de

premier terme ;. ‘ . o . .
La proposition suivante, variante effective du théoréeme d’Eisenstein,

permet de majorer la v-hauteur des coefficients de y; ;.
PROPOSITION. Soient (F, v) un corps valué ultramétrique, Y € F [X, Y] un
polynome vérifiant

Y} . - . . de
et = Z Vm X™ une série formelle a coefficients dans F, solution

VX, 27)": l0 Alors, pour tout entier m>=1, on a
| <[ H,() ]
Vel < | g0, 00,

La démonstration se fait par récurrence sur l'entier m, en utilis?m
'expression donnant y, ., en fonction des premiers}ermes Vis ---s Yms QUON
obtient a partir de I'équation fonctionnelle ¥ (X, #) = 0 .

On déduit de cette proposition que pour tout entier m >0

[ max H,,((y:v,h("i,v))o <h <M)] "

1<is<n
HD(P,v_,,‘.'v) ]zm— 1) . [
<] max ————— <
S i<i<nl Py (ty, Miollo i

::

H,(P, . ) ]z(..— 1
1 |P;’ (rw r’i.v)lu
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cette derniere majoration étant destinée a faire disparaitre les #;, au
dénominateur. On obtient en effet:

(H1 HAP, o MBI iy
i=1
[ ma(x H,, ((,V,v,h('li,u))o <h <m)]”m = [ IR(,v)Iv _] -

1<is<n

Moyennant quelques derniéres majorations faciles, on aboutit a

[ Hl,(P)Z" J21n~ 1)

, : 1/m
[ max Hu ((}lv,h("l,v))O <h <m)] S Hv(P,,) HU(R)

1<i<n

et donc a
s(L) < 2(n—1)[2nh(P)—h(P,,)—h(R)+log((2n—1)!(1+degxP)2"“2n")].

Le théoréme principal s’applique donc a la situation envisagée dans ce
paragraphe. Nous allons en déduire le résultat suivant sur la décomposition
dans k[Y] des polyndomes spécialisés P(¢, Y) ot ¢ est un élément de k.

THEOREME 2. Soient k un corps de nombres et P un polynéme irréductible
dans k(X)[Y] possédant une racine % dans Q((X)). On note K le corps
engendré par k et les coefficients de ¥ et pour toute place v de K, R, le rayon
de convergence v-adique de ¥ et Y, la fonction naturellement induite par 4 sur
la boule ouverte épointée B*(0, R,) = |xeK,: 0 <|x|, <R,} de K,. Soient ¢
un élément non nul de k, Q un polynome divisant P(E, Y) dans k[Y] et S(&, Q)
Pensemble des places v de K vérifiant:

lelo <R, e Q(Y,()=0.

On a alors:

1 . degQ
dflogmin(1, ¢,)+
[K:Q] vesz(;.m degy P

ou Cy et C, sont deux constantes ne dépendant que de P et de 4.

Remarques. 1. Les constantes C3 et C, qui se déduisent des constantes
C, et C, du théoréme principal (cf. paragraphe suivant), sont effectives.
Notons aussi que quitte a les grossir un peu, on peut leur demander de ne
dépendre que de P.

2. Le théoréme 2 généralise les travaux antérieurs sur les valeurs de
fonctions algébriques [17], [18], [3], [21]-[24]. Dans I'énoncé principal de
[24], le plus récent et le plus général d’entre eux, on suppose que P vérifie

P(0,00=0 et Py(0,0) 0,

)

h(&)| < C3+Cy/h(d)

ce qui impose '!'/ea[[X]], K =k et P absolument irréductible. D’autre part
—et cest plus important (cf. §24, Rem. 2)—, dans notre énonce,
contrairement a celui de SprindZuk, les constantes C, et C, ne dépendent pas
du corps k.
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2.2. Démonstration du théoréme 2. Tout d’abord, il est clair que I'on

peut supposer que # € Q [[X]]. Considérons alors ¢ un élément non nul de k
et Q un diviseur dans k[Y] du polyndme P(¢, Y). On suppose dans un
premier temps que Q est irréductible dans k[Y]. Soit veS(&, Q); le corps
k(Y,()) est alors un k-espace vectoriel de dimension deg(; il existe donc,
entre les nombres 1, Y,(&),..., Y, ()" ', n—degQ relations k-linéaires,
linéairement indépendantes sur k

A‘i),v(g) —0, i—l,z,...,n—ngQ.
j=1
Jj=

En outre, on peut choisir ces relations indépendantes de ve S (¢, Q) puisque
les nombres Y,(£) ou veS(&, Q) sont conjugués sur k. On applique alors le
théoréme principal au point ¢ et a la matrice A = (4;),

1

iin—dch’ ce qui
donne ke

<
<

1 " . . deg Q

K. 0] .,GS(Z;.Q, d log min(1, [¢],)+—

Nous avons établi cette inégalité sous I'hypothése Q irréductible dans

k[Y]; pour le cas général, on remarque simplement que si Q, et Q, sont

deux polynémes divisant P(¢, Y) dans k[ Y], premiers entre eux dans k[Y],

alors I'ensemble S(¢, @, Q,) est la réunion disjointe des deux ensembles
S(&, Qy) et S(E, Q,).

Pour terminer la démonstration, il reste & majorer I'expression

. degQ
Tr . dt’f lOg mlﬂ(l 5 Iélv)—"—
[K: Q] ,,Es%.q, n
on déduit cette majoration de la minoration établie plus haut en utilisant le
fait suivant.

Si & est un point ordinaire et si P(¢, Y) = QT avec Q, Tek[Y] alors

h() > =C,—Cy Jh(®).

0, Q)= h(&);

1 1
<——= Y d¥log* —.
K015, 78 R,

Ceci achéve la démonstration du théoréme 2. Les constantes C; et C,
peuvent étre choisies égales a

lo€, Q) +eE, T =|e( P&, V)

1
K +
(K00, “ "8 &,

2.3. Premiers corollaires. Rappelons que, pour tout ¢ dans k, Mg ()
désigne I'ensemble des places v de K telles que |¢|, < 1. Nous avons déja
remarqué (cf. § 1.4) que le théoréme principal conduit a un résultat
particuliérement simple quand l'ensemble My (£) ne posséde qu’un seul
élément v,, a savoir [lindépendance linéaire sur k des nombres
V1,009, -5 Yoy (&), des que h(S) est assez grand. Dans le cas présent,

C4 = nCZ et C3 = nC, +
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Cest-a-dire %; = #'"! pour i=1,2,...,n avec # racine dans Q((X)) du
polynéme P, ce résultat signifie que, si card Mg (&) = 1, le polynéme P(E, Y)
est irréductible dans k[Y] dés que ¢ est de hauteur assez grande. Le
corollaire suivant généralise ce résultat; il met en évidence un lien entre la
structure arithmétique d’un élément ¢ de k —sa décomposition dans I'anneau
des entiers de K—et celle du polynéme P(¢, Y)—sa décomposition en
irréductibles de 'anneau k[Y]. Les hypothéses sont celles du théoréme 2.

Xy

COROLLAIRE 1. Soient & un élément non nul de k et P(¢, Y) =uQ}' ... Q)
la décomposition du polynome P (&, Y) en polynémes irréductibles distincts
Q; 1 <i<r), de Tanneau k[Y]. Si h(&) > hy ou hy est une constante ne
dépendant que de P et de %, alors

r < card Mg (¢).

En effet, on déduit facilement du théoréme 2 que, dés que
1 7
~h(O)=Cs /(O ~C3 >0,

si Q est un polyndme divisant P (¢, Y) dans k[Y] tel que degQ > 1, alors on
a nécessairement

S QM) # 0.

L’application

. |lveMg: |€], <min(1, R)} = {1,2,...,r},

r v i(v)
ol i(v) est déhni par Q,(Y,(£)) =0, est donc surjective. L'inégalité
demandée en résulte.

Prenons maintenant £ = p™ avec p un nombre premier et m>1 un
entier. Si K = Q, on a M, (p™ = {p} et le corollaire 1 montre alors que le
polynéme P(p™, Y) est irréductible dans Q[Y] dés que p™ est assez grand (cf.
[21]). Par contre, si K 2 Q, les choses ne sont pas si simples: si par exemple
le nombre premier p se décompose dans le corps K, alors card My (p™) = 2 et
on ne peut plus conclure, au moyen du corollaire 1, & l'irréductibilit¢ du
polyndme P(p™, Y). Ceci étant, on peut tout de méme préciser la
décomposition du polynéme P(p™ Y), grace au corollaire suivant.

CoROLLAIRE 2. Les hypothéses étant celles du théoréme 2, soient p un
nombre premier et m un entier. Si p™ (resp. |m|) est suffisamment grand
(précisément, supérieur a une constante ¢ ne dépendant que de P), alors pour
tout polynome Q divisant P(p™, Y) (resp. P(1/m, Y)) dans k[Y], et tel que
degQ>1,0n a
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mindX min d¥
a) degQ > U2 __deg, P (resp. degQ > 2= _deg, P),
(a) degQ [K: 0] S8 (resp. degQ [K: 0] 9% )
degy P
(degy P, [K: Q])

ou (degy P, [K: Q]) désigne le plus grand des diviseurs communs a degy P et
a [K:Q].

Remarque 1. En particulier, le corollaire 2 donne l'irréductibilit¢ du
polynéme P(p™, Y) (resp. P(1/m, Y)) pour p™ assez grand (resp. |m| assez
grand) dans les cas suivants:

1. Le nombre premier p ne se décompose pas dans le corps K (resp. le
corps K est inclus dans un corps quadratique imaginaire).

2. Les nombres degy P et [K: Q] sont premiers entre eux.

D’autre part, si [K: Q] < degy P, on peut conclure que I'équation

P(p",y)=0 (resp. P(1/m, y) =0)
n'a qu’'un nombre fini de solutions en p premier, m entier et yek (resp. en m
entier et yek).

Démonstration du corollaire 2. Désignons par ¢ soit le nombre
p™, soit le nombre 1/m et supposons que l'on ait:

(b) divise degQ,

\/ h(€) >y (Cest-a-dire p™ > exp(y?) ou |m| > exp(y?) selon le cas)
ou y désigne la racine positive du trindme:
1
degy P[K: Q]
Soit Q un polyndme de degré non nul divisant le polynome P(¢, Y)
dans k[Y]. L’ensemble S (&, Q) n My (&) n'étant constitué que de places v de

K au-dessus de p ou au dessus de oo (selon que & =p™ ou £ =1/m), le
théoréme 2 donne

X2 X =Gy,

‘ 1 T dke degQ
[K: Q] ,es5¢.0 degy P
ce qui, joint & /h(£) >y impose
degy P( Y, d¥)=degQ-[K:Q].
veS(EQ)

On en déduit facilement les minorations annoncées de degQ. =

COROLLAIRE 3. Soient s=>0 un entier e¢ P=P, X+ ... +Py, ou
P,eQ[Y] pouri=0,1,2, ..., s, un polynome irréductible dans Q[ X, Y]. On

h(§) < Ca/h(O)+Cs
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suppose que P; posséde une racine simple n, dans 6 et que r = [Q(no): Q]
le degré sur Q de cette racine vérifie

r <degy P.

Alors Téquation P(x,y)=0 na quun nombre fini de solutions en nombres
entiers x, y; si (x, y) est Tune delles alors |x| < xo ot x, est une constante
effective ne dépendant que de P.

Démonstration. Considérons le polynome

P=XP(X",Y)=P,X*+ ... +P,

On vérifie facilement que P est un polyndéme irréductible dans o[X, Y]
D’autre part, le polynéme P(0, Y) = P; admet une racine simple dans a, a
savoir 7. Il existe donc, d’aprés un lemme classique (voir par exemple [9],
Ch. II1, § 1.1), une série formelle % de premier terme N0, & coefficients dans
K = Q(no) vérifiant P(X, #) = 0.

Le corollaire 2 s’applique donc. Soit ¢ la constante du corollaire 2
associée au polyndme P. L’inégalité (a) (cas archimédien) montre alors que si
Im| > ¢, et si Q est un polynéme de degré non nul divisant P(1/m, Y) dans

Q[Y], on a
degy P

degQ > > 1.
Autrement dit, le polynéme P(1/m, Y) n'admet aucune racine dans 0 si
Im| > ¢. Ceci fournit le résultat désiré puisque

P(/m, Y) = %P(m, Y).

Remarque 2. Le corollaire 3 reste valable si 'on suppose, au lieu de
r <degy P, que 7, est un nombre quadratique imaginaire. En effet, sous

cette hypothése, le corollaire 2 conduit a
.

deg Q > degy P > 2.

2.4. Approche algébrique du théoréme 2. Nous avons établi le théoréme 2
comme conséquence du théoréme principal. Depuis le travail de Bombieri sur
le théoréme de décomposition de Weil ([2], voir aussi [7]), on peut en
donner une seconde démonstration, de nature algébrique, basée sur la théorie
des hauteurs sur les courbes algébriques [14]. Le résultat apparait alors
comme une conséquence de la quadraticité de la hauteur sur les variétés
abéliennes, ce qui explique en particulier 'estimation du reste en O(ﬁ) dans
le théoréme 2. En termes de fonctions de Weil ([14], Ch. 10), on peut
énoncer le résultat de Bombieri de la fagon suivante.
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Soit C = P" une courbe projective irréductible lisse définie sur un corps
de nombres k. Si Qe C(k) est un point k-rationnel sur C, nous noterons
Ao: C(k)xM, = R
la fonction de Weil associée au diviseur Q. (Précisément, Ao désigne un
représentant fixé de la classe, modulo les fonctions M,-bornées sur C [14],

Ch. 10, § 1), des fonctions de Weil associées au diviseur Q)

THEOREME 3. Soient ¢ une fonction rationnelle sur C définie sur le corps
de nombres k et QeC(k) un pole de ¢. Alors il existe une M,-constante
(8u)vem,» C'est-a-dire une famille de nombres réels §,, indexée par les places v de

k, vérifiant 6, = O pour tout ve M, sauf un nombre fini, telle que pour tout point
M # Q dans C(k), on ait

(4) Sl existe ve M, tel que Ag(M, v) > §,, alors M nest pas un pole de ¢.

1 ord, @
5) —— dklog* = ——2" h(e(M))+0(/h
).Q(M,v)>év

ou les constantes intervenant dans le O(...) ne dépendant que du plongement
C < PN et de la fonction o.

Remarques. 1. En prenant pour C un modéle projectif lisse de la
courbe algébrique plane définie par P(x,y) =0 et ¢ égal a la fonction
rationnelle ¢ = 1/x, on obtient le théoréme 2. Inversement, on peut déduire
le théoréme 3 du théoréme 2; il suffit pour cela d’appliquer le théoréme 2 au
polyndbme PeQ(¢)[Y] (~ Q(X)[Y]), le polynéme minimal d’un élément
primitif sur le corps Q(¢) du corps Q(C) des fonctions rationnelles sur C
définies sur Q. Pour les détails, nous renvoyons a [6].

2. Dans le théoréme 3, comme dans le théoréme 2, les constantes ne
dépendent pas du corps k. Cest une remarque importante: en effet, dans le
cas contraire, a cause du résultat de Faltings [10], le théoréme 3 n’aurait
d’intérét que pour les courbes de genre g < 2.

On peut rappeler brievement le principe de la démonstration du
théoréme 3. En utilisant des propriétés standard des fonctions de Weil,
notamment le théoréme de décomposition de Weil ([14], Ch. 10, Th. 3.7), on
montre que, pour un choix convenable de la M,-constante (J,),. M, S1Q est

un pdle de @ et M un point dans C(k) tels que iy(M, v) > 6,
log ¢ (M)|, = —ordg ¢ Ag(M, v)+0,(1)

ou O0,(1) est une fonction de M, bornée sur C et nulle pour tout ve M, sauf
un nombre fini. On en déduit que

|
(6) T 2 dslogT o(M)|, = —ordg ¢ hy (M)+0(1),
[k: Q] veMy
AQ(M.v) > 8,

7 — Acta Arithmetica XLVII.4
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h(g désignant la hauteur associée a la classe du diviseur 0 dans le groupe de
Picard de C.

On utilise ensuite le théoréme de Néron sur la quadraticité de la hauteur
sur les variétés abéliennes ([14], Ch. 5, § 3). Une conséquence de ce théoréme

est que, pour tous points Q, Q' dans C(a), on a ([14], Ch. 5, § 5):
th = hQ+0(\/hQ).

Ce résultat, joint a

Qpé%dwordwp = —dego
permet de conclure.
.Le CQrollaire suivant améliore légérement le théoréme p. 305 de [2]; il
contient également les propositions 4.4 et 4.5 de [12].

COROLLAIRE. Soit ¢ une fonction rationnelle sur C définie sur k. Soit ule
nombre de poles de ¢ non conjugués sur k. Alors il W'y a qu'un nombre fini de
points M dans C (k) tels que .

card M, (1/¢ (M)) < p.

Remarque 3. Le résultat du corollaire est effectif: la démonstration
donne une majoration indépendante de k, de h(p(M)) pour M dans C (k)
vérifiant card M, (1/¢(M)) < p.

'Dé’monstration du corollaire. Soient Q,, ..., Q, u poles de ¢ non
conjugués sur k. Soient K la cl6ture normale sur k de k(Q,, ..., Q,) le corps
de définition de Q,, ..., Q, et G son groupe de Galois. Notons alors, pour M
dans C(k),i=1,2,..., pet 6eG, S; ,(M) I'ensemble des places w de K telles
que AQ,q(M, w) > 9, (Ow)wem, désignant la My-constante du théoréme 3. On
a donc

1 ord,. @
dXlog* lp(M)), = ——2
[KQW%M g lo(M)| deg o

pour i=1,2,....,u et 6eG.
Notons pour i=1,2,...,4 S;(M) lensemble S,(M)= U Siqs(M).
. oeG
Comme lqu(M, W) = 4g,(M, w) pour tout oeG, le groupe G opére sur
Si(M) pour i =1, 2, ..., u; si 'on note S¥(M) I'ensemble des places v de k se
prolongeant dans S;(M), on a donc pour i=1,2, ..., u
1 1
8) — d¥log* (M), = ——— klog*
(K012, o oMl =c5s 3 dlog™ o (M),

Si(M) vesk(m)

™)

h(e(M)+0(/h(p(M)))

D’aut}'e .part, on peut supposer d,, assez grand pour que les ensembles
.'S,.",(M) ou i=1,2,...,u et o décrit un ensemble de représentants des
¢léments de G modulo le groupe de Galois de I'extension K/k(Q;), soient
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disjoints (cf. [14], Ch. 10, Cor. 3.3). (7), (8) et la définition de S;(M) donnent
donc, pour i=1,2,...,

1
Y dlog* lo(M),

9 ———.
O a5,

[k(Q;): k] ord,.
_ _—Q—degzjﬂh(w(M)HQ(\/h(w(M)))'

Considérons maintenant un point M dans C(k) vérifiant
card M, (1/¢(M)) < p. Les ensembles SkM),i=1,2,..., p étant disjoints,
il existe nécessairement un indice i tel que

1
. dlog* |p(M)], = 0.
[kiQ]ues%(m g* lo(M)]

On déduit alors de (9)

h(p(M)) = 0 (/h(@(M)). =

Le théoréme 3 reste valable si k est plus généralement une extension
finie d’un corps muni d’un ensemble propre de valeurs absolues ([14], Ch. 2)
satisfaisant la formule du produit (cf. [14], Ch. 5 et Ch. 10). Via le théoréme
4.2 de [12] on peut alors déduire du corollaire que tout corps muni d’une
formule du produit est un corps hilbertien, résultat da & R. Weissauer (voir

[12)).

Dans [12], M. Fried avait montré qu'on pouvait relier les travaux de R.

.....

théoréme 3 qui généralise simultanément leurs résultats.

3. Théoréeme d’irreductibilité de Hilbert. Soient k un corps de nombres et
P un polynéme irréductible dans k(X)[Y]; le théoréme d’irréductibilité de
Hilbert (1892) [13] montre que I'ensemble Hp, constitué des €lements x de k
tels que le polyndme P(x, Y) soit irréductible dans k[Y], est un ensemble
infini.

A. Schinzel en 1965 [15] et un peu plus tard M. Fried [11], ont montré
que lensemble Hp, contenait une progression arithmétique (am+b)mso; il
contient donc également une progression géométrique ((b(a+1)")ms o). Dans
cette section, on démontre une nouvelle version du théoréme d’irréductibilité
de Hilbert, qui précise ce dernier résultat.

3.1. Le résultat-clé. Dans ce paragraphe, les notations et les hypothéses
sont celles du théoréme 2. La proposition suivante, que nous allons déduire
du théoréme 2, est le résultat-clé de cette section.

ProposITION 1. Soient ¢ un élément non nul de k, m = 0 un entier et Q un
polynéme divisant le polynome P(E™, Y) dans k[Y]. Alors si m est
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suffisamment grand (supérieur a un entier my ne dépendant que de P, k et &), il
existe une partie S(Q) de Pensemble My (&) telle que:

1 gQ
(1 e d; log|&,
[K: 01,2, % 181kt )=
Démonstration. Considérons la suite (u,,,),,,>o définie par
1 gQ
u, = max ¢ + h
oo TR 01 2 ™ 1ol o

ou S(Q) = S(¢", Q) n Mg (&) et D, désigne I'ensemble des diviseurs Q dans
k[Y] du polynéme P(¢™, Y). En utilisant le fait que h(E™) = mh(¢), on déduit
du théoréme 2 que pour tout entier m > 0

NN
m /m

(2 0

VA

D’autre part, pour tout m >0 et pour tout polynéme dans D,,, a
S M@ et 0<degQ <degy P

¢, P, et k étant fixés, la suite (u,,),>o prend donc un nombre fini de valeurs.
Comme, d’apres (2), elle tend vers 0, elle est nulle & partir d’'un certain rang
mO. a

CoROLLAIRE. Supposons de plus que le nombre & vérifie la propriété
suivante: il existe une place vy, dans My (&) telle qu aucune puissance non nulle
de [El,, n'appartienne au groupe multiplicatif engendré par les |¢|, ou
ve Mg (O)\[vo) (Cest-a-dire |62 ~ T[] 1EIF = {1}

veMg(§)
v#!)‘o

Alors, pour m > my, le polynome P(E™, Y) est irréductible dans k[Y].

En effet, soient m un entier supérieur a m, et Q un diviseur dans k[Y]
du polynéme P(&™, Y). Comme

°

1
h(@) = — e d¥ log ¢
(©) [K:Q]ueA;K({) v log ¢l

on peut écrire la relation (1)

(3)  (degyP—degQ) } dylogll,—(degQ) ) ~ dfloglél, =0.

veSQ) veMK(2)\S(Q)
Or I'hypothése faite sur ¢ signifie que log|¢l,, n'appartient pas au Q-espace
vectoriel engendré par les log|¢|, ou v décrit My (&)\{v,}. De (3), on déduit
donc que, soit degQ =degyP (si v,eS(Q)), soit degQ =0 (si
vo€ Mg (E\S(Q). =

Remarque. Le corollaire s’applique en particulier dans les cas suivants
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(a) La famille des nombres |£], ou v décrit Myg(£) est non vide et
multiplicativement libre (cas traité dans [24]).

(b) k = Q et il existe un nombre premier p qui ne se décompose pas
dans le corps K et tel que ||, <1 (v, est dans ce cas I'unique place de K au-
dessus de p).

(¢) k =Q, K est inclus dans un corps quadratique imaginaire et || <1
(vo est ici 'unique place archimédienne du corps K).

dk=K=Q et ¢#0,1,—1 (cas traité dans [22]); cest une
conséquence des cas (b) et (c).

Ceci étant, on peut donner des exemples ou aucun €élément ¢ du corps k
ne vérifie 'hypothése du corollaire, et méme ou la relation (1) posséde une
autre solution que degQ =0 et deg Q = degy P. (Prendre P = M(Y)—X ou
M est le polyndme minimal sur Q d’'un élément primitif du corps K
= Q( /13, /17) (cf. [6], Ch. VL, § 1))

Nous allons voir maintenant comment contourner cette difficulté et
démontrer le résultat escompté, a savoir I'existence, si P posséde une racine
dans Q((X)), d’'un nombre ¢ dans k tel que le polynéme P(£™ Y) soit
irréductible dans k[Y] pour m assez grand.

3.2. Enoncé du théoréme 4. Notre objectif est d’établir le résultat suivant.
THEOREME 4. Soient k un corps de nombres et Py, P,,...,Py N
polynomes irréductibles dans k(X)[Y]. Pour i=1,2,..., N, on note Hp,
lensemble des éléments x de k tels que P;(x, Y) soit irréducn'ble dans k[Y].

Alors, pour toute partie finie S de M,, Tensemble (\ Hp, i contient une
i=1

progression géométrique (ab™),,>, dont la raison b vérifie
|bl, <1  pour tout v dans S.

De plus, si les polynomes Py, P,, ..., Py possédent une racine dans Q ((X)), on
peut prendre a = 1.

Remarque. Pour ce dernier point, il est clair que I'hypothéese
“Py, ..., Py possédent une racine dans Q((X))" n'est pas superflue. (Prendre
par exemple P, = Y2—X))

3.3. Démonstration du théoréme 4. On suppose dans un premier temps
que les polynémes P, ..., Py sont totalement décomposés dans Q((X)), cest-
a-dire que toutes les racines des polynémes Py, ..., Py sont dans Q((X)). Il
est classique (cf. [14], Ch. 9, Prop. 1.1) quon peut associer a chaque
polynéme P;, une famille finie de polynémes 4, ;, j = 1, 2, ..., |; irréductibles
dans k(X)[Y], de degré > 2 et possédant la propriété sulvante sauf pour un
nombre fini de xek, si aucun des polyndmes 4, (x, Y), ..., 4;,(x, Y) n'a de
racines dans k, alors le polynéme P;(x, Y) est irréductible dans k[Y]. De
plus, sous '’hypothése faite sur les polynémes P;, on peut demander a ces
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polynémes A, ; d’avoir une racine dans Q( X)): les A, ; apparaissent en effet
(cf. dem. de la prop. 1.1 du Ch. 9 de [14]) comme les polynomes minimaux
de fonctions polynomiales des racines des P;.

D’autre part, un autre argument classique (cf. [14], Ch. 9, prop. 3.3)
permet de se ramener a la situation k = Q. Compte tenu de ces remarques, il
suffit, pour démontrer le théoréme 4 dans le cas considéré, de prouver le
théoréme 4 bis ci-dessous.

THEOREME 4 bis. Soient A, A,, ..., A; | polynomes irréductibles dans
Q(X)[Y], de degré > 2, et possédant une racine dans Q((X)). Alors pour toute
partie finie S de My, il existe un nombre rationnel b tel que

(a) |bl, <1 pour tout v dans S,

(b) Pour m suffisamment grand (supérieur & un entier m, ne dépendant que
de A, ..., A, et de S), aucun des polynomes A,(b™, Y), ..., A;(b™, Y) n'a de
racines dans Q.

On va déduire le théoréme 4 bis de la proposition suivante.

PRrOPOSITION 2. Soit A un polynome irréductible dans Q(X)[Y], de degré

> 2 et possédant une racine ¥ dans Q((X)). On note K le corps engendré par
Q et les coefficients de la série de Laurent %. Soit ¢ un nombre rationnel non
nul. Si Tune des deux hypothéses suivantes est vérifiée

(@) [K:Q] <degyA et || #1,

(b) [K:Q] = 2 et il existe un nombre premier p vérifiant min d¥ > 2 et tel
veMg
que |&|, <1, olp

alors, pour m suffisamment grand (supérieur a un entier m, ne dépendant que de
A et de &), le polynome A(E™, Y) na pas de racines dans Q.
Démonstration de la proposition 2. Soient m > 0 un entier et Q
un diviseur dans Q[Y] de degré non nul du polynéme A (&™, Y); il s'agit de
montrer que pour m assez grand, on a degQ > 1. D’aprés la proposition 1 si
m est sup€rieur a un entier m,, qui ne dépend que de A et de ¢, alors il existe
une partie S(Q) de I'ensemble M, (&) telle que
1 degQ
B dy lo glClu+-~—7‘(C)
[K:Q] .,e;(m degy 4
Dans le cas présent, ¢ est un nombre rationnel; la relation précédente s’écrit
donc

1 deg Q0
.y xS )10 &, =0
2 (@ IZQ degy 4 ) 281

Comme les nombres log|é,, ou w décrit Mgy(&), sont Q-linéairement
indépendants, on obtient que pour toute place w dans M y(¢) et pour m > m,
1 5 = degQ
[K:Q] veS(0) ’ degy A

G-fonctions et théoréme dirreductibilite de Hilbert 399

et donc, puisque degQ 0

gY K
min d, .
[K: Q] vemg

vlw

degQ > ———

On en déduit facilement le résultat annoncé. (Pour (b), il suffit d’utiliser
I'inégalité¢ [K: Q] < degy 4.

Pour pouvoir conclure que I'on est toujours dans l'une des deux
hypothéses de la proposition 2, on utilise un lemme de Hasse ([16], II. 23,
Lemme, p. 192) disant qu'un polynéme dans Z [X] de degré > 2, admettant
une racine modulo p pour tous les nombres premiers p, sauf un nombre fini,
est nécessairement réductible dans Q[X]. En termes de corps, cela signifie
que dans tout corps de nombres K distinct de @, il existe une infinit¢ de

nombres premiers p tels que min df > 2.
veMg
vlp

La démonstration du théoréme 4 bis est maintenant claire. D’aprés ce
qui précéde, on peut associer a chacun des polyndomes 4;, i=1,2,..., 1 un
nombre premier p; vérifiant pour tout nombre rationnel ¢ non nul,
€], <1=>Le polynéme A;(¢™ Y) ma pas de racines dans Q@ pour m
assez grand.

(Noter que, sous I'hypothése (a), n'importe quel nombre premier p;

convient.)

11 suffit alors de prendre pour b une puissance assez grande du nombre
b, défini par

bo = ( HP. (ITp) si w¢S,
peS
(H p)([] p) st €S
peS
p#x
ou p, est un nombre premier distinct des p;, i =1, ..., | et des p dans §, et

choisi suffisamment grand pour que b, < 1. Ceci termine la démonstration
du théoréme 4 dans le cas ou les polynémes P,,..., Py sont tous
totalement décomposés dans Q ((X)).

Revenons maintenant au cas général. Notons pour i =1, 2, ..., N, f(P)
le plus petit entier f tel que le polynome P;(X’, Y) soit totalement
décomposé dans Q((X )); lexistence de f(P;) est assurée par le théoréme de
Puiseux (cf. [9], Ch. III, § 1.6). On est tenté de se ramener au cas précédent

en considérant les polynomes P,-(X‘“P ), Y), mais il peut arriver que 'un de
ces polynémes soit réductible dans k(X)[Y] (Penser a P, = Y?—X.) Pour
lever cette difficulté, on utilise la proposition suivante.

PROPOSITION 3. Soient P un polynéme irréductible dans k(X)[Y] et f> 1
un entier. Soit P(X’, Y) =11, ... II, une décomposition du polynome P(X’, Y)
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en polynémes irréductibles dans E(X )LY]. On note Lle corps engendré par k
et les coefficients des polynomes I1;,i =1, 2, ..., r. Soit enfin o un élément non
nul de k tel que le polynome T/ —a soit irréductible dans L[T]. Alors, le
polynéme P(aX’, Y) est irréductible dans k(X)[Y].

Démonstration. Soit f un nombre algébrique tel que p/ =a. Les
polynémes I,, ..., I1, étant irréductibles dansa(X ) [Y], une décomposition du
polynéme P(xX”, Y) en irréductibles de E(X)[Y] est donnée par

PX’,Y)=H,BX,Y)x ... xIT,(BX, Y).

Si P(xX’, Y)=QR avec Q, R dans k(X)[Y], on a donc nécessairement
a un facteur prés dans k(X)

0=0Q,(BX,Y) e R=R;(fX,Y) avec Q,,R, dans L(X)[Y].

Par hypothése, le polynome T/ —a est irréductible dans L[T]; en
particulier, pour j entier, §/ n’appartient a Lque si j est dans l'idéal fZ; Q et
R étant a coefficients dans k = L, Q, et R, sont nécessairement de la forme

0:=0:(X/,Y) et R,=R,(X/,Y) avec Q,, R, dans L(X)[Y].
On a donc

4) 0=0,0@X’,Y), R=R,@@X,Y).

De P(aX”/, Y) = QR, on déduit maintenant que P = Q, R,; or d’aprés (4), les
polyndmes Q, et R, appartiennent & k(X)[Y]. Lirréductibilit¢é de P dans
k(X)[Y] impose que, ou bien Q, ou bien R,, et donc, ou bien Q ou bien R
soit de degré nul. =

Ce résultat étant acquis, terminons la démonstration du théoréme 4. On
éerit pouri =1, 2, ..., N, P,(X"" v) = IT;,y x ... xII;, une décomposition

du polynéme P(X’"”, Y) en polynémes irréductibles dans Q (X)[ Y]. Notons

L; le corps engendré par k et les coefficients des polyndmes I ;,
j=1,2,...,ret L=L, ... Ly le corps engendré par les L;,, i =1, 2, ..., N.
On choisit ensuite o un élément non nul dy corps k tel que pour

i=1,2,..., N, le polynéme T'" —u soit irréductible dans L[T]: on peut
prendre par exemple pour @ un nombre premier impair qui ne divise pas le
discriminant du corps de nombres L; lirréductibilit¢ dans L[T] des

polynomes T —q résulte alors du théoréme de Capelli ([16], 1. 13, Th. 21).
On considére alors les polynémes P;,, définis par

P, = P,aXx’* Y) pour i=1,2,...,N.

Ces polynomes sont, comme les polynomes P(XI(P"’, Y), totalement

décomposés dans a((X)); mais d’aprés la proposition 3, eux sont
irréductibles dans k(X)[Y].
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N
D’aprés le premier cas, I'ensemble Hp. , contient une progression
P,,,.k

i=1

géométrique (B™),.», avec B dans k vérifiant |f], <1 pour tout v dans S.
Posons a=xa et b= B/ ou f est le p.p.c.m. des nombres f(P,), ..., f(Py);
alors il est clair que la progression géométrique (ab™),», satisfait la
conclusion du théoréme 4.

Enfin, il reste 4 voir que l'on peut prendre a=1 si chacun des
polynémes P; posséde une racine #; dans Q ((X)). Pour cela, on se raméne
également au cas totalement décomposé, mais en raisonnant cette fois sur les

lynémes P; Xf(Pi), Y) qui, sous ’hypothése considérée, et contrairement au
poly q po

cas général, sont nécessairement irréductibles dans k(X)[Y]. En effet, on voit
facilement que, pour i=1,2,..., N, on a

[k (X7F0, @, (X7): k(X7 N] = degy P,
[k(X): k(X7 =1 (P),
[k(X, %, (X""):k (X7, %X )] = (P).

On déduit alors du diagramme suivant

k(X.%(X’w]))\
k(X) k(X”P/’, %(X”P’,”
\k(xllpi))/

que
(P})

[k(X, #;(X"""):k(X)] = degy P;
ce qui signifie que Pi(Xf(P‘), Y) est irréductible dans k(X)[Y]. =
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