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Sur une certaine alternative non-linéaire
en analyse convexe

par
PAUL DEGUIRE et ANDRZEJ GRANAS (Montréal)

Dédié a la mémoire de Stanislaw Mazur

Abstract. In this note, using the Principle of the KKM-maps, we establish an alternative,
formulated in terms of convex analysis, which has several useful consequences in the theory of
variational inegualities and contains as a special case the well-known theorems of Sion-von
Neumann and Ky Fan-Nash.

§ 1. Introduction. Le théoréme de Ky Fan connu sous le nom de
“Principe des applications KKM” joue un role fondamental dans le
traitement de plusieurs problémes non-linéaires (voir Ky Fan [9], Granas
[14]). Nous nous proposons dans cette Note d’établir a laide de ce théoréme
une certaine alternative (Théoréme 1) exprimée en langage d’analyse convexe
et qui généralise notre résultat récent paru dans [2]. En § 3 nous donnons
quelques conséquences directes de cette alternative, en déduisant les résultats
bien connus suivants: (i) Inégalité de Minimax de Ky Fan (voir [12], [8]), (ii)
une version générale du Principe de Minimax de von Neumann due a Sion
(voir [243, [25]), (iii) Théoréme de Ky Fan sur les équilibres de Nash (voir
[23], [11]) et (iv) Théoréme de Hartman-Stampacchia dans la théorie des
inéquations variationnelles (voir [17]). En § 4, nous donnons une
généralisation d’'un théoréme de minimax de Ky Fan de [10] et en § 5 les
formulations géométriques de résultats analytiques. Les auteurs sont
reconnaissants 4 M. H. Ben-El-Mechaiekh pour des discussions fructueuses.

Soit I': X — 2F une application multivoque définie sur un sous-ensemble
non-vide X d’un espace linéaire topologique E (*). On dit que I' est une
application KKM si pour chaque ensemble fini {x{,...,%}<=X on a

k

conv {X;, X3, ..., %} = U I'x;, Nous partirons du résultat suivant de Ky
i=1

(!) Dans cette Note nous suivons la terminologie de Berge [4]. Signalons que tous les
espaces topologiques ‘sont supposés séparés; par un convexe on d un sous bl
convexe d’un espace linéaire topologique.
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Fan, qui généralise un ancien théoréme bien connu de Knaster- -Kuratowski-
Mazurkiewicz [19] et qui nous servira dans la preuve du théoréme
principal (3).

PRINCIPE DES APPLICATIONS KKM. Soient X un sous-ensemble non-vide
d’un espace linéaire topologique et I': X — 2% une application KKM telle que
I'x est compact pour tout xeX. Alors lintersection (\{I'x| xe X| nest pas
vide.

§ 2. Théoréme principal. Soit (P, <) un ensemble ordonné quelconque.
Une fonction ¢: X — P d'un espace topologique X dans P sera dite semi-
continue inférieurement (resp. semi-continue supérieurement) sur X si pour tout
ieP, {xe X| @(x)> A} (resp. {xe X] @(x) <A}) est ouvert dans X. Dans le
cas ol X est une partie convexe d’un espace linéaire topologique, I' sera dit
quasi-concave (resp. quasi-convexe) sur X si quel que soit AeP,
{xeX| o(x) > A} (resp. {xe X| p(x) < 4}) est convexe.

Notons tout d’abord que, étant donnés n ensembles ordonnés Py, ..., P,
et n fonctions ¢;: X;— P, semi-continues inférieurement (resp. quasi-

" n
o: [1 Xi—» ] P donnée par {x;}i<;

i=1 i=1
— {@;(x)}=, est aussi semi-continue inférieurement (resp. quasi-concave),

Nous sommes maintenant en mesure de formuler notre résultat
principal:

THEOREME 1. Soient X convexe compact non-vide, (P, <) un ensemble
ordonné et ¢, y: X x X — P deux fonctions telles que:

) @(x, y) <y(x,y) pour tout (x,y)eX xX;

(i) x >y (x, y) est quasi-concave sur X pour tout ye X,

(iif) y — @(x, y) est semi-continue inférieurement sur X pour tout xe X.
Alors pour chaque AeP on a Talternative suivante:

1°. Il existe yoeX tel que Tinéquation @(x, yo) > A nadmet aucune
solution x dans X,

ou bien

. 1l existe we X tel que Y(w, w) > A.

Preuve. Fixons arbitrairement 1e P et définissons deux applications
multivoques I', A: X — 2¥ en posant I'x = X\Ax, Ax = {z& X| ¢ (x, z) > A}

pour tout xeX. Par (iii) A est ouvert.et donc I'x est compact pour tout
xeX.

Cela étant, examinons successivement deux possibilités suivantes:

concaves) la fonction produit

(%) Pour plus de détails, le lecteur pourra se reporter aux travaux de Dugundji-Granas [6],
Gv?i:.meri[w], Mosco [22]; pour les applications et extensions diverses de ce résultat, voir
Brézis-Nirenberg-Stampacchia [5], Ky Fan [13], Lassonde [20], Horvath [18].
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(a) I' n'est pas une application KKM: dans ce cas il existe (par

n
définition) une combinaison convexe w= Y Ax, de certains
i=1

x,e X tel que
n n
weX\U I'x; = () Ax;.
=1

i=1

Xiu X2y een,

On voit par la définition de 4 que

A<e(, w)<y(x,w) pourtout i=1,2,...,n
et par conséquent en utilisant (ii)
V(3 Aixi, wy=1(w, w) > 4;
i=1

on conclut que dans le cas (a) la propriété 2° est vérifiée.

(b) I' est une application KKM: Par le Principe des applications KK M,
ceci implique que (\{I'x| xeX}# @ et donc A ne pourrait pas étre
surjective; on conclut que pour un certain yoe X lensemble A™!
= {xe X| ¢(x, yo) >4} doit etre vide; donc, dans le cas (b), la propnete 1"
est vérifiée.

La démonstration du théoréme est complétement terminée.

§ 3. Quelques applications. Nous donnons maintenant, a titre d’exemples,

quelques conséquences intéressantes du Théoréme 1, en déduisant de facon
directe et simple quatre résultats bien connus.

a) Principe de Minimax de Ky Fan.
CoroLLAIRE 1 (Ky Fan). Soient X un convexe compact non-vide et
@: X XX — R une fonction numérique telle que:
(i) x = @(x, y) est quasi-concave sur X, pour tout ye X;
(ii) v — @(x, ¥) est semi-continue inférieurement sur X pour tout xe X.
Alors:
(A)  Pour chaque Ae R, au moins Pun des énoncés suivants est vrai:
' 1°. Il existe yoe X tel que @(x, yo) € A pour chaque xe X,
2, 1l existe we X tel que @(w, w) > A
(B)  Nous avons Tinégalité suivante:
inf supp(x, y) <

sup @ (x, x).
yeX xeX xeX

Preuve. (A) découle immédiatement du Théoréme si on pose P = R et
@ =y; en prenant. A-—sup(p(x x), qu'on - suppose <+ oo, linégalité de
minimax est une consequence directe de (A).

/
3 — Studia Mathematica LXXXIIL2
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Remarque 1. Rappelons que Corollaire 1 est tout a fait‘ fondamenta}: il
peut servir dans bien des problémes. Indiquons, a titre d’gxqmp_leS,
quelques domaines d'applications importants: (a) S}fstémes des megalués
(Théorémes de Ky Fan, Kneser et Nikaido; applications 3 la théong des
matrices et opérateurs bistochastiques: Théoréme de Markoff-Kakutani); (b)
Minimisation de fonctionnelles convexes (Théorémes de Mazur-Schauder et
Nikodym); (c) Inéquations variationnelles (Théoréme de Stampacchia pour les
formes bilinéaires coercives dans un espace de Hilbert; Théorémes de Lax-
Milgram et F. Riesz); (d) Théorie des. points fixes (Théorémes de Tychonoff,
Schauder-Tychonoff, Iochvidofi-Ky Fan. Coincidences et points fixes pour
les applications multivoques sortantes et rentrantes; Théoréme de
Glicksberg-Ky Fan); (¢) Théorie des jeux (Théorémes de Gale-Nikaido-
Debreu et Arrow-Debreu-Nash); (f) Théorie du potentiel(%).

Remargue 2. En posant P = R dans le Théoréme 1, on retrouve notre
résultat récent paru dans [2]; ceci implique une généralisation de I'inégalité
de Minimax de Ky Fan due 2 Yen [28]

b) Principe de Minimax de von Neumann.

CoOROLLAIRE 2 (Sion-von Neumann). Soient X et Y deux convexes
compacts non-vides et f: X xY — R une fonction numérique telle que:

() y—f(x,y) est semi-continue inférieurement et quasi-convexe sur Y
pour tout xe X,

(i) x - f(x, y) est semi-continue supérieurement et quasi-concave sur X
pour tout yeY. ‘

Alors

(A)  Pour chaque le R, au moins Pune des propriétés suivantes est vérifiée:
1°. Il existe yeY tel que f(x, §) < A pour tout xeX;
2°. Il existe Xe X tel que f(X, y) > A pour tout yeY.

(B) Nous avons légalité:

o = min max f(x, y) = max min f'(x, y) = f.
©ye¥  xeX xeX yeY

Preuve. (A) Soit AeR; on peut supposer sans perte de généralité
que A =0.

Supposons que (A) n'est pas vérifig, cest-d-dire que pour tout
(x, y)e X x Y nous avons

(1) Ay ={xeX| f(x,5)>0}#@, Bx={yeY|f(x,y) <0] #0O.

() Pour plus de détails le lecteur consultera les ouvrages suivants: Pour (a) Ky Fan [7], [11],
Granas-Liu [15], Sakamaki-Takahashi [27]; pour (b) Dugundji-Granas [6]; pour (d) Ky Fan
[9], [12]; pour (e) Aubin [1]; pour (f) Ky Fan [12]; pour les autres applications, extensions et
références voir Ky Fan [12], [13], Brézis-Nirenberg-Stampacchia [5], Tarafdar-Thompson
[26], Yen [28], Ben-El-Mechaiekh-Deguire~Granas [2].
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Posons U = X xY, P =R? et définissons sur U x U une fonction @o: UxU
— P en posant pour tout u = (u,, uy), v =(v,, v,) dans U,
(2) (P(us U) = [f(um vy)’ '_f(vxv uy)]

Evidemment, par (i) et (i) la fonction u — @ (u, v) est quasi-concave sur U
pour tout veU et v— @(u, v) est semi-continue inférieurement sur U pour
tout ueU. En appliquant le Théoréme 1 & la fonction ¢ avec ¢ =, A
= (0, 0)e R%, on conclut que I'une des énoncés suivants est vrai:

(%) 1l existe ? = (3, ,)e U tel que linéguation
@(u, 0) = [f (s, D), —f (@, )] > 2 =(0, 0)
n'admet aucune solution u = (u,, u,)e U.
(»+) 1 existe W = (W,, W,) tel que
P, W) = [f (W, Wy), — f (B, Wy)] > 4 =(0, 0).
En supposant (x) on conclut qu'un des ensembles
Ab, = {u.e X| f (u;, 5,) >0} et Bb, = {u,eY| f(D,, u,) <0

est vide, ce qui contredit (1). En supposant («x) on obtient 0 <f (W,, w,) <0,
ce qui est absurde. La preuve de (A) est compléte.

(B) Evidemment, il suffit d’établir 'inégalité « < B. Supposons donc au
contraire qu'il existe A€ R tel que f < 4 < a et appliquons la propriété (A) du
Théoréme. S'il existe yoeY tel que f(x,yo) <4 pour tout xeX, on a
sup f(x, yo) <A et o =infsup f(x, y) <4, ce qui est absurde. S’il existe

X y x
xoeX tel que f(xo, y)=4 pour tout yeY, alors inf f(xg, y) =4 et
Yy
B=supinff(x,y) > 4, ce qui est absurde. Donc par (A) on obtient une
x y
contradiction et la preuve est compléte.
c) Equilibres de Nash. Ftant donnés n espaces topologiques non-vides
Xy, Xz ..y X, soit X =]] X, leur produit cartésien et X/ =[] X,.
=t i
Evidemment, pour chaque j=1,2,...,no0n a X = ijXj; on peut donc
écrire chaque élément xe X sous la forme
X = (x_h .}’J) =(y1’ Vas cnes YVie1s Xjp Vit oovs yn)
ol '
yj':(yl?---:yj-19.Vj+1a---’yn)er et x;€ Xj.
Soient fi, f2, ... fu n fonctions numériques, fi: X R (i=1,2,...,n)

définis sur X = [] X;. Rappelons quun &ément § =, 7,, ..., §) de X
i=1
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sappelle point d'équilibre de Nash pour le systéme | fi.f3. ..., fy} si pour
chaque j=1,2,...,nona

£;(®) = max ;s -

JEX
Nous pouvons maintenant formuler le résultat suivant établi par Ky Fan
[11].

CoroLLAIRE 2 (Ky Fan-Nash). Soient X, X3, ..., X, (n 2 2) n convexes
compacts non-vides, chacun dans un espace linéaire t()poloquue et fiotan oy
n fonctions numériques continues f;: X » R (j=1,2,...,1) satisfaisant & la
propriété suivante:

(%) pour tout j=1,2,...,

o ﬁj—-la Xjs Vj+ 19 “'nyn)'

n et tout ye X' la fonction
Xj—* f}(xj, )’j)

est quasi-concave sur X;.

Alors le systéme | fy,fa, ..., fo} admet un point déquilibre de Nash.
Preuve. Pour chaque j =1, 2, ..., n définissons une fonction continue

g;: X - R par

max fj(z;, ),

z]-er

la continuit¢ de g; découle de la continuité uniforme de f; sur X.

Considérons la famille décroissante des ensembles compacts (possiblement
vides) {S,| ¢> 0} ou

g =g, ¥) = yeX;

(%) S, ={yeX| i(M-g;0)+e20, j=1,2,...,n}
Bvidemment, si j = (91, 2, ..., )eS =[S, >0, on a pour tout j
=1,2,...,nete>0

f}(yl’ ey yn)>

max f; (Fy, ...
zjsz

s Pyt Zjs Fitroons Pu)—e8,

d’otr

./;'(J?Ia very an) ”‘maxfj(ylv .

ZJEv
c’est-a-dire j est un point d’équilibre de Nash pour le systéme {f, ..., f,-
Par conséquent, pour terminer la preuve du théoréme il suffit de montrer que
chaque ensemble S, est non-vide.
Donnons-nous alors un nombre posmf ¢ nous allons montrer que

S, # @. Tout dabord, pour tout j=1, 2,..., n définissons une fonction
continue ¢;: X — R par

tre 5;]“1’2]* ﬁj+lv ey .)7n)3

(%) @; () =f,(0)~g;(N+e¢

Notons que les fonctions ¢,, ¢,, .

pour tout ye X,

..y @, vérifient les deux propriétés suivantes:

icm

P

Sur une alternative non-linéuire 13

(i) pour tout e X’ la fonction
=fi(y;, ¥)—max f;(z;, P+e

ZjEXi

Vi @; (v ¥)

est quasi-concave;
(ii) pour tout y'e X’ il existe un point x;e X; tel que ¢;(x;, y/) > 0.
En effet, la propriété (i) découle de (x) et la propriété (ii) est évidente.
En second lieu, définissons sur X x X une fonction ¢: X xX - P 4

valeurs dans P =R" en posant pour tout X =(X;, Xz, ..., X)), ¥
=(y1, V25 -, Ya) de X
(p(x, y) = [(pl (xli yl), ¢2(X21 yz)v v wn(xm yn)]:

notons que la fonction x — ¢(x, ), en vertu de (i), est quasi-concave sur X
pour tout ye X et y— ¢(x, y) est semi-continue inférieurement sur X pour
tout xeX. D’aprés le Théoréme 1 (appliqué a la fonction ¢ = avec 4
=(0,0,...,0) l’une des propriétés suivantes est satisfaite:

(iii) 1] existe ¥ = (§1, P2, -.-» Pu)€ X tel que Tinéquation
s @u(X N1 > 4

@(x, §) = [1 (%1, 5", @2(x2, 7). ..

nadmet aucune solution x = (x4, X3, ..., X)€X;
(iv) il existe X = (%, X3, ..., X)e X tel que
(%, 2) = [0 (%), p2(5), ..., @(B)] > 4.

n en appliquant (ii) au point j on
., X,) on voit

Pour chacun des indices j=1, 2, ...,
trouve un %; tel que @;(%;, ) > 0. En posant X = (%, X, ..
que @(%, §) > 4, ce qui contredit (iii).

Nous avons ainsi la propriété (iv), c'est-a-dire

@;(®) =f;(D)—g;(H+e>0

pour tout j=1,2, ..., n; ceci implique XeS, et la preuve est compléte,

d) Inéquations variationnelles; Théoréme de Hartman-Stampacchia.
Soient E un espace de Banach réflexif, E' son dual, ( , ) le produit de dualité
sur E'xE et X un sous-ensemble convexe de E. Rappelons gqu’une
application f: X — E’ est monotone si (f (), y—x) = (f (x), y—x) pour tout
x,yeX; f: X— E' est hémicontinue si pour tout x,yeX Fapplication
r—>(f( —t(y—x)), y—x) de [0, 1] dans R est continue en 0.

CoRrOLLAIRE 4 (Hartman-Stampacchia). Soient X convexe fermé borné de
E et f: X — E' une application monotone hémicontinue. Alors il existe yoe X
tel que:

(f(yo), Yo—x) <0 pour tout xeX.
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Preuve. Munissons d’abord X de la topologie faible; par réflexivité
de E, X est compact. Définissons sur X x X deux fonctions numériques
@,¥: X xX— R en posant pour tout x, ye X:

@(x, y) =(f(x), y—x), Wx ) =(l0)y—x).

Par monotonicité, nous avons ¢(x, y) < ¥(x, y) pour tout x, ye X. De
plus, T'application x — (x, y) est quasi-concave sur X pour chaque ye X
et y— ¢ (x,y) est sci. sur X pour tout xeX. Par le Théoréme 1 avec
P=R, A=0, il existe yoe X tel que:

) (f(2), yo—2) <0

Cela étant, donnons-nous un point xe X et posons z = yy,—1I(yo—x) ol
te(0,1]. De (), nous avons (f(yo—t(yo—x)), yo—x)<0; donc par
I’hémicontinuité de f nous obtenons en passant 4 la limite quand t— 0,
(fo), yo—x) < 0. La prenve est compléte.

pour tout ze X.

§ 4. Une généralisation du Théoréme de Minimax de Ky Fan. La méthode
de démonstration des Corollaires 2 et 3 nous suggére une extension possible

du théoréme de minimax de Ky Fan établi dans [10]. On a effectivement le
résultat suivant:

TutoreME 2. Soit (P, <) un ensemble ordonné quelconque et
/1.1, A2y -, A€ P. Soient X{, X,, ..., X, (n>2) n convexes compacts non-
vides, chacun dans un espace linéaire topologique et fi, 12, ..., fir G1, G2+ ++ ey Gn

n
2n fonctions de X = [[ X; dans P satisfaisant aux propriétés suivantes:

i=1
(@) fi(x) < gi(x) pour tout i=1,2,...,n et xeX;
(b) pour tout j=1,2,...,n et x;eX; la fonction
yj_’fj(xj’ .Vj) =ﬁ(}’1, oy Yimts Xjs Vid 1 vees Vo)
est semi-continue inférieurement sur X;

(©) pour tout j=1,2,...,n et (V15 Y25 ooos Yyt Viwts

J
Jfonction ooy J’n)éx la

xj*"gj(xja W)= gj(}’p Vas voes Yimts Xps Vywts ooen V)
est quasi-concave sur. X?; .

(d) pour tout j=1, 2 n et tout point y' ¢ il exi
: 22y, ! t Ve X7l existe un xFe X, tel
que f;(xt, ¥) > 1. Teki

lz:izlors il existe W= (%, %,, ..., %) X tel que g:(W) > 4 pour tout i
=1,2,...,n

. N 14
Preuve. Soient P; =P et P = [] P, Définissons tout d’abord sur
i=1
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X x X deux fonctions @, W: X x X — P a valeurs dans P en posant pour tout
u =(x1a Xy veey xn) et v= (yli Y2y -ees yn) dans Xg

q;(u, v) = [fl.(xla yl): Jf2(x2, yz), ---af;l(xm )’")],

l//(u, U) = [gl(xla y1)$ gZ(xZ’ yz): ey gn(xm yn)]
Par (a) on a ¢(u, v) < ¥ (u, v) pour chaque (u, v)e X x X; par (b} et (c) on
a que 1 — Y (u, v) est quasi-concave sur X pour chaque veX et v—> ¢@(u, v)
est semi-continue inférieurement sur X pour chaque ueX. Cela étant,
nous pouvons maintenant appliquer le Théoréme 1 aux fonctions ¢ et ¥
avec A = (4, 43, ..., A€ B. D’aprés le théoréme I'un des énoncés suivants est
vérifié: .
(*) 11 existe § = (Jy, Fa2,--» Ju) tel que Tinéquation

o, 0)>1

n’admet aucune solution u = (x;, X3; ..., XJ€X.

(+x) Il existe W = (%4, %3, ..., X)X tel que
Y OB, W) = [g; (Rrs -5 Bads 92(Z1s o5 Zads o oos Gn(Fss cey X1 > AL

Supposons que la propriété (+) soit satisfaite. Pour chacun des indices
j=1,2,...,n on applique la condition (d) du théoréme au point
(Fis --os Pi=1> Jj410 ---» Ju) €t on trouve un x¥e X; tel que

SiP1s P2y eves Pim1s XFy Firts oees Vo) > 4.

En vertu des définitions on obtient pour le point @ = (x}, x%,..., xNeX
Iinégalité ¢(#, 0) > A, ce qui contredit (x). Nous avons donc établi la
propriété (#); elle est évidemment équivalente a I'énoncé du théoréme et la
preuve est compléte.

Remarque 1. En prenant dans le Théoréme 2, f; = g;» on retrouve le
théoréme de Ky Fan [10].

A Taide du Théoréme 2 nous déduisons maintenant une généralisation
suivante du Principe de Minimax de von Neumann:

COROLLAIRE 5 (voir [3]). Soient X, et X, deux convexes compacts non-
vides et f,s,t,g: X1 xXo— R quatre fonctions numériques telles que:

@) fCxss %) < (%1, X5) S t(xy, X2) S g(xy, X) pour  tout (¥, X3)€
eXy x X33 :

(i) x, — f(xy, Xz) est semi-continue inférieurement sur X, pour tout
xeX;;

(iii) x, — s(xy, x3) est quasi-concave sur X, pour tout x,€ X,

(iv) x5 — t(xy, X3) est quasi-convexe sur X, pour tout x;€Xy;

(V) x; = g(xy, x3) est semi-continue supérieurement sur X; pour tout
xeX,.
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Alors:

(A)  Pour chaque AeR, au moins Fun des énoncés suivants est vrai:
1°. Il existe X,e X, tel que f(x,, X3) € A pour tout x € X ;
2, Il existe %€ Xy tel que g(%,, X;) = A pour tout x;eX,.
(B)  Nous avons Tinégalité suivante:
inf sup f (xy, x5} < sup infy(x, x3).
X2 X X1 X
Preuve. (A). Soit A€ R; on peut supposer sans perte de généralité que A
= 0. Posons X = X x X, et définissons sur X quatre fonctions numériques
11512, 91, g2 en posant pour tout (x;, x,)e X; x X,

Si(xg, x3) =f (x4, %3),  fa(xy, Xg) = —~g(xy, X3),
g1 (Xgs X2) = 5(xy, Xa2), g2 (Xg, X3) = —1(Xy, X3).

En vertu de (i) nous avons évidemment fi(x, x;) < g;(xy, X;) pour tout
(1. X2)e X xX, et i=1,2. Par (i) et (v) on conclut que pour chaque
»n e‘X1 (resp. y,€X,) la fonction x; — f; (v, X3) (resp. x, - f5(x,, y5)) est
semi-continue inférieurement sur X, (resp. X,). De la méme facon on vérifie
que la propriété (c) découle de (iii).

Supposons que (A) n'est pas vérifiee. On ¢ :
o art g e ) e p n conclut que pour chaque

Axy = Py e Xy f(xg, %)) > 0} = {x, e Xy] £ (¥, x5) > O} # O,
Bx; = {x2€ X3 g(x1, %;) <0} = {X2€ X,| fo(x1, %3) > O} # @,

c’est-a-dire Ia' conﬂdition (d) du Théoréme 2 est satisfaite. Par conséquent on
tiouve un gomt £ =(%, x‘z)e Xi x X, tel que gy (%) = s(%;, £,) > 0 et g,(X)
E —t(%,, X;) > 0; on obtxent.t(fl, %3) <0 <3(%,, X,), ce qui ést absurde.
n supposant que (A) métait pas rempli, nous sommes arrivés A une
contradlctan. Par conséquent, la preuve de (A) est compléte. La
démonstration ‘de (B) est strictement analogue a celle de I'implication
(A)=>(B) dans la preuve .du Corollaire 2.
) IRematq.ue 2. Ngtqns que dans le cas f=s, g=1t on retrouve le
résultat de Liu [217; si f=s=t=g, on retrouve le Corollaire 2.
The R‘emarq ue 3.' N?us laissons au lecteur le soin de démontrer, a aide du
oréme 2, le théoréme sur les équilibres de Nash (Corollaire 3).
§ 5. Formulation géométrique. Le résultat suj
85 ’ ivant r
geométrique du Théoréme 2; eprésente une forme
o z;:téonma'd& Soient X, X,,...,X, (0122 n ensembles convexes
pacts non-vides, chacun dans un espace linéaire topologique. Soient (A},

it

i

{BA\? on .
Bi}i=1 21 sous-ensembles du produit X = I’I X, ayant les propriétés suivantes:
i=1
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(a) A, = B; pour tout i=1,2,...,m
(b) pour tout j=1,2,...,n et pour tout x;€X; Pensemble

{ye ¢/ (B J’I)EAJ}

est ouvert dans X',
(c) pour tout j=1,2,...,n et pour tout point y'e X' lensemble

{ij Xj' (xj, yj)EBl}
est convexe non-vide,

n
Alors Tintersection () By est non-vide,
i=1

Preuve. On obtient I'énoncé du théoréme en appliquant le Théoréme 2
aux fonctions caractéristiques des ensembles {4;}, [B;].
Le théoréme de point fixe suivant établi dans notre note [2] représente
la formulation géométrique du Théoréme 1.
COROLLAIRE 6. Soient X' un convexe compact non-vide et A: X — 2% une
application multivoque satisfaisant aux conditions suivantes:
(iy A™'y est convexe pour tout yeX;
(ii) il existe une application B: X —2* telle que:
(a) Bx = Ax pour tout xe X;
(b) B™'y#0 pour tout yeX;
(c) Bx est ouvert pour tout xe X.
Alors il existe we X tel que we Aw.
Preuve. On obtient le Corollaire 6 en appliquant le Théoréme 1 aux
fonctions ¢, Y: X x X — R définies pour tout (x,)e X xX par

1 si yeAdx,

1 si yeBx,
v, y)"%O si y¢Ax.

lx, y):)[O si y¢Bx,
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The size of sums of sets
by
DANIEL M. OBERLIN* (Tallahassee, FL)

» Abstract. Lower bounds are obtained for thé Haar measure of the set K+ E when K and
E are suitable subsets of a locally compact abelian group. ‘

Let G be a locally compact abelian group with Haar measure m.
Suppose that K and E are measurable subsets of G such that the sum set
K+E = {k+e: keK, ecE} is also measurable. What can one say about
m(K + E)? The papers [1], [2], [3], and 2 substantial portion of the book [4]
are concerned with various aspects of this question. Here we are interested in
inequalities which give a lower bound for m(K +E). One example of such an
inequality is the following theorem, a corollary of Theorem 2.2 in [4].

TreoreM A. If G is a torus group R'/Z" for some positive integer n, and if
m(K)+m(E) < m(G), then

m(K)+m(E) < m(K+E).

This satisfying inequality provides nontrivial information when both
m(K) and m(E) are positive. But what can one say if, for example, m(K) = 0?
Here the situation has a somewhat different flavor which is typified by the
next theorem if m(K—K) # 0.

Tueorem B. Suppose K and E are subsets of the locally compact abelian
group G with K compact, E and K +E measurable. Then

*

J/m(K~K)ym(E) < m(K +E).

Theoremm B is essentially Proposition 4 below in the case n = 2, ir: which
case the constant & is easily checked to be m(K;—K,). Theorem B
generalizes and explains the result in [5].

The purpose of this paper, then, is to investigate the existence of
inequalities of the form

(n e-m(E)f < m(K+ E)
holding for some fixed subset K < G, for some Be(0, 1) and ¢ > 0 depending

* Partially supported by the National Science Foundation,
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