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Théorémes de densité dans F,[X]
par

Mireitie Car (Marseille)

Introduction. Soit F, le corps fini 4 ¢ éléments. Soit % l'ensemble des
polyndmes unitaires de Panneau F,[X]. Seit / un ensemble de polynémes
irréductibles unitaires de F,[X] et % (I) l'ensemble des polyndmes de # dont
tous les facteurs irréductibles sont dans I. Soit a(n, [) le nombre de
polyndmes de degré n de #(I). Dans [6] on démontre que lorsque I'ensemble
I vérifie certaines conditions de régularité, on a une estimation asymptotique
du nombre a(n, I). Ces conditions de régularité sont par exemple réalisées
torsque I est 'ensemble des polyndmes irréductibles de degré congru a r
modulo un entier &. Nous imposons maintenant des conditions de régularité
d’un autre type. L'ensemble [ sera I'ensemble des polyndmes irréductibles de
degré au plus 4 (ou au moins d). Nous obtenons des résultats analogues aux
résultats connus sur les nombres W(x,y), resp. ®(x,y) dentiers n < x
n'ayant aucun facteur premier p >y, resp. p<y. On trouvera une
démonstration de ces résultats dans [7], [3], [4], [2]. L’estimation des
nombres a(n, I) sexprimera i Paide de la fonction ¢ de Dickman [7], [1], et
de la fonction @ de Buchstab [5]. Nous étudierons les nombres a(n, I)
Torsque I est Pun des deux ensembles suivants:

ensemble dcs polyndmes 1rreduct1bles de degré inférieur 4 un nombre y
donné,

ensemble des polyndmes irréductibles de degré supérieur 3@ un nombre y
donné.

Nous indiquerons sans démonstration les résultats que I'on peut obtenir
lorsque I est P'ensemble des polynémes irréductibles de degré appartenant 3
un intervalle (x,y) donné ou lorsque I est le complémentaire d'un tel
ensemble et une généralisation possible de certains résultats.

Y. Notations et conventions. On désigne par %, Iensemble des polyndmes
unitaires de degré n de F,[X]. Remarquons que

{1.1) Card(%,) = q
Cn note If, le nombre de polyndmes irréductibles appartenant & #,. On a la

4 - Actn Arithmetica XLVIIL2
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relation )
(12) M=ntq-e avec 0<e<2n774"

relation dont on peut trouver une démonstration élémentaire dans [9].

Nous ne nous intéressons qu'aux polyndmes unitaires de F,[X]. Dans
ce qui suit le mot polyndme désignera toujours un polyndme unitaire de
F,[X]. Si P est un diviseur irréductible du polyndme H nous dirons
simplement que P est facteur de H et le mot facteur ne sera utilisé que dans
ce sens et désignera toujours un facteur unitaire.

On désigne par A(n, x]), resp. A, x[), resp. A(n, [x}, resp. A(n, 1x)
I'ensemble %, N %(I) lorsque I est Pensemble des polyndmes irréductibles de
degré < x, resp. < X, resp. 2 X, Tesp. > X. On désigne par 4 (n, [x, y1), resp.
Aln, [x, yD, resp. -A(n, Ix, y]), resp. “A(n, Ix, y[) Tensemble %, AT
lorsque I est lensemble des polynomes irréductibles dont le degré appartient
a lintervatle [x, y], resp. [x, y[, resp. ]x, v}, resp. Ix, y[.

Le symbole {x désignera 'un ou Tautre des symboles [x ou Ix; le
symbole y} désignera Pun ou Pautre des symboles y] ou yf.

Le nombre d’éléments de I'ensemble A(n, ") sera noté a(n, *).

On désigne par B(n, {x, y}) Tensemble %,N w1y lorsque I est
Pensemble des polyndmes irréductibles de degré nappartemant pas 4
Tintervalle {x, y} et par b(n, {x, y}) le nombre d’éléments de cet ensemble.

Remarquons gue 51 x mest pas entier, les nombres a(n, x]) et a(n, xD
d’une part, et les nombres afn, ]x) et a(n, [x) d’autre part, sont égaux.

Nous conviendrons que toute somme :

24
) jed
oil I'ensemble J est vide est nulle.

Si une fonction réelle de variable réelle admet en un point x une dérivee
a gauche, resp. & droite, cette dérivée sera notée f'{x_.), resp. f'(x4).

Lorsqu'il n'y a pas d'indication supplémentaire, les constantes impli-
quées par Jes symboles O ou € ne dépendent que de g ou sont absolues.

I1. Les nombres a(n, x}).

11.1. Quelques cas particuliers. Tout d’'abord, on remarque gue
a{n,xf) =0 si x<1.

a(m, x) =0 s x<l1,

ProposiTion 111, (1} Soit un nombre réel xe[1, 2[. Alors, pour toul. entier
nzl ona
_{n+q- 0!

(IL1) aln, xJ) = (g—-1)In!’

icm
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et, pour n tendant vers + oo, on 4

’q~1 .
(11.2) a(n, x]) = — (1+o (1 .
(g—1)! n
(2) Soit un nombre réel xe]i, 2]. Alors, pour tout entier nz 1, on a
(IL.3) aln, x[) = (n+gq~1)!
(g—Dint’

et, pour n tendant vers + o0, on a

n? 1
(qmi)!(l“’"o(“ﬁ))'

Démonstratien. On note que dans le premier cas a(n, xI) = a{n, 1])

e,t que dans le deuxiéme cas a(n, x[) = a(n, 1]). Or Fensemble A(n, 1]) est
I'ensemble des produits

(IL4) a(n, x[) =

[(x-p™
bEFq
tels que
@ m=z0, Y m=mn,

bqu

et le nombre a(n, 17) est égal au nombre de solutions (n,),.r de 'équation (i)
1 H 4 -
C'est donc le coefficient de =" dans le développement en série de la fonction
zi(1—2)79,
Par suite,

_{nt+g—1)!
ain, 17 —m:

et les relations (I1.1) et (I1.3) s'en déduisent. On obtient | imati
ation . . es estimations (II.
et (11.4) a l'aide de la formule de Stirling. rons (112

Cette proposition nous permettra de limiter par la suite I'étude des
nombres a(n, x}) aux nombres x = 2.

I'I.Z. I:a fom’:tion ¢ de Dickmann. La fonction ¢ de Dickman est une
fonction réelle définie sur [0, + oo par les conditions ' |

p(x)=1 s 0gx<]l,
(IL5) ¢ est continue en 1, dérivable sur J1, + o[,
xg'(x) = —p(x—1) s xell, +o0l.

Nous n'utiliserons aucune des propriétés de la fonction g établies en [1] ot
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cette fonction est bien étudiée, mais seulement des propriétés obtenues de
fagon élémentaire 4 partir de (IL.5).
ProposiTion 112, La fonction g est décroissante, et, pour tout x 2 0, on a

a§ 0<e@<1

Démonstration, Immédiate avec (IL5).
Proposirion 113, Soient un nombre réel y er un entier n tels que
1 <y=<n Alors, on a

("] { 2
yégén C J y ¥y
2 q . _ n—j 2
mo 2(1afi o) ;M(_ﬁ)w(.)wlsw, w
e V/c}—lq y\;s,,q SR AV AN y
— '—j 2
J ‘Q( )+ () 1‘g_
yggén J Q y ¥
(11.10) —2(1+ /4 q y’z)é D q_jﬂje(ﬂ)+e(ﬂ)—1:<.z.
Ja-1 y<ign ) y y

Démonstration. La proposition est triviale si y = n. On suppose y

(1L7)

(I1.9)

w

< n. Si y nest pas entier, les relations (II 7) et (IL9), resp. (I1.8) et (I1.10), sont

identiques.
La fonction

t—g(1) m@(ﬂ;)

est croissante sur [y, n]. Posons pour ze[y, n],

(1) TE= Y i%

L . . y<jsz .

et, si y est entier,

@ ™*@ = Y i
yEj<€z

Le symbole * imposant la co’_ndiﬁon supplémentaire y entier, on a

o) T() = log(a/y)+r(2),
avec . . :
@ ' ) <y

& o T*(z) = log(z/y) +7*(2),
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avec l
(6) O<r<y 1.

Par sommation partielle, on obtient

) y(})f1 (H)r(n)+fx"lg(Xde- If(x)dg(X)-

y<jEn

La fonction g étant croissante, avec (4) on a

[§rGadg(x) <y~ sup(g (), 9 (3)),

d’on, avec (IL.6),

|y gg A }g(x)ic"“dxf\si/y.

y<j<n

Si y est entier, on procéde de méme, avec T* et r*. La majoration {6) nous
permet d’écrire - '

| % g(hi = [gtx)x™dx] < 1y.

FESES ]

D'autre part, avec (IL5), on a

" n nfy
fg_(t)dt = jt‘lg(ﬁ;)dt '='J‘r“ o(t—1)dt = g(1)—p (2) =] —Q(E>,;
y 5 i ‘ o A v/

d’ou les relations (IL.7) et (I1.9). :
Les relations (11.8) et (I1.10) se déduisent immédiatement des relations
(1L.2), (I1.7) et (I1.9).
113, Le cas général, : ; BRI
y PROPOSITION II4 Soit (X, la suite de nombres reels deﬁme par les
ations

(I.11) X, = A(q)(?h_l—*l),

on

ey Algy=342(g—Ja L. o i
Alors, pour tout entier i 21, si le nombre réel x et Pentier n venﬁent les
conditions -~ Lo . : . P PR ‘
(I1.13) o xz2, nix<i
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on a

(IL14) ja(n, xD—q" (W) < Xeq"x ™,
si le nombre réel x et Centier n vérifient les conditions
(11.15) x=2, nfx<i,

on u

(IL16) la(n, x)—q"¢ (n/x) < Xiq"x™ "

Démonstration. (A) Soient un nombre réel x = 2 et un entier n < x.
Alors,
Am, xD=#%, e aln x))=q"

Avec (IL5) on voit que (EH.14) est vérifiée pour i= 1.
(B) Seit un entier i = 1. On suppese qu'il existe un nombre réel 4,2 0
tel que pour tout nombre réel u, pour tout entier m vérifiant les conditions

(C) 2<gu, mu<i,
on ait
(Ry) la(m, uD—g™ o (mfu)] < A;q"u”".

Soient alors, un nombre réel x et un entier n vérifiant les conditions
(C;+1) 25-:3(, VJ/X <I+1

Si n/x <i on écrit (R,). On suppose n/x =i ce qui implique n 2 x. Soient
A'(n, x[} le complémentaire de A(n, x[) dans %, et a'(n, x[) le nombre
d’éléments de A'(n, x[}. On a

NOREE g =an, x[}+d'# xD.

Soit He A’(n, x[). Alors H est de degré n et H posséde un facteur P do degré
= x, et, compte tenu de (C;,,), H a av plus i facteurs de degré = x. Soit d
= x le degré maximal des facteurs de H. Si H a exactement r facteurs de
degré d, H s'écrit de fagon unique comme produit

P,..PK
ou Ked(n—rd,d[).
Désignons par y,(d) le nombre de polynémes s'écrivant comme produits
P, P,

ol Py, ..., P, sont des polynémes irréductibles de degré d. Alors, on a

i

(2 dim,xD=3 Y yda(n—rd,d]).

r=1 x&d Sufr
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Str=1,...,5 8 x<d<nfr,
(n—rd)fd < nfx~r <i+1—r<i.

La relation (R; sappliquera aux nombres a(n—rd, d[). Toutefois on
appliquera la relation (I1.14) aux nombres a(n—id, d), ce qui est possible
daprés le (A).

Sauf dans le cas r =1, nous n'utiliserons pas la valeur exacte des
nombres .{d) mais la majoration triviale

Y <Hj<gd™.

Posons
) by= Y Ma(n—d,dD,
x&d&n
{4) by=3 3 d7g"aln—rd, d]).

r=2 x<d<n/r
Avec (2) il vient _
(5) 0<d(n x[)—by €b;.
Les relations (R;) et (I1.6) nous domment pour r =2, ...,i—1, x < d < n/r,

aln—rd, d[} < "+ A g d .

On a aussi
a(n—id, d[) = g"™",
doug,
(6) g by <y ) @H+AdTTH+ d-.

r=31 x<d<njr x<d

A

Afi

Avec (R)) on a

n—d
d

a(n—d, d[)*q”“‘g( )’s Arg"0d™,

d'ot,

n—d _ _M
q "b1— Z q_dﬂdQ( )léf‘li g 4d~1 1.
x<d<n

x€d<€n d

Les relations (I1.8) et (1.2) nous donnent

M 1q‘”b1+g(")—1

a{q) . ~2
- £ —"~+ 4; d==,
X X Z

x&dsn
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ou
®) Calg=1+2(g~Jo .
Avee (1), (3), (6) et (7) on a
x(q)

+'(1+A,-) Z Yood

X r=2 xSdSniir—1)

g™ atn, xD—o (/) <

B ) d"sm(q)+(1+A;)(—im—%),

x xSd<€n r22 x x—1
d’on,
(Rivy) la(n, xD—q" o (n/x)| < A1y, q"x71,
avee
(9) Ai+1 =a(q)‘f‘2+2A'

On remarque que A;,, = 4; et que (R,, ,) reste vraie sans la restriction n/x
=1 _ :
Si T'on pose 4, =0, la relation (9} montre que A; = X; pour tout entier
i 21, e, compte tenu de (A), la relation (I1.14) est établie pour tout {2 1,

(C) Soient un nombre réel x > 2 et un entier n > 0.

(C.1) Si x=n,

a(n, x]) = 4" = q"o(n/x)

et (IL.16) est vérifiée pour i =1,

{C.2) Sinon, soit un entier i tel que i <n/x <i+1.
Comme au (B) on pose

(1*) q" = a(n, x))+ & (n, xJ).

Par des argumerits analogues a ceux utilisés au (B) on obtient la relation

i

(2% “0.xD= Y ¥ pdatn-rd, .
Posons |
(3% b¥ == Hia(n—d, d[).
x<d<n
Avec (2%} et (3*) on a
(4% 0<dln, xD—bt < by
ou

(5%) =3 Y pda(k-rd, d]).

Cor=2 x<d<nfr
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Sirefl,..., i},sid>x, ona
(n~rdyfd <nfx—r<i+1~r,

et la relation (I1.14) s’applique aux nombres a(n—rd, d[}). On majore élors b;‘
comme on a majoré b,. D'autre part, les relations (IL.14) et {1.2) nous
donnent

—d
{q‘”b‘f* qj‘{ﬂd@(éd )’SX; > od3,

x<d&n

d’on, avec (IL.10) et (8)

q“"b’fw(;)—l

On achéve la démonstration comme au (B) et on trouve

(6%)

Sg—;q—)-l— X Y da-=

x<d<n

la(n, x))—gq" e (n/x)| € Xiv1q"x71,
ce qui établit (I1.16) pour tout entier i > 1.

Remarque. Cette proposition donne upe bonne. estimation des
nombres a(n, ;c}) pour x fixé et n tendant vers +o0. Si x-varie en fonction de
n, lestimation des nombres a(n, x}) donnée par cette proposition n’est
intéressante que si x reste assez grand par rapport d n. La restriction x > 2
que I'on a apportée pour simplifier les calculs m'est donc pas trés importante.

Les deux résultats établis ci-dessus peuvent se résumer dans le théoréme
suivant:

TuEoREME 1. Pour tout nombre réel T > 0, pour tout entier n = 27T, ohi a

(I.17) la(n, /T —g"o(T) < A(@ TQ"—1)g"n" 1,

ou

A(g)=3+2(g—/g)™".

Démonstration. Soient un nombre réel T > 0 et un entier # > 2T,
On suppose T ‘non entier. Soit i I'entier déterminé par. les. donditions

i<T<i+]. ‘
Alors, n et n/T vérifient les conditions (IL13) et (I1.15). Avec (II.14) et (1'1:1;6_)
on a : : . ‘ ' ‘
a (”s i})_q"Q(T)' <€ Xy qﬂza
T it "
ou

Xiv1 =A@~ 1)< A(@)2" 1),
et (II.17) est vérifiée.
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On suppose T entier ne divisant pas n. Alors, a(n, n/T]) = a(n, o/T[)
et avec (I1.16) on a
= l-ae(m)|
ajn, o j-a"e(T)|<
doty, (I1.17).
Enfin, si T est un entier divisant n, on a avec (I1.14) et

a(n :J:D g e(T) <
T
a(n, %D—q“a(n}ﬂrq";,

IIL. Les nombres a(n, {y)

HI.1. Quelgues cas particuliers.

ProrosiTioN IT1.1. Soient un nombre réel y > O et un entier n > 0. Alors,
on a

X "T
rd

(IL.16)

T .
X r—,
14 "

dot, (I1.17).

(I11.1) an, [y)=0 si y>n,
{I11.2) aln, Py)=0 s y=n,
{111.3) an, [yy=q" si yp<1,
(I11.4) ap, N =4g" si y<l.

Démonstration. Immédiate.
Par la suite, on limitera I'étude des nombres a(n, [y), resp. af
nombres y tels que 1 <y <n resp. 1K y<n :

n, 1), aux

1.2 La fonctlon « de Buchstab. La fonction w de Buchstab est définie
sur [I, +oof par les conditions
w(x) I/x si 1€x<2,
@ est continue en 2, dérivable sur ]2, -I—oo[
{xo(x)) = o(x—1) s x>2.

(I1L5)

Prorosmmion II1.2. (1) Pour tour nombre xe[l, +oc[, on a

(11L.6) 0<wix) <1

(2) La fonction w admet au point 2 une dérivée a-droite et' d gauche e,
pour tout xe[1, + o[, on a

(IIL7) o' (x4 < 1x.

icm

y=1 tels que i
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Démonstration, (1) La relation (II1.6) est vérifide pour 1 € x < 2.
Grice aux conditions (IIL5), on démontre par récurrence sur lentier n 2 2
que (II1.6) est vraie pour tout xe[1, n).

(2) Les relations (I1L5) montrent que w est dérivable 4 gauche et 4 dreite
au peint 2 et que

w2 =1/4, o'(2.)=—1/4.

Par suite, (IIL7) est vérifide pour x=2. Pour x 2, la dernidre des
conditions (TI1.5) et (I11.6) donnent (II1.7).

Prorosimion 1113, Soient un entier [ 2 2, un entier n et un nombre réel
<nfly i+l

Soient

(I1L8) Sinp= Y fzw(—'f—,l’),
y<jEnii J

(1.9} Ti.ny= Y j'lw(”f]),
ysjEnfi J

(1. 10) si,n,p)= Y ¢ w(———J),
y<j€nfi J

(LIL11) iy = Y g, w(-—_—J)
y£j<afi J

Alors, on a

(111.12) ’S(f, n Y-y o (§)+éw(i) < (1+log 2y~ 2,
(ITL.13) ‘T(z‘, n, y)~y‘lw(g)+%m([) <(1+log2)y~?
(K14} is(i, m, y)~v"w('—1)+-iw(i)‘ < (l«Hog 24— )y'z,
k y) n Ji—1
2
(111.15) ti, n, y)—y~ w( >+ w(i) < (1+10g 2+.m_w)y~2_
a1

Démonstration. On remargue que si y n'est pas entier
S{i, n, y) =T, n, y),
On pose v =n/fi et, pour xely, v],

. X n—x
(1 g(x)=w( - )

s(i, n, y) =t(i, n, y).
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@ . Si= 3 i%
L ¥sisx .
3) Salxy=Y j7% sy est -entier.
Coe : : ysjsx ‘
On a
1 1 ' : :
4) Si{x) = ;—;+r1 (x) o |nMl<y?
11 | ‘ o
) I - 82(x) =;—;+_r2(x) o 0<r() Sy

La fonction ¢ est dérivable sur [y, v] sauf au pbint n/3 s cellui.-c.:i appartient

a I'ntervalle [y, v], et, dans ce cas, g admet en n/3 des dérivées A droite et 3
gauche,

Par sommation partielle, il vient

{6) S@, n, y) = J'x—zg(x)dx—i"Rl (i, m, )y
¥

) T, 1, ) =[x~ 2g(x)dx'+ Ry i, 1, ),
y

ol, pour k=1, 2,

[}

(8) R (i, n, y) = re(v) g (0) — [ri(x)dg (x).
¥
La relation (IIL7) nous donne
lg(x2)l < xHn—x)7,

d’ou, avec (II1.6), (4), (5) et (8),

IR, m, ) < ™2y~ 2 log (M)
) y{n—v)

© IRyfi, 7, ) < y7*(1+log2).

Avec (IIL5) on a facilement Iégalité

4

fx"’g(x) dx = lcu (f)—lw“(ﬁ).
y ) v \v

¥

P

On déduit alors, (I1L.12) et (I1L13) des relations {6), (7) et (9). Avec (1.2} et

icm
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{I11.6), on a
0 S(i, n y)—s, m, NS T ny-t{n <

<2 Ja( a1 < (/g - 1)y
et les relations (II1.14) et (IIL15) découlent alors de (III 12) et (I1X.13).

IIL3. Le cas général.
ProposrrioN 1114, Soit (Y, la suite de nombres réels définie par les'
relations

(L) = YL=B@ .

9 Z gt

izy

(ITT.17) Y3 =2T1B(@+(2"' ~1}Clg) pour iz0,

ol

(11L18) B(g) = 2sup(kq"‘”),

(I1.19) Cly) = 3+10g2+2(\/q——1) L -
Alors, pour tout entier j = 2, si le nombre y et Tentier n vérifient les cond:t:ons
(I11.20) y=1, l<ny<j,

on a ) N

(1.21) la(n, -y~ "0 /y) < Y;q"y7*

Démonstration. {A} Soient un nombre réel y et un entier n tels que
1<y <n< 2y Alors, A{n, ]y) est ensemble des polyndmes irréductibles de
degré n, d'on,

a1 =11

Les relations (1.2) et (ITL.5) nous donnent
q" (n q" (y* .

o e e =22 g™ " g 2

a(n, Iy} yw(y) " y;(n q | ) 2y2(yq )

et {I1L.21) est vérifiée pour j=2.

zqnlz

(B) Soit un entier i > 2. On fait I'hypothése suwante Si Ie nombre v et
lentier m vérifiemt les conditions

(ON] vzl, l<miv<i
alors,
(R) la(m, Jo)—v"" "o (mfv) < Yig"v™ 2
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Soient alors, un nombre y et un entier » vérifiant les conditions
(City) yzi,

(B.1) Si n/y <1, on écrit (R;).
(B.2) On suppese n/y >i. On pose

l<nfy<it+].

(N v = nfi.
Les nombres v et n vérifient {C;), d’ot,
(2) la(n, Jo)—v"! ¢"w(nfo) < Yq"v™ 2.

Soit H un polyndme de A (n, Jy) n'appartenant pas 4 A4 (n, Jv). Soit 4 le degré
minimal des facteurs de H et r le nombre de facteurs de H de degré o, On a

y<d<v.
On écrit H comme produit
P,....P.K
ou Py, ..., P, sont les r facteurs de H de degré d, ol KeA(n—rd, ]d). Or,
pour d = n—rd = 1 Tensemble A (n—rd, Jd) est vide.
On a :
i=nfv€nd<nly<i+l,

et n/d nest entier que si d =». On ne peut avoir n—rd =0 que si r=iet d
=v. Sinon, h—rd 2 1, et Pensemble A (n-—rd, 1d) est vide si r+1 > nfd. On
n'aura a considérer que les entiers r tels que r-+1 <n/d <i+1, dou

: it
3 - a(n, Wy—aln, )= 3, 3 a(n—rd, 1)y (d)+v¥ (v)

r=] y<dSy
ou y(d) désigne toujours le nombre de polynémes ayant exactement r
facteurs de degré d et n’ayant pas d’autres facteurs, ot ¥ (v) = 0 si » n'est pas
entier, ot ¥ (v} = y;(v) si v est entier.
Sir=1,...,i~1L s y<d<u

n—rd
d
La relation (R;) s'appliquera aux nombres a(i—rd, )d). Posons
@ B = % a(n—d, 141,
y<d=<v

i-1

(5) Bi=3 Y a(n—rd, Jdg-tr.

r=2 y<dSv

n . L
C——rgi+l~rgi
Y

Avec (3) on a

(6) 0 <afn, J)=aln, Jo)— By < B> -+ ().
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Sirei2,..,i—1} si y <d<uw, avec (IIL6) et (R;) on a
a(n—rd, ]d) < d—l qn—-rd+ Y;dmzqrﬁrcf’

don,
i—1
¢ aTB <Y T AT
r=2 y<dsun
On a aussi pour y <d v,
g g1, (Rd n—d g—2
4(n—d, M) -g""d o —~ ) < Xig d

d’on,

—_ _
el 300

y<d<v y<d€r

‘q“"ﬁw

Les relations (1), (IIL14) et (1.2} nous donnent alors

- - n\ i (n—d 3 s
(8) g "Bi—y ‘w(;>+;w(~"—d )‘S Y.'N%Ud +C Py
avec
©) C'(g) = 1+log 2+ 2/(/a—1).
Avee (1), (2), (6), (7) et (8) il vient
(10) lg~"a(n, I—y toin/y < C @y 2+2G, y, ),
ol

i

A1 26,y )= Y 2+ Y 4N +(A+T) 3 ¥ d“'ﬂ;*(u)q‘".

y<d<u r=3 p<dse

On a ‘

W) < ¢ < g
Des majorations élémentaires nous donnent '
(12) 22,3, <Qh+Dy7
(13) G, y,0< 200+ Byt s
Avec {9) et (10) on a

i>2.

n _
(Ris1) g~ "a(n, ]J’)—P_ICO(;)‘S-BHIJ’ Z

159
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Bf+i = C‘(q)“!"zjfz'*_l < Y3 ' S] i=27
Bioy = C+242Y,=Y,, s i>2

La relation (R, ) restant vraie si la condition n/y > i mest pas remplie, la
relation {1IF21) est démontrée par récurrence sur lentier j.

Proposrrion 1ILS. Soit (Z);», la suite de nombres réels définie par les
relations : ‘

24 2
(1122 z =2sup(1+m,~+—),
) ? 7' q ¢

(I11.23) =Y,  pour iz3.

Alors, pour tout entier j= 2, si le nombre réel y et lentier n vérifient les
conditions ‘ : : ‘

(I11.24) y>1, 1<nfy<gj,
on a |
(25 aln, -y oyl < 2y 2"

Démonstration. On a ¥, < Z; pour tout i = 2. Si ¥y w'est pas entier,

t

a(n, [y) = a(n, Jy), et, dans ce cas, la proposition IIL5 se déduit de la
proposition IT1.4.

On ne démontrera la proposition IILS gu'avec Thypothése supplé-
mentaire: .

y est entier.
Dans ce cas, la condition (I11.24) s'écrit
y22, lsnly<j
(A) On suppose 1 < nfy < 2. Oﬁ a
oy a(n, y) =11,

{B) On suppose n = 2y. L'ensemble 4 (1, [) est constitué par Pensemble
des polyndmes irréductibies de degré n et par I'ensemble des produits PQ ou
P et Q sont des polyndmes irréductibles de degré y, d’on, SN

a(n, [y) = 0, +411,(1T,+1).
Avec (1.2) on a '
2 a(n, D)y—ntg" < 2(1 420" Hn" 2 g,
(3) aln, [V)—n"tq"2 —4(g"3+2" Yn" 24",
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Les relations (1), (2) et (3) nous donnent pour 1 < ny < 2,
la(n, ) =q"y™ " (/) < B*(q)q"n"?,
ol
B*(q) = sup(B(q), 2(1+2¢72), 4(g™*+247 ),
et la relation (TI1.25) est vérifiée pour i=2.
(C) Soit un entier i > 2. Soient y ¢t n des entiers. tels que

y22 i<nfly<gitl.

On pose

(4) v = nfi.

Les nombres n et v vérifient les conditions (111.20), d’on,
(5) ja(n, Jo)—g"v™ o (n/o) < ¥, g"v 2,

Avec des arguments analogues a ceux développés pour la démonstration de
la proposition 1114 on montre que

(6) O<aln [y)—aln, Jo)— B < f+yF ()
ol '
(7 ft= Y aln-d, la),
. . yEd<y ] ‘
. i—1 : .
@& . Br=73 3 ¢ "d " a(n-rd, ]d),

r=2 ySd=sv

¥ (vy étant défini comme 4 la proposition 1I14.

On procéde comme pour la proposition précédente, la seule modi-
fication consistant & remplacer dans toutes les relations Ja condition
y<d<wv par la condition y €4 < v On utilise (I11.15) au lieu de (111.14).
On obtient _

©) gTmatn, D=y ey < €@y 2+ I8, v, v,
ou

(10 = I*G y, )< G i+ AN 1+ F) l:zl Yy dar.
C o S Cy€dsy ‘ : r=3 y€dsy :

Des majorations €lémentaires nous donnént

) PRy <y .

(12) 2 p, ) € 2(1+ )y si i>2,
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Avec (9), (11) et (12) il vient ..
lg"aln, [W—y"t w(n/y)] € Bfay?
avec
Bf =Clg+3Y, € Ya,
B, =Clg+2Y, =Y, 8 i>2, .

ce qui établit (I11.25) pour j=.i+1.
THEOREME 2. Powr tout nombre réel T > 1, pour tout entier n> T, on a

N T er .

{111.26) u(n, {;—)—«-—m('f} < Kgyg"n™* s T2,
H

. .

(111.27) a(rz, {%)-—;w(’ﬂ}
< T (ZTB G+ =) C{)+227 = D)g"n™ s T2,

o ' ' ' ‘ R
(111.28) K{g)=8sup(1+2¢7 %, 44~ ' +2¢7?).

Démonstration. Soit j lentier déterminé par les conditions
—l1<T<j

Si n/T west pas entier, on applique l'une ol lautre des propositions
précédentes. Si n/T est entier, on applique la proposition 1114 aux nombres
a(n, 1n/T) et la proposition 111.5 aux nombres a(n, [n/T). Dans tous les cas,
on a

a(n, inf/T)~—qtw(T) SATAL R

ou

7 - 2sup(l+2¢~% 47 +2¢7%  si j=2,
TTRTIB@A T =D Clp 22 =1 st > 2,

d’otl, (IT1.26} et (I11.27).

IV. Compléments. Dans ce chapitre nous indiquons sans démonstration
les résultats que 'on peut obtenir par des méthodes élémentaires analogues
aux méthodes développées aux chapitres II et 1II.

IV.l. Les nombres a(n, {u, v}) L’estlmatlon des nombres a( ,,1.- v,)
s'exprime 4 l'aide d’une fonction ¢ qui esl une extension de la [onction ¢
introduite dans [8]. . :

La fonction o est unc fonction a valeurs réclies deﬁme sur 0, +oo[
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x]0, +co[. par les relations
(x, =0 si : >y ou si x<y<l,
(Iv.1) al(x, y) = w(y) . si-» x<l<y,
olx, y) =y -1/y s l<x<y(y-1) et y>x,

(IV2) ez, y—olx, ) = _-{a(r—l, y(l—l/r))r“ldt si 1gx,z<y,

On a alors le

THEOREME 3. Soit un nombre réel y > 0. Alms il existe une constante L{y)
telle que pour tout entier n > 0, pour tout nombre réel x vérifiant les conditions

av3) o x<y LN AL D ()£,
on ait D

(IV.4)‘_' a (n, {g’.%});%”(x’ Va'l < L(Jf) q'n 2,
&vec ' 4

av.s) ‘ . L =y

IV2 Les nombres b(n; {u, v}). L’estlmatlon des nombres b(n, fu, o)
sexprime & l'aide d'une fonetion @ qui est la restriction de la foncnon Jo
introduite dans [10].

La fonction @ est une fonction i valeurs réelles définie sur ]O 1] x
[0, + o[ par les relations

' 2(y/x) si y<l,
IV.6 B(x, y) =4 1 - -
av.e) (. ) 1— {6, y—wyu"tdu si yz=1.

On a alors le

TuEorREME 4. Soient x¢]0,1] et ye]0, +oo[. Alors, il existe une
constante M (x, y) .telle que pour tour entier n >0, on ait

(av.n - ‘b (n, {xg,g}) q" B(x y) M(x, y)q nt
avec "
(1v.8) Mx, y) < iizyfx.

IV.3. Les nombres £, (n, I) et g,(n, I}. Pour tout polynéme H, notons
H = : P”P(ID
=1
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la factorisation de H en produits de facteurs irréductibles. Soit F:un ensemble
de polynémes irréduct_ib_les. ‘On pose

0,(H) = Y vp(H).

Pel

o (H= Y 1
- Pel L . . . e
r‘P(H)>0 !
Soit un entier & = 0. On désigne par F; (n I), resp. G, (n, I) Fensemble des
polynémes H de J// tels que Lo

oy (H) =k resp. -‘cu;(H) = Q; (H) ‘ﬂ'k, ey
et par f,(n, 1), resp. gy(n, 1) le nombre d’éléments de ces ensembles. On pose

Seln, Dy = fi(n, 1), (n, [, ¥D) = filn, T )

ou I, demgne 'ensemble ctcs polynpmes irréductibles P tels que d"P = x, ou
Iy désigne Iensemble des polynomes irréductibles de. degré d‘“Pe[\ ¥l

On définit de la méme fagon les nombres f(n. ]x), S, {x, ¥
g (0. 1x) gy(n, (x, p)).

Par récurrence sur I'entier k, on obtient une estimation asymptotique de
ces nombres. Ces-estimidtions . s'expriment 4 Paide des: fonctions -g, " et 0.
- Les fonctions g, sont: des fonctions réelles dcﬁmes sur {0 4+ .c[ par les
relations . .

[ Gotr=olxy si éd
2,ix)=0 siox<l1,
(1V.9) 91() fo(x—ndr s xn
i . Ve poaE
(k+Dggey (0 = falx=nrtdt si k> 1L,
] :

On ale = = oo R B EAREEE }'r‘ Ry
THEOREME 5. Pour tout entier 'k 20, pour tout nombre véel T >0, il
exisre une constante H(k, T) re!!e que. pour tout erme'r > 0 on it

(V.10) aln, /T =g 0 (T < HOk; Tygn=?,
(Iv.11) lge(n, I/ T)—q" 0 (T < Hik, Tyg"n™ ", *
avec o A

T~k

(FVAQ v o He, T)‘<~T2 —(log TV i~ Tk vvd v A

(IV.13) Hk. T)=0 s'f Tk
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Les fonctions 6, sont définies sur J0, 17 x R par les relations

B.fx, =0 si oy <0,

av.14) Bolx, ) = 0(x, y) s y=0,

1
(k+1) 41 (%, p) = [O(x, y—1)t™'dt pour k3= 0.

A Taide de ces fonctions on peut écrire le

THEOREME 6. Pour tout entier k= 0, pour tout couple (x, y) de nombres
réels rels que xe]0, 1], y > 0, il existe une constante J(k, x, y) telle que pour
tout entier n >0, on ait

(IV.15) S (n, {xg g})—q"f?k(x, y)} <Jk, x, ) g"nt,
(Iv.16) Gk (n, {xg g})—q" By (x, y)| <J(k, x, Y)g"nt,
avec l

. CoApix—k

Iv.17) Jik, x, y) < o (log(x~*sup(1, ).
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