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Uber die geometrische Reihe von E. Hecke

yon

Epvunn Hoawka (Wien)

Gewidmet Paul Erdds zum 75. Geburtstag

Es seien oy, ®, Irrationalzahlen mit ay >a, > 0. Dann betrachtet
E. Hecke [2] die folgende Reihe

m Glg,q)= Y di'd?

HiHz

WO g =m-bna,, Hy = m-+na,, wobei m,n alle ganzen Zahlen mit o,
+m >0, noy+m > 0 durchlduft.
Wir setzen

@ q4; = 3—11: 4 = e 2
wobet
Ret; =1, >0, Ret;=1,>0.
Wir schreiben statt G(gy, g;) kurz
Hity, 1) = Fe 0%

Wir setzen

3 Hty, tz) = Hy +H,y
wobei
0
‘ - o ~n(alt1+:212)
(4) _ H, = PR Y .
=, 2
und '
(5) H, = f e—m(flwz)zte-n(d1f1+ﬂ2f2)
2™ ; :

m= 1 . n

In ¥* ist nach Definition von p, bzw. p, nur iber die n mit nx; +m >0 und

n .
_ Miy+m> 0 zu summieren. Betrachten wir zuerst H:
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Bs ist o >0, >0 Da m=1, so ist —mfay > —mfa,, also mul
n> —mjoe; > —mjo, sein. Bs ist daher —n < mfay, also —n < [mfu;] also n
= —[mfx,]. Es ist somit in H,

¥ -

~—nlqiq Taqla)
e 11 22_

n nz = [mjuy)
Setzt man n= —[m/x;1+k, so kommt
o0
Z* = exp {[mfo 1oy £y +azta)} 3, exp{—k(oy 1y 42z 1)}
n k=0

= exp {[mfo, J(og £y + oz ) (1 —exp { —(aty 1y +ay £5)}) g

Es ist .
= m
(6) Hy=5Y cxp{—m(t1+t2)+[—a—](altl-l—(xz 12)}
m=1 1
wobei
(7) s =(1—exp{—(o fy+282)})
gesetzt wurde.
Nun ist

m
m(t, + tz)—&“(“l ty+oty)

=m(t, +52)_[£:|(0‘1 ty+ogts)— ((gf))(% ty +oyts)

wobei (B) = f—[f] 1st. Da

Xy —%y

1 Wy
ty+ty)——(o  ty oy ty) =Ly ——1t; =1
{t1+13) a1(11 2t2) 2 0!12 2 o

Haben wir also

Hy=57Y, exp{——mal_aztz}exp{ﬂ(m)(ocl t1+oc2t'z)}.
m=1 oy oy

Wir betrachten jetzt H,. Setzen wir m = —m,, so ist

w . ‘
{8 Hy= Y exp{m(t;+1t)} " exp{—no, t,+azts)}.
' m =0 "

Es muB n > my/a; und n>myfo, sein. Da ay > a, 50 ist, wenn m; 2 1,
R > myfa, > myfou, also ist n = [my/a,]+1. Das gilt auch flir m; = 0, denn
dann ist n> 0 also n > 1. Wir schreiben m statt m; und setzen n = [mja,]
+1+k, dann wird
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© X ="”‘P{“([&%]“)(“”ﬁazrz)} S exp {— k(o £y +31)).

" =0

H =3 Zj exp{m(t1+t2)—([;nl}r-l)(altﬁ-aztz)}.

Es ist Re(oy £y +0z15) = oty Ty +ay 7, > 0; also exp oy 1, +a52,) # 1.
Nun ist .

Es wird also

. m-
mity "H’z)_[&“J(OH by oy ts)
2

m m
= m(ﬁ“*"tz)“;‘“(ohh oty )+ . {00y £y oy ts)
2 2

mmqovﬂ)=_mhﬁzfﬂ.

oy 7]

Es wird alsc

H =5 20 exp{——m(ml;az)tl-i—((%)—1)(051 £+, tz)}.

Wir haben also insgesamt

(10) . s(ty, ty) = (i exp{—rﬁ(gl—l)tﬁ-((ﬂ)—l)(mltl 4oy rz)}
m= 0 7] 25}
+§:lexp{l-m(lv%)t2~(£)(al t1+oc2t2)}) -

1
—exp { —(ay ty +oaz£y)}

wobei

S(tla tZ) = 1

ist.

E. Hecke sagt nun in [2]; (Bei Hecke ist ¢, durch t, ¢, durch ¢
bezeichnet, o, durch a«, 2, durch o« bezeichnet. Die Klammer und die
Nummern [3] und [7] sind vom Verfasser der Arbeit. Es ist ot; = (d+_\/3)/2,
dy =(d m\/‘})/z, wo d > 1 eine quadratireie natiirliche Zahl ist, a; und o,
also quadratische Irrationalitiiten sind.)

~Eine in meiner oben zitierten Arbeit angegebene Methode, welche den
Weylschen Satz [7] iber die Gleichverteilung von Zahlen mod 1 benutzt,
gestattet dann, nach einer kleinen Modifikation, zu zeigen, daB fur jedes
irrationale a, &' (x > o’ > 0) die oben definierte Funktion (10) bei Aaniherung
an t =0, f = t,, unendlich groB wird; falls 15, ein Wert mit - positiv reellem
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Teil ist. Also ist die Mannigfaltigkeit ¢ = 0 fiir die Funktion eine singulire.
Wegen der zweifachen Periodizitit der Funktion folgt daraus, daB jeder
Punkt, dessen t rein imaginér ist, ein singuliirer ist, auch das Entsprechende
fir #'; mithin ist die Funktion {iber das Gebiet #(t) > 0 und Z#(t"} > 0 nicht
fortsetzbar. Auf diesen Beweis gehe ich hier nicht niher e¢in. Denn flir cnsere
Potenzreihen im Kdrper k(') werde ich im folgenden auf ganz anderem Wege
eine viel tiefergehende Analyse ihres Verhaltens in den singuliiren Punkten
geben, woraus die Nichtfortsetzbarkeit als ein Nebenresultat folgt.”

Wie sich Hecke den Beweis vorgestellt hat, ist mir unbekannt. Es ist
auch spiter meines Wissens nach kein Beweis dieser Behauptungen erschie-
nen. Dem Vernehmen nach war geplant, den Beweis in der Arbeit eines
Schiilers zu publizieren, doch ist mir nichts Nzheres dartiber bekannt gewor-
den, Ein Beweis der nur die Definition der Gleichverteilung beniltzt, wie bei
Hecke angedeutet, ist meines Erachtens nicht méglich. Es mufl unbedingt, so
glaube ich, die Tatsache beniitzt werden, daB die Gleichverteilung eine
gleichmifBige ist, eine Tatsache, die von H. Weyl [7] am Anfang seiner
grundlegenden Arbeit erwihnt wird, aber nicht weiter verwendet wird, Ich
glaube, daf Hecke sicher an diese Figenschaft gedacht haben mufl, wie die
Arbeiten von Ostrowski [6] und von Behnke [1] — einem Schiiler von
Hecke — zeigen. Diese besondere Eigenschaft wird heute durch den Begriff
der Diskrepanz (Vgl. z. B. [4]) ausgedriickt. Wir werden einen Beweis der
Behauptungen von Hecke unter Beniitzung der Diskrepanz geben. Dies
ermdglicht auch schiirfere quantitative Resultate abzuleiten, als dies von
Hecke in den obigen Bemerkungen in Aussicht gestellt wird. Dabei gehen
natiirlich die feineren Eigenschaften der auftretenden Irrationalzahlen ein.
Wir beniitzen dabei eine Methode, die ich schon in einer vorhergehenden
Arbeit [5] verwendet habe. Es wire auch niitzlich, diese Betrachtungen auf
andere Reihen zu verallgemeinern, aber wir begniigen uns mit der Behaupt-
ung von Hecke.

Bs seien ky, Iy, ka, [, ganze Zahlen (f, # 0, [ # 0) dann betrachten wir
die Stellen

(11) iy (kls ll) =T1+2niﬂ1a
(11') | ta(kz, ) = t2+2mif,
wobel
' o k
12 =] 2 + 1
1 P

() Anmerkung des Verfassers: k = Q(\/E).
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und .

(12) pa=1,

Dabei sei 7, >0, 7, > 0 und

(13) r =exp{—(;—:—1)rl}

und
(13) rs =_exp{— (1 ﬂi)rz}.
Gy
Es ist
O<r; <1, O0<ry<l.
Weiters ist
(14) lim Ty (TI) =1.
T ~0+0
und
{14') Hm  ry(tg) =1.
20+ 0

Die Stellen ¢, (ky, [;) sind dicht in E;: Ret; >0 bzw. t;(k,, I;) dicht in
E;: Ret, > 0. Ist ndmlich tv,+2wie; eine belicbige Stelle in H; bzw.
1, +2mie, in H,, so gibt es nach dem Kroneckerschen Approximationssatz,
da oy bzw. a, irrational ist, flir jedes ¢ > 0 ganze Zahlen I,, k, bzw. I, k; so
daB (es ist oy > uy)

[y oty +ky —ey (g —az)] < &fay o)

und
|1z oy + ko — e (g —ta)] < &(ag —ary)

also

Ity (ky, hi)—e(zy +2niey)| <&
und

[t2(ka, t2)—@lr2+ 2mie,)l <
ist.

Es ist nun

k
exp {211:1‘[31 my (g—l—w 1)} = 8Xp {21:1' (m1 L+-= e )}
XAy \ az_
' k o fmy m
ot -enfn-[2])
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und

k
exp {2rci,82 m; (1 —g—j—)} = exp {Zni (mz Iy -+ 20:12 )}

= eXp {2711‘%1—2—} = eXp {Znikz (:2

Es wird also an den Stellen ¢, (ky, l}), t2(kz, 1)

15)  H{ty(ky, b), 120k2, 1))

== 3(ty (ky, 1y), £2 (K2, 12))( 20 T exp {—— 2mik, (&%)4_ (Gn;

Wir haben also die beiden Reihen

m=0

und

(17) 2 r3 exp {(nz )((051 tybagty)— 2“17‘2)}

m=1

zu betrachten, dann ist

(18) H=s(e “1"t722g 15,
Es sind die Reiben S, S, Spezialfille der Reihe
w0
(19) S= 3 ™ f(my)
m=90
wobei
(20) F(0) = exp { (e~ [x3) {0y £, +0t5 t) — 2mik)}

ist. Dabei haben wir k fiir k, bzw. k, und
y=1/a, bzw. 1fa; gesetzt.

Dabei setzen wir in S, f(0) =
Nun gilt flir jede Potenzreibe

)" 1)(“1 tytog £2)}
+ ﬁ§1 7 exp { — 2mik, (&nil)—(ocl ty 0y ts) (;—nl—)})

(16) 8, = i rTexp{(%)((altl-l-aztz)-—ZH:ikl)}
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die fiir 0 < r <1 konvergent ist

w0

(*} : § Cut™ = (1=1) 3, Cpr™

m=10 m=9
wobei

CM o CQ+01+ e ‘+‘CM
ist. Wir nehmen nun

tm = (my)—A(f)

wobei

M) = gf(x)dx |

ist. Es ist dann

1) Cu= 3. (1=
Setzen wir

22 4, ——l—-i—i ( (ky)— )
So wird

8
8

@ Far= 3 w10 = 5 reme

m=0 m= 0

Es wird also nach (%)

i A
4 5= 10 3 aunimrnye =122

m=0

Es ist nun nach (20)

|f(x}[ ;.<\ e(x)(dltl"‘uzl'z) s ealtl +a2r2+1.‘

(Bs sind ja oy, otg, Ty, T pOSitiv.)

119

Weiter gilt (vgl. [4]. Kap. VIL, S. 107) fir Jede reellwertige Funktton g

mi beschrinkter Variation V(g) .

[4n(9)l < V{9) Dy,

wobei D,, die Diskrepanz der Folge (ky) (k =1, ..., m) ist.

Ist g stetig differenzierbar, so ist

1
(25) Vi) = Jlg' (ol dx.
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Das wenden wir auf Da nun a,, &, irrational sind, ist im D,,(1/¢;) und lim D,,{1/a,) gleich 0. Es

'y (x) - Ref = Re(ex(ulrl +a2z2—2m‘k1))

= R g ((oeg By +ap By —2mhey) x)
und
gz = Im7f = U1 gin (o, By +0y B~ 2mk,) X)
an.
Es ist

1 1

, @17 Toata) .
flgyl dx < Jory 71 2 T2 jex( LR 608 (0 By + oty B+ 2mik, ) (X)) dx
2 0

1

+{oty By +ag Byt 27ky) jemltlhm) [sin(at; B+, fp — 2mk,) dx
4]

L (VIR 1) (i Ty oy Tl oty By g By — 2mky).

Analog ist
: +
Jlgsldx < (€T 24 Dilay Ty oy ol oy fy +ay By —2mky ).
0

Es wird also nach (25), da
(26) An(f) = 4, (g1)+id5(g2),

@7 |du() < /4%(50) +47(g2)

< 20y Ty oy o) lay By +ag fo—2mkl) e T F2 4 1) D,,,
(28) (D) < /2(l01 g+t £5] — 2, (€712 2 41)) D,

Wir erhalten also

(29) IS-—%!é V{)(1—r) f D, im+ 1)r™,
Es ist nun
o0 m 1
T =iy
also
(30) ‘S—%Lf-l < i 5 D,,,(m+1)"r"‘/§ {m+1r".
1—r 1-r 5 iy

ist also " e
Y. Dy (m+ L™
(31) lim 2=< =0.
roi Y (m+1)rm
m=
Da .
. Y D,(m+1)rm
813 —— (uf)w Vi) —‘;,——)
¥ (m+1)m
m=0

so folgt, wenn A(f)# 0
lim S(r) = wo.

r=1
Es ist (k =k, bzw. k,)

agty +agty~2mki 1

1
, — x{a1{1+u212—2ﬁk)d =
(31" A(f) = fe X it oty 1 — ik

also ist tatssichlich A(f) £ 0.
Es wird also

ty-tanl
6“11 22_1

ealtl +d2t2“_1
(3) H=s (e““l‘l*“z‘ﬂ )+R

—+ - -
Xy tl 'l"az t2—2mk1 oy tl '+'az t;-“zﬂ:lkz

wobei nach (15), (18), (28) und {29).

“‘1’1"'“2'2”__ z I)m(-l-/dl)(m-}"1)7.':;'.1
e 1| m=0Q

IR| < V(' — .
' Y. (m+1)ry
m=0
oo
@ty tagty Z D,, (Lfotz) (m—+ 1) 17
e —1| = . )
w
o 3 (m+ e
m=0 '
Dabei ist
o= e'.“(alluz—l)tl, = e_q_“li‘ﬁg_)rz,
und

V = |G1 e ol 2 IZ—ZTEikli'I"‘IfXj_ ty +a2t2~—2m'k2|,
1 e

“laqfy Fant :a['l"ﬂ..‘.
1o @111 watz) itz g

8 ==
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also

—(xjtytaaty) aqtytant
e it e2tz ell 22

1
(O’.l Il +a2 tz ~2m'k1)(1 _rl) +G€1 El -sz tz -—27rik2 (1 —‘rz)

—foqty gtz
e 1k TERE2

(g £y 0ty £, — 2miky) (1 — 12717

ity tast
ell 2142 1

' po +R
+.(0€1 ty 4oty ty—2miky) 1—g ‘P22

Es ist also da €1 7*¥2 gtets #£0

(33) im H = oo.

T2 #0+0

lim H=co und

Ty =+0+0
Daraus folgt die Behauptung von E. Hecke.

Betrachten wir den Fall, daB B, eine Irrationalzahl von beschriinkten
Typus ist, d.h. daB fiir alle Briiche p/q

o 1
/C1qz

(34)

fr—=

gilt. Dabei ist ¢, eine Konstante, die nur von ff; abhingt. Es gilt dann (vgl.
z.B. [6]) fiir die Diskrepanz.D,, von f,

logm

©3) m+1

D,, < C(§y)
wobel C(f,) wieder eine Konstante ist, die nur von f, abhiingt. Es wird dann

i D, (m+1r™ < C(B)) i log mr™.

m=1
Nun ist bekanntlich bei passendem K
| !

]ogm-—(1+1+ +—)L€. K
2 m

also erhalten wir

) D,,,(m+1)r'"sC(K Yoy (1+...+—i—1—)r”’)
m=1 m=}

m=1

K 1
SCI( +——I|log(1—1)| ).
1—¢r 1—r

Es wird also

69 s\ <vin(catioga-n) = &

icm
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also nach (28) und (317

Alf)
S—"i"_"_—-

-|< 2C, (€2 4 1) {[log (1~ ) (aty £y -+ £y — 2mki])

wo Cy, C, neue Konstanten sind.
Wir haben also

eﬂ1£1+m212 1 . R
oy r1 ‘}"azfz—zﬁikz l—r o
Daraus folgt
h €u1¢1+a2!2_1 1 1

H__e_(“l'!."‘“?.‘z) ) .
oy Ly oty by — 2miky [_p afiFaard [ —p

t] tant
gz 1 1

+ e .
oy bty by —2miky 1 —p"117%22 1—1,

ayty Fagts 1
- { _:xl £y +oc21t,_——2nik1 '1-1»r1 _cxl £y i—aztz—Zm’k; .l—rz SR
wobel
| IRyl < 2(6° 22— 1) (log (1 ~ry)| + log (1 ~r)]).
Es ist also

|HI > (Jotg 4+ oty t2-2m'k1|(1—e“<"1f*z-1m)r 1
~(|ot1 tl +ogt; — 27'Cik2f (1 —e_(allal'_ 1)‘72))* 1
“llog(l me—(mlmz"l))' _e"(altl +r1272)| log (l _e—(u1]a2+1))|
x(eu111+12t2+ 1)
also (C3 >0, C, > 0)

._1 :

¢4 -
H] 2 C; (m by oty ty — 2miley| ™ (&1—1) T )
2

-1
a -
—C4]v_11 tl +a2 tz —‘2T|:ik2|~1 (1 —';‘L) T !
_ . 2
oy &y
=1 lo (1 ——)
log (m2 ) g %

loty £y + 0ty ty — 2miky | = (ot Ty +oaz 102+ (o By +og By — 2nik;)* .

-+

+(logty)+(logT)+

Es ist

123
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Es ist also, wenn wir t, festhalten und mit v, gegen 0 gehen (C > Q)

C
(37) |H| 2;——0(|108T1|)—0(1)
1
wobei die Konstanten von 7z, abhingen.
Es gilt analog, wenn t,; fest und 7, gegen O geht

<

(37) o

H| 2 ——0(|logwa)-0(1).

Ist y = /o, oder 1/x, vom Potenztypus, gilt also filir alle p/q

dann ist (vgl. [61)

Es ist dann also
o
Y D, (m+1)rm < Cy Y mttEpm
m m=Q
Nun ist

[= <
Z ml—-l,’i-:rm g C2

=, g = G-t

4

denn es ist doch, wenn a,=m'"'* und b,,,==(m ) der Koeffizient
. m

von (1—r)**"2 = (1—-r)" 17 (wo s = 1 —1/k gesetzt wurde).

. e , mimtts s+14m

i = li . _

m—l:fclo (m+s) mf:m(H- .o..(s+1+m m Fs+1)

m
also ist

) _ z . o D (2~ 1/k) 1
m(1-r)?*""* ¥ D omr™ =lim(l —r)p*~ Y2 = (—-—-—
(=) L P = () S = T2

wie vorher behauptet und es kommt, wo R, wie friiher erklirt ist.

1 1

R < (=

also :

{1 1 1 Cc
H| = C (E+W+ri—"l—”‘) =5 (-n"-

wenn o, o, vom gleichen Potenztypus sind).

icm
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