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Sommaire. Soient 2 un espace mesuré muni d'une mesure o-finie sans atome et.¢ une
fonction de Musielak-Orlicz sur . En convenant de noter-par L§ (£2) le sous-espace de Iespace
de Musielak-Orlicz L () associé & ¢, constitué de fonctions scalaires mesurables u définies sur
Q a une fonction négligeable prés pour lesquelles les Au sont g-intégrables quel que soit le réel
strictement positif, nous examinons d’abord & quelle condition tout opérateur linéaire continu de
L8 (Qo) dans I% (2,) est nul, ou @' (¢, x) est une fonction de ¢ concave pour tout x pris dans Q,.
Nous appliquons ensuite ce résultat 4 la caractérisation des sous-espaces fermés non triviaux
invariants par rapport & tous les endomorphismes. continus d'une classe d'espaces'de Musielak—
Orlicz généralement non localement convexes Lj(£),-0d 2 est un- espace métrique complet
séparable dont la mesure est positive, bornée, réguliére et sans atome.

§ 0. Introduction. En considérant un espace mesuré £ de mesure sans
atome, Ph. Turpin (cf. [14], théoréme 3.4.8) a établi que 01 (1) et go(t) étant
des fonctions d’Orlicz respectivement concave ¢t vérifiant la condition 4, (cf.
[13]), ¢'il existe un opérateur linéaire continu non nul de L*°(Q) dans L**(Q),
alors limsup g4 (t)/0o(t) < +o0.

Po{xr "une fonction de Musielak-Orlicz ¢ sur ©, notons I%(€2) le sous-
espace de I'espace de Musielak-Orlicz I?() formé de fonctions scalaires
mesurables u sur 2, définies & une fonction négligeable prés, telles que les Au
soient @-intégrables sur £ quel que soit le réel 1 strictement positif. L'en-
semble des fonctions simples contenues. dans If, (2) est dense dans ce sous-
espace. Dans ce travail, nous nous limitons essentiellement A ces sous-espaces
et les appelons espaces de Musielak—Orlicz,

Lorsque ¢° et @' sont des fonctions de Musielak—Orlicz respectivement
sur les espaces mesurés €, et £; de mesures o-finies sans atome, ot ¢'(t,x)
est une fonction de t concave pour tout x dans £,, dans le théoréme 2.3
nous généralisons aux espaces de Musielak-Orlicz le résultat de Turpin
mentionné ci-dessus, en démontrant que si ¢° et @' satisfont aux conditions
C, et C, respectivement (cf. définition 9), alors l'existence dun couple (x, )
dans Qq x Q, tel que limsup @', y)/e°(t x) < -+oo est une condition

t-rou

nécessaire d’existence d’un opérateur linfaire continu non nul de E'OD (20)
dans I% (Qy).
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Dans le cas ot ¢° et ¢! sont des fonctions de Musielak-Orlicz quelcon-
ques sur respectivement les espaces métriques complets séparables Qo et Q
dont les mesures sont bornées, sans atome et régulidres, la condition
limsup ' (, y)/@°(t, x) <+ pour tout couple (x, y) dans Q, xQ, a

1=

comme conséquence dans le corollaire 3.2 que lorsque ¢° et o', puis Q, et
@, sont identiques respectivement & ¢ et €, lespace de Musielak-Orlicz
I5(€) est transitif, cest-d-dire qu'il n’admet comme sous-espaces fermés
invariants par rapport a tous ses endomorphismes continus que les sous-
espaces triviaux. Comme cas particulier, tout espace d'Orlicz I¢ (o, 1]
engendré par une fonction d’Orlicz ¢ vérifiant la condition 4, (cf. définition
2) est aussi transitif.

Quand ¢ est une fonction de Musielak-Orlicz sur un espace métrique
complet séparable muni d'une mesure positive g-additive bornée, réguliére et
sans atome, de plus telle que ¢(t, X) est une fonction de ¢ concave pour tout
x dans Q et vérifie les conditions C, et C,, nous montrons dans le théoréme
3.5 que les seuls sous-espaces fermés non triviaux de L%(%) invariants par
rapport & tous les endomorphismes continus de cet espace sont du type
I (H), ot H est un ensemble mesurable de mesure strictement positive plus
petite strictement que celle de Q et tel que pour tout y dans H, Tensemble
des x dans Q vérifiant la condition lim supo(t, x)/e(t, y) < +oo est

=

entiérement contenu dans H.

Cette note fait suite a larticle [17] dans lequel fut construit pour la
premiére fois un espace vectoriel topologique rigide, c’est-a-dire dont les seuls
endomorphismes continus sont des multiples de Iidentité par les nombres
complexes. .

§ 1. Preliminaires.

DerintTion 1. On appelle fonction d’Orlicz (cf. [15]) toute application ¢
de [0, +00] dans [0, +c0] non identiquement nulle, croissante, continue a
gauche sur (0, +OO]L nulle et continue en 0.

Dermvirion 2. Une fonction d'Orlicz o vérifie la condition 4, (cf. [13])
partout (respectivement au voisinage de 0, de +0o0) lorsqu'il existe une
constante m  strictement positive telle que e(2) < mp(r) pour tout
t(respectivement pour ¢ dans le voisinage de 0, de + c0).

DeriniTion 3. Etant donné un espace mesuré Q, c’est-a-dire un ensemble
non vide muni d’une tribu de parties ainsi que d’une mesure positive ¢-
additive, une fonction de Musielak—Orlicz @ sur Q(cf. [9]) est une application
de [0, + 0] x £ dans [0, + o] telle que pour chaque x fixé dans @, ¢(t, x)
est une fonction d’Orlicz et pour chaque ¢t > 0 fixé, o(t, x) est une fonction
de x mesurable sur Q.

Remarque 1. Dans cet article, les mesures considérées sont toutes
positives non nulles et g-additives. ‘
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DerFmvITION 4. Soient Q un espace mesuré de mesure y, ¢ une fonction
de Musielak-Orlicz sur Q et .#, lensemble des (classes de) fonctions
scalaires mesurables, définies 4 une fonction négligeable prés et finies presque’
partout. L’ensemble

n B©Q) = fue Mo 3> 0, [oelu(x)],x)du < +o0)}
2

est un espace vectoriel. Lorsquil est muni de la topologie vectorielle
métrisable engendrée par la F-norme (cf. [15])

2 v, () = inf {& > 0: [ (lu(x)/e, x)du < &},
Q

il est appelé espace de Musielak—Orlicz. 11 est complet pour cette topologie
dont une base de voisinages de 0 est constituée des ensembles eB%(e) avec
e >0, ol

3) B(e) = fuel?(@): [ (u(l,x)du<e}.
Q

Lorsque ¢(t, x) est une fonction de ¢ concave pour tout x dans Q, I? (Q)
n'est généralement pas localement convexe.

Remarque 2. Il est important de noter que pour toute fonction de
Musielak—Orlicz ¢ sur Q, par espace de Musielak—Orlicz associ€ 4 ¢ nous
entendons dans cette note essentiellement le sous-espace de I?(€2) formé de
fonctions ue A, telles que les du sont g-intégrables, cest-a-dire

@ J o (Mux)], x)du < + o0
)

pour tout réel A strictement positif, muni de la topologie induite par celle de
I? (). Nous le notons ici I%(Q). L'ensemble des combinaisons linéaires finies
des fonctions caractéristiques des ensembles mesurables de mesures finies
(autrement appelé ensemble des fonctions simples) appartenant 4 I%(R) est
dense dans cet espace pour la topologie de I?(£2). Cette propriété se
démontre exactement comme dans le cas des espaces d'Orlicz.

Remarque 3. Si (t, x) est une fonction de ¢ sous-additive pour tout x
dans @, ce qui est le cas lorsque ¢(r, x) est une fonction de ¢ concave pour
tout x dans , alors on a If(2) = (). Rappelons que pour les espaces
d’Orlicz (), on a aus;;i L, (Q) = I2(Q) si ¢ vérifie la condition 4, (cf. [10]).

Derivition 5. Dans le cas olt Q est Iensemble N des entiers naturels
muni de la mesure cardinale, I'espace d’Orlicz engendré par une fonction
d’Orlicz ¢ se définit par

(5) P ={A).neK": e >0, § 2(elA)) < +o0}
n=0
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ol K est le champ des scalaires réels ou complexes. Cet espace se réduit &
O] B={Zdve K" 3. e()) < +o0}
n=0

lorsque ¢ vérifie la condition 4,.

DermiTionN 6. A la fonction d’Orlicz g, on peut associer la fonction 0(-1)
définie par

sit=0,
sit>0.

0
(M e-1{®) = {I/Q(t—l)

Q-1 est une fonction croissante de [0, +oo[ dans [0, +oo[, de plus elle
vérifie la condition 4, s'il en est ainsi de la fonction g.

Notation. Si B est une partie d’'un espace vectoriel et 1 = (A,),ey Une
suite de scalaires, nous pouvons poser

N
(8) > iB=U Y AB.
n20 N20 p=0
. La p.ar’tie (a) de la proposition 2 dans [13] (cf. [14], corollaire 3.4.2) peut
étre modifiée comme suit, en supprimant la condition 4, faite sur la fonction
d'Orlicz: .

ProposiTION 1.1. Etant donnés un espace mesuré Q de mesure sans atome,
une fonction d’Orlicz g et une suite (A )y de scalaires, si (A)nené PP, alors
pour tout ¢ >0 on a ‘ )

S AeBh(e) N I (R) = Iy (Q).

nz0

Sachant que lensemble des U, = Y’ A,6B%(e), ¢ >0, est un systéme
. nz0
fondam.ental de voisinages de 0 pour une topologie vectorielle sur I2(€) (cf.
(1)) moins fine que la topologie de la F-norme v, associée 4 ¢ (cf. (2)) et en
tenant compte de la remarque 2, on démontre exactement comme dans [13]
que I'adhérence de O dans cette topologie, soit lensemble N Y A.£BY(e),
. , . >0 p20
contient ensemble des fonctions caractéristiques appartenant 3 L% (£2) des
sous-ensembles mesurables de 0.

Remarque 4. Grice a cette propriété, la condition nécessaire d’existen-
ce dune -application linéaire continue non nulle' de I90() dans I ()
démontrée par Ph. Turpin (cf. [14], théoréme 3.4.8), avec g, concave et Qo
vérifiant la condition 4,, est préservée si on abandonme cette derniére
condition et qu’a la place de L'®(®) on envisage plutét I (R2) ol ¢ est une
fonction d’Orlicz quelconque. v

Notation. Pour tout sous-ensemble mesurable A Q, la fonction
caractéristique de 4 sera notée 1, tandis que le sous-espace de I (Q) formé
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de (classes de) fonctions K mesurables appartenant 4 I% () mais presque
partout nulles sur Q\A sera désigné par I%(A).

DrerFINION 7. Si @ est une fonction de Musielak—Orlicz sur 2, on dit
que x (ou ¢,) est dominé par x, (ou par ¢, ) lorsque limsup¢(z, x)/9(t, xo)
1+

< +00 et on note cela par x <xp 00 P, < Py

Cette définition permet d’envisager une relation de préordre sur I'espace
mesuré Q ou sur lensemble des fonctions d’Orlicz ¢,, xeQ.

Derinirion 8. Etant donné une fonction de Musielak—Orlicz ¢ sur un
espace mesuré £, nous appelons les ensembles {xeQ: @, <o,} et
{xeq: @y <} la section commengante et section finissante de borne xq
respectivement.

Ces ensembles sont mesurables car la fonction g(x, y) =limsupe(t, y)

t—ou

x@(t, X)~1 est mesurable par rapport 4 chaque variable séparément.

DermviTion 9. Une fonction de Musielak—Orlicz ¢ sur un espace mesuré
Q vérifie 1a condition C, (respectivement la condition C,) lorsque pour tout
sous-ensemble mesurable A dans Q de mesure non nulle, il existe un point x,
de A tel que la trace sur A de la section commengante de borne
x 4 (respectivement la trace sur A de la section finissante de borne x,) est de
mesure non nulle.

ExempLE 1. Soit ¢ la fonction de Musielak—Orlicz @(t, x) = t* pour x
appartenant & Q = J0, 1] et pour 0 < . C'est une fonction de ¢ concave pour
tout x fixé dans 10, 1]. Pour tout x dans ]0, 1], les sections commengantes
de borne x sont du type 10, x] tandis que les sections finissantes de borne x
s’écrivent [x, 1]. Les conditions C, et C, sont trivialement vérifiées par cette
fonction.

ExempLe 2. De maniére plus générale, on peut considérer une fonction
monotone croissante p définie sur 2 = R et & valeurs dans ]0, 1] et envisager
la fonction définie sur [0, co[ xR par @(t, x) = t"®. Cest de nouveau une
fonction de Musielak—Orlicz telle que pour chaque x fixé dans R, @(t, x) est
une fonction de t concave. Comme ]0, 1] est un ensemble totalement
ordonné par la relation usuelle d'inégalité, toutes les fonctions d’Orlicz o,
xeR, associées A cette fonction sont comparables par la relation définie
précédemment. Les sections commengantes et finissantes s’écrivent respective-
ment ]—oo, x] et [x, +oo[ pour tout x dans R et il est tout aussi évident
que les conditions C, et C, sont satisfaites par la fonction ¢.

Dernation 10. Un ensemble mesurable H dans Q est dit héréditaire
lorsque quel que soit y dans H, la section commengante de borne y est
entiérement contenue dans H.

Les sections commengantes dans Q sont naturellement des sous-
ensembles héréditaires de Q.


GUEST


6 A. K. Kalinde

Notation. 15"00(!20) et I% (Q,) étant deux espaces de Musielak—Orlicz,
Pensemble des opérateurs linéaires continus de L“’OO(QO) dans lﬂ”ol (Q,) sera
noté ¥ [UOO(QO), L?OI(QI)] tandis que #[I ()] désignera lalgébre des
endomorphismes continus de I% ().

Derivrrion 11. Nous dirons d’un espace de Musielak—Orlicz I% (Q) qu'il
est transitif lorsque les seuls sous-espaces fermés invariants par rapport a
tous les endomorphismes continus de I%(£2) sont les sous-espaces triviaux.
Dans le cas contraire, 'espace sera dit intransitif.

§ 2. Opérateurs linéaires continus entre espaces de Musielak-Orlicz non
localement convexes. Lorsque ¢ et g sont respectivement une fonction de
Musielak~Orlicz et une fonction d’Orlicz sur @, nous pouvons poser:

) 1v @) =sup{l, p(t,x)}
(10) Ugy={xeQ:supp(t,x)/L v o(®) <h}, heN,,
t>0
(1) Ves= {xef: supo(t)/1 v p.(0) < h)
>0 .
od Ny = M\{0}.

LeMME 2.1. Soient Q un espace mesuré de mesure bornée | sans atome et
By (Q) et I%(Q) des espaces respectivement d’Orlicz et de Musielak-Orlicz.

(i) Si @ est dominé par g pour presque tous les x dans Q, alors I'union de
tous les I% (UZ,) lorsque h varie dans N, est dense dans L (Q).

(i) Si ¢ est dominé par o, pour presque tous les x dans Q, alors I%(Q)
Sinjecte continiiment dans le produit topologique de tous les Ly (V2y) lorsque h
varie dans N.

Démonstration. (i) Nous savons que les conditions

12) hmsupﬂ—t—’ﬁ < 4o et
(13) sup 9. <+
=0l ve(t)
sont équivalentes, donc on peut écrire
(14) : u“3=uﬂx69¢¢f<ﬁ)=ua% Uz,
eNo

ol la suite (UZmhen, est croissante par inclusion. Par conséquent, les
ensembles ) I%(UZ)et () I, (Ug)) sont des sous-espaces respectivement
ke,

heNg eNo
de I%(€) et I%(Q). Puisque pour tout nombre naturel h>1ona
(15) ot x) < h(l+e(1)) VxeUZ,,
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le théoréme d’inclusion des espaces de Musielak-Orlicz (cf.: {2], p. 879)
implique que I (U?,) = I%(Ug,) pour tout h dans N, et par consequent
nous obtenons aussi

U By(Ug < U E(UZw-
heNg heNg

Il est évident que |J I%(UZ,) est dense dans I%(R). Alors, pour
heN,

€N Q . . .,
prouver (i), il suffit de montrer que linclusion précédente est d'ense: .
En effet, pour tout u dans le sous-espace () I%H(UZy), il existe un

heN, s
nombre naturel h, > 1 tel que u soit un €élément dg Ly (Ugs,)- La mesure
étant finie, il est clair que toutes les fonctions simples (combinaisons linéaires
finies des fonctions caractéristiques des ensembles mesurables) appartenant.a
I% (UZ,,) appartiennent aussi & I% (U, ). Ainsi, en vertu d; la remarque -2,
Tinclusion L (UZ,) < Lo (UE,,) est dense pour la topologie de I% (). Par
conséquent, pour tout & > 0, il existe un u, e %(Ug,,) tel que v, (u—u,) <e,
ce qui en vertu de (2) établit Fassertion (i).

(ii) En vertu de I'équivalence entre les conditions (12) et (13), nous avons
aussi

p(@) = p(xe@ e <eP=p( U Vi)
€INQ
Sur chaque V2, linégalité suivante est vérifiée:
e <h(l+et,x) Vxe Vi

qui nous permet d’appliquer & nouveau le théoréme d’inglusiop des espaces
de Musielak-Orliczc 4 chaque V2, pour obtenir linclusion continue
I (Ve < I (Vi) pour tout h naturel > 1.

goit Dn l’o;érateur de projection de I%(Q) sur I% (V3. pour chaque’ h
naturel > 1 défini par

W) =u 1v$’,, = Uy
ol la multiplication est 2 comprendre dans le sens suivant:

(16) (- yg ) () =83 1yg (9,

ol lye  est la fonction caractéristique de V2,. Posons & présent p = I »s-
[ heNg

Alors Timage que p prend sur un élément quelconque u de I% (<) se définit
comme suit: )
an pw) =

Pr(1) = (Uphhenvy-
heNg )
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Lapplication p ainsi définie est linéaire et injective de I%(£2) dans le

produit topologique [] I%(V2,). Compte tenu de la continuité des p;, p est
heNo . . . L
aussi continu par définition d’une topologie produit. Donc, si I désigne

Pinclusion continue

[T gy = I1 B2,

heNg heNg

Iop est une application linéaire continue injective de I%(f2) dans le produit

topologique [ I (V2.
heNg
LemMME 2.2. Si ¢ est une fonction de Musielak-Orlicz sur un espace mesuré
Q .de’ mesure finie sans atome, vérifiant la condition C, (respectivement la
condition C,), alors il existe une suite (x,),.n déléments de Q telle que Q et

U {xe: @x < @ ) (respectivement Q et ) (xeQ: o, < @,)) soient de
neN neN " .
méme mesure.

Démonstration. Soit U Tlensemble des familles finies ou dé-
nombrables (4;);.; ol les 4; sont des ensembles mesurables de mesures non
nulles et deux 4 deux disjoints, chaque A; étant contenu dans une section
commengante. La condition C, sur ¢ permet de construire facilement une
telle famille 4 partir de la trace sur un ensemble mesurable de mesure non
nulle et cela par les sections commengantes.

Nous pouvons définir sur % une relation d’ordre comme suit:
Y My, MW My< M, siles éléments de My sont dans A,

U ainsi ordonné est un inductif, En effet, soit & une partie quelconque
totalement ordonnée dans . La réunion de toutes les familles appartenant a
& de sous-ensembles mesurables de mesures non nulles et deux 4 deux
disjoints est un majorant de & pour la relation d’ordre définie ci-dessus. Ce
majorant appartient & 9, car la mesure u sur Q est bornée. Alors en vertu de
l'axiome de Zorn, il existe au moins une famille maximale Me W, avec M
= (M,),en telle que u(Q\LLM,,) = 0, car sinon, compte tenu de la condition

nes
Co, 2\|J M, contiendrait un élément y tel que l'ensemble
neN

(Q\,gn M,)n{xe: 9. <)} = 4

soit de mesure non nulle. .4 U {4} serait une famille de U contenant ./ et
# ne serait pas maximal. Par conséquent, en vertu de la définition des
familles de W a 4 = (M)neny nous pouvons associer une suite des sections
commengantes ({xeQ: ¢, < Pz, Dnen telle qué M, « {xeQ: ¢, < ¢x,} pour
chaque neN et pu(Q\ UN {xeQ: 9, <0.})=0.

ne.

Lorsque la condition C, sur ¢ est satisfaite, on montre de maniére
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similaire Pexistence d'une suite d’éléments (y,)..y de @ telle que
n(\ U {xeQ: 0, <o.)=0.

THEOREME 2.3. Soient Q, et Q, deux espaces mesurés de mesures respecti-
ves jio et py a-finies sans atome et @°, @' deux fonctions de Musielak—Orlicz
sur Qq et Q, respectivement, ¢° vérifiant la condition C,, ¢* satisfaisant & la
condition C, et de plus telle que pour chaque x fixé dans Q,, @' (t,x) est une
Jfonction de t concave. Si pour tout couple (x,y) dans Qy x Q; on a

limsup o' (t,y) _
1 @O(t, %)

+ 00,

alors tout opérateur linéaire continu de I?oo (Q0) dans 15”01 (2,) est nul.
Démonstration. Puisque les mesures u, et u, sont o-finies, nous
avons
Q= Q° u@)<+w VheN,
heN
(18) )
Q=U @, p@H<+ow VkeN.
keN
(i) Montrons d’abord que tout opérateur linéaire continu de E’OO(Q,‘,’)
dans I% (2}) est nul pour tout couple (h, k)e N x N. Soit donc (h, k) un
couple quelconque de nombres naturels. Puisque les conditions C, et C, sont
vérifiées respectivement par ¢° et ¢!, en vertu du lemme 2.2 il existe une
suite (x,)nen d’éléments de QF et une suite (Vn)mey d’€léments de Q! telles que

10 (28) = po U,v {xe@®@: ol < <p§3,,}_),

11 (QF) = s ( U {veQi: o} <o3}).

Compte tenu de 1’e’quivalencc entre les conditions (12) et (13), on sait
que pour tout m naturel on a

1
{ye}: 0} <o)} = y Vim (el (1)
reiNg A

Alors, en vertu de la partie (i) du lemme 2.1 il existe une injection continue

1
notée p de L‘{’,1 (Ql) dans le produit topologique des I‘!’(,1 (V:;Vr:n) pour (m, r)
variant dans N x N,, définie d’aprés (16) et (17) par ’

(19) P(W) = Wmmnen xng  VUELE (Q1),

ol u,,,,eL";vlm(V"'l;m) pour chaque couple (m, r)e N x Nj.
ot
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D’autre part pour un neN quelconque, la section commengante
{xeQ: 92 < 2} est constituée des éléments xe ) dominés par x, et en
vertu de la partxe (i) du lemme 2.1,

v L‘::‘"(Uzg 2

seNg

est dense dans I% (lxeﬂ 02 <(p,, }). Dans ce 985, pour tout opérateur
linéaire continu T de ce dernier espace dans L‘ﬁ, (Qb), le composé poT est
linéaire continu de I% ({xe9: @2 2 <03} dans

n I ym(y"’ym)

meN
reNo
telle que
(20) po TW) = Wn)mnenxng  VuE U lf""(U o )

seNg
ol w,,.,eLo'"(V ’"‘) pour chaque (m, r)e N x Ny.

Mais par hypothese hmsuprp t, ym)/@°(t,x,) = + 00 V(mmeN xN,

had-sl

alors en vertu de la remarque 4, la condition nécessaire d’existence d’un
opérateur linéaire continu non nul entre des espaces d’Orlicz (cf. [14],
théoréme 3.4.8) est applicable et on obtient w,, =0 pour tout couple (m, r)
dans N x Ny. Comme p est une injcction on en déduit que T est nul sur

U lf’ o"(Ug 0 9

seN 0
qui est un sous-espace dense dans I% ({xeﬂ @3 < @3 }). Par conséquent T
est nul sur ce dernier espace et on en conclut que

LI ((xeQf: 02 <92 }), I (21)] = {0}.

L>égalité ci-dessus est valable quel que soit le 3-uple (h, n, k) dans N x N x N.
Posons 4 présent
Dp= | {xeR: 03 <93}
n<m
Pulsque Do = {xeQ}: 2 <(p,, }, on démontre par récurrénce que
12 (D), % (2})] = {0} pour tout (m, k)e N xN.
Or on sait que Q)= {J D, pour un naturel h quelconque, la suite
meN
(Dp)men €tant. croissante; l’ensemble U E’o(

meN
dense de L"o (29). Par conséquent on a

») €st donc un sous-espace

LI QD) 1% (@)1= {0}  V(hkeNxN.

icm
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En posant encore H,, = () Q) avec H, = Q et sachant que (H,)nn 6st

hsm
une suite croissante de sous-ensembles mesurables de Q, telle que Q,
= {J H,, on montre par récurrence comme précédemment que
meN
(21) L[ L% (Q o)» 15" (@h1=1{0} VkeN.

Soit 4 présent p’ lapplication de I%, (QI) dans le produit topologique
I 15” (QY) définie d’aprés (19), injective et continue. Puisque le composé
keN

avec p', soit p'oT, de tout opérateur linéaire continu T de I% (Q,,) dans
I% (2y) est nulle en vertu de (21), T lui-méme est nul.

§ 3. Sous-espaces fermés non triviaux invariants dans les espaces de Musielak-
Orlicz non localement convexes. Les espaces de Musielak—Orlicz engendrés par
des fonctions ¢ telles que @ (t, x) est une fonction de ¢ concave pour tout x
appartenant a un certain espace mesuré Q fournissent des exemples d’espaces
vectoriels topologiques généralement non localement convexes. Cest dans ces
espaces, lorsque £2 est un espace métrique complet séparable muni d’une mesure
bornée non atomique et réguliére, que nous caractérisons les sous-espaces fermés
non triviaux invariants par rapport  tous les endomorphismes continus de ces
espaces.

TuEOREME 3.1. Etant donnés deux espaces de Musielak—Orlicz I% (Qo) et

(Q ) ou Qg et Q, sont des espaces métriques complets séparables munis des
mesures respectives Uy, py bornées, réguliéres et sans atome, si

1
22) lim sup 2 )

< + 00
1o (Po(t:x)

pour tout couple (x, y) dans Q4 x R, alors quel que soit T'élément non nul u dans
l?’oo (2o), l'ensemble des images Tu on T parcourt ¥ [Uoo (Qo), li"ol(Ql)] est dense
dans l‘!’o1 (£24).

Démonstration. Soit u, #0 un élément quelconque dans
L?‘ (Q,) et considérons P'ensemble mesurable
(23) Supe = {xeQ0: Juy (x)| > e},

ol ¢ >0 est tel que §,,, soit de mesure non nulle. y, étant une mesure
réguliére, il existe un compact C = S,,, de mesure non nulle tel que la
mesure de S, ,\C soit arbitrairement petite.

Prenons un ensemble mesurable 4 = Q, quelconque de mesure non
nulle tel que sa fonction caractéristique 1, soit un élément de I% (Q ).
Puisque la mesure u; est également réguliére, il existe un nombre naturel m,
=1 tel qua tout autre nombre naturel m >m, on puisse associer un
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compact C,, = A de mesure non nulle satisfaisant & la condition

9. by (4G <

Pour un nombre naturel m > m, quelconque mais fixé et pour tout
sous-ensemble  mesurable B < C, nous pouvons poser: [, (B)
= u, (B)/p; (C). De méme, pour tout sous-ensemble mesurable D < C, nous
pouvons écrire: Z(D) = po (D) po(C). fi et [, sont des mesures normalisées
sans atome respectivement sur C et C,,. Comme C et C,, sont des compacts,
en vertu du théoréme dexistence d’'une équivalence borehenne (cf. [11],
Theorem 9, p. 270) nous pouvons trouver des ensembles mesurables C°ccC
et CY <= C, tels que

(25) E(C\C) =0, [(Cu\Cp)=0

ainsi qu'une équivalence borélienne g de Cj, sur C° telle que = f,q~
Alors en vertu de la condition (22) on a
' (ta" ()
9°(t,x)

1

hmsup <+ VxeCC

t— o0

Posons encore

tq" ' (x)
26, B, = 0. ——-(———~———- .
(26) ) {xeC ?‘:glvq)(tx) <h}, heN,
On a C°= |J B,. D'autre part,

heNg
27

N = U q7'B)=Cp.
heNg
Prenons un hoe N, suffisamment grand pour que
ﬁm(q—l(Bh)) = ﬁ(Bh) >0 Vh > h0>
la suite (Byyen, €tant croissante. Soit h > ho un entier quelconque mais fixé
et considérons les fonctions (u/u,)-1s, pour tout élément u de l?o(ﬂo) En

vertu de (23) et du fait que u/e est de nouveau un élément de l‘!’ (£2), il est
clair que (u/uy) 1, est encore un élément de If (B,,) pour tout élément u

dans B’ (Q0). L'application T de I (Qo) dans L'!' (B)) envoyant u sur
(4/uy) Ly, est non nulle et linéaire; elle est de plus continue car (1/u;)- 1, est
borné. En outre, en appliquant le théoréme d'inclusion des espaces de
Musielak-Orlicz (cf. [2], p. 879) & B, défini par (26) et le théoréme de
changement de variables dans une mtegrale (cf. [3], Theorem C, p. 163),
(vog): 1-1(“ est ‘un e]ement de I% (Q,) quel que soit v dans I?’ (By)-

apphcatmn To,x de IL" (By) dans H’o (£2;) envoyant v sur (vog)-1 sy © est
linéaire continue non nulle pour la méme raison que ci-dessus. Posons encore
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T, = To »© T;. Nous ,avons ainsi un nouvel opérateur linéaire continu non nul
de I, ([)o) dans Ij’ () et nous obtenons

Ty(uy) = To,s0 T (4y) = Tou(lp) = (15, 09) 14-—1(3", = Iq"(li;.)'

Nous en déduisons que lq_1 @ appartient  ensemble {Ti;: Te$[l9’0° (820).

%) (R,)]} pour tout nombre naturel h> hy. Or (g “L (B4, et une suite
croissante de sous-ensembles mesurables; donc de (27) il résulte que 1 o

apPartlent a ladhérence de cet ensemble par rapport a la topologie de

L%y (2y) (cf. (1). De (25) on conclut qu’il en est de méme de 1c,.

Cependant, m étant un nombre naturel quelconque supérieur ou égal 3
me, de (24) on déduit que (v 1(Li—1¢,))men, St une suite qu1 converge vers
0 lorsque m tend vers 1’1nﬁm et de ce fait, 1, appartient aussi & Fadhérence
de l'ensemble mentlonnc ci-dessus. Par conséquent, cet adhérence contient
l’enscmble total dans I% (Q,) des fonctions caractéristiques appartenant a
L'!’ (©2,) des sous-ensembles mesurables de Q;.

COROLLAIRE 3.2. Soient Q un espace métrique complet séparable muni
dune mesure bornée réguliére sans atome et ¢ une fonction de Musielak—Orlicz
sur . Si

et,x)
oy "
pour tout couple (x, y) dans QxQ, alors 1%(€) est transitif.

Démonstration. Soit E un sous-espace fermé quelconque non réduit
au singleton nul dans I%(Q) et invariant pour tous les endomorphismes
continus de I%(%). Pour tout élément non nul u de E, il est clair quwon a
{Tu Te £ [I% (.Q)]} < E et en vertu du théoréme précédent, E est identique &

I%, (). Nous avons donc prouvé que les seuls sous-espaces fermés de .I%(€)
invariants par rapport & tous les endomorphismes continus de cet espace
sont les sous-espaces triviaux.

Remarque 5. On voit en ‘particulier que tout espace d’Orlicz I% ([0, 1])
est transitif au sens de la définition 11. Autrement dit, pour tout élément non
nul u de I%([0, 1]), Pensemble {Tu: Te L [I% ([0, 1])]} est dense dans
1% ([0, 1]). On montre dans [4] que cet ensemble est généralement stricte-
ment contenu dans I¢([0, 1]).

LemMe 3.3. Etant donnés un espace mesuré Q de mesure p bornée sans
atome et une fonction de Musielak-Orlicz ¢ sur Q, pour tout sous-espace fermé
non nul E de I%(S) invariant pour tous les endomorphismes continus de cet
espace il existe un ensemble mesurable Sg = Q de mesure non nulle tel que E

L% (S

Démonstration. Soit E un sous-espace fermé non nul quelconque de
I%,(Q), invariant pour tous les endomorphismes continus de % (2). Montrons

limsup—————

t—oo
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d’abord que tout élément u de 1% () pour lequel il existe une fonction w de
E telle que Ju(x)| <|w(x) pour presque tous les x dans @ est aussi un
élément de E. Soit uel%(Q) quelconque vérifiant la propriété ci-dessus et
supposons-le différent de la fonction nulle presque partout.

Nous pouvons poser:

S,={xeQux) #0}, S8,={xeQ:w(x) 0}

Il est évident que ces ensembles sont mesurables et de plus, comme
S, =Sy, S, est de mesure non nulle. Si 4 tout élément v dans I% (@) nous
associons la fonction (w/w)«(v- 15 ), celle-ci appartient & I () car sur §,, on
a |u(x)/w(x)| < 1; cela permet d’envisager une application T de I%(R) dans
I () définie par

=%‘(“'1s;v) pour tout v dans I%(Q).

T est naturellement linéaire et continu. Mais Tw =(u/w)'(w-lsw) =uetw
appartient 4 E; il en résulte que u est également un élément de E puisque ce
dernier est un sous-espace invariant pour 7. L’assertion est ainsi prouvée.

E étant donc un sous-espace vectoriel solide fermé de I%(Q), on voit

comme dans [12], chapitre III, p. 155-156 que E = I%(Sg) pour quelque -

ensemble mesurable Sy = Q de mesure non nulle.

Prorosition 34. Soient donnés un espace métrique complet séparable Q
muni d’une mesure bornée u régulidre sans atome et une fonction de Musielak—
Orlicz ¢ vérifiant les conditions Cy et C, (cf. Définition 9). Pour tout sous-
espace fermé E invariant par rapport a tous les endomorphismes continus de

%(Q), il existe u. sous-ensemble mesurable héréditaire H- < Q tel que E

Démonstration. La proposition est triviale si E = {0} ou si E
= I%(€). Considérons donc le cas d’un sous-espace fermé non trivial quel-
conque E de I (), invariant pour tous les endomorphismes continus de cet
espace: En vertu du lemme 3.3, il existe un ensemble mesurable Sg < Q de
mesure non nulle tel que E = I%(Sp).

Posons

(28) H={yeQ: 34, c g mesurable, u(4,) >0, @y <@y Vxed,}.

H est un ensemble mesurable en verty du théordme de Fubini appliqué & la

fonction caractéristique de Iensemble {(x, y)eQxQ: glx, y) <+o} ol

g(x, y) = limsup o (¢, y)/o(t, x). De plus, il est de mesure non nulle. D’autre
[2ad- 7

part, si. y est un élément quelconque de H, tout z dans Q tel que

¢ <o, appartient & H, car ¢, <¢,< ¢, pour tout x dans A, H est
‘donc un ensemble héréditaire.

Prouvons que Pensemble mesurable Sg\H est de mesure nulle. Raison-

icm
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nons par l'absurde. Si u(Sg\H) >0, prenons D = S \H. Or ¢ vérific la
condition C,; il existe donc un zpeD tel que

uDniyeQ: @2p <@y}) > 0.

Comme D n{yeQ: ¢, <¢,} =Sy, il est clair, compte tenu de (28), que z,
est un €lément de H, ce qui est en contradiction avec le fait que z; a été pris
dans,Sg\H. Donc Sg\H est de mesure nuile. Par conséquent, de

Se=(Se\H)u(Sgn H)
on déduit que

(29) E = I%(Sg) = I (Sg n H) < I (H).

Prouvons Tlinclusion inverse. Partons pour «cela de H
= (H\Sg) U(H N Sg) et montrons que H\Sg est de mesure nulle. Supposons
que u(H\Sg) > 0. Puisque ¢ vérifie la condition C,, il existe un ensemble
mesurable B < H\S; de mesure non nulle tel que 15e1%(Q) dont tous les
€léments sont dominés par un point x,eH\Sg. Puisque x,eH, par
définition de H (cf. (28)) x, est dominé par tout point d’'un ensemble mesu-
rable C « S¢ de mesure non nulle tel que 1-€I% (). Alors on a

VxeB,VyeC: ¢, <o,.

On en déduit en vertu du théoréme 3.1 que Pensemble {T(1.): Te L [I%(C),
I (B)]} est dense dans I%(B). Comme C < Sg, il est clair que 1c¢E.

Soit p; Fopérateur de projection de I% () sur I%(C). Alors pour tout
opérateur linéaire continu T de I%(C) dans I%(B), Top, est un opérateur
linéaire continu de I%(Q) dans I%(B). Comme lzeI%(B), cet élément est
approchable par les Topc(1ls) pour T parcourant £ [I%(C), I%(B)]. D’ou
15€E, car E est fermé et invariant par tous les endomorphismes continus de
I%(Q). Tl en résulte que B\Sg = B est négligeable, ce qui est une contradic-
tion.

Donc u(H\Sg =0 €t par conséquent RN

E = I%(Sp) = I%(Ss 0 H) = L (H).

Il est évident que dans ce cas 0 < u(H) < u(Q).

THEOREME 3.5. Soient Q un espace métrique séparable complet muni d’une
mesure p bornée réguliére sans atome et ¢ une fonction de Musielak—Orlicz sur
Q vérifiant les conditions C, et C,, de plus telle que o(t, X) est une fonction de
t concave pour tout x dans Q. Alors un sous-espace fermé non trivial E de
I%() est invariant pour tous les endomorphismes continus de I%(Q) si et
seulement si il existe un sous-ensemble mesurable héréditaire H de mesure
strictement comprise entre 0 et u(Q) tel que E = I%(H).

Démonstration. La nécessité de la condition est une conséquence de
la proposition précédente.
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Quant a la suffisance, prenons un ensemble mesurable héréditaire quel-
conque H < Q tel que 0 < u(H) < u(R). On démontre facilement par contra-
position que

(30) fimsup 28 Lo Wik, e H x(@\H).

(e Q%)

Mais I%, (Q) = If (2) (cf. Remarque 3) est une somme topologique directe
de sous-espaces I% (H) et I%(22\ H). Par conséquent, pour tout u dans I%(H)
et pour tout T dans lalggbre Z[I%(Q)] on a

velf, (H) et welfy(Q\H).

La restriction de T a I (H), soit Tng(H)’ et la projection pgy de I%(RQ) sur
I, (Q2\ H) définie par

Tu=v+w ol

Pow(@) =wlogy Yuelfh(€)
étant linéaires et continues, pg,5 0 T| 8 est un opérateur linéaire continu de
I (H) dans I%(Q\ H). De plus, pour tout u dans I%(H), en tenant compte de
(30), le théoréme 2.3 implique que (pgz 0 T| LQO,(H)) (#) = w = 0. Il en résulte que
pour tout u dans I%(H) on a
Tu= Tl gy, Wels(H) VTeZ[IH{Q)],

ce qui prouve que I% (H) est invariant par rapport i tous les endomorphis-
mes continus de If(Q).

Remarque 6. Si ¢ est une fonction de Musielak-Orlicz sur un espace
mesuré © de mesure o-finie sans atome telle que ¢(t, x) est une fonction de

t concave, les sous-espaces I (H) ot H est un sous-ensemble mesurable de €2 .

héréditaire tel que 0 < u(H) et u(Q\H) >0 sont invariants pour tous les
endomorphismes continus de Iespace I% ().

ExempLE 3. Soit

‘ e°(t,x) =t pour 0 <x<1ettz0.
Nous savons que @2 <¢?, si et seulement si x, < x,. ¢° est une fonction
de Musielak—Orlicz sur 10, 1] telle que ¢°(t, x) est une fonction de t concave
pour tout x dans ]0, 1] et vérifiant les conditions C, et C,; (cf. Exemple 1).
Les seuls sous-espaces ferrgés non triviaux invariants Jpour tous les endo-
morphismes continus de I% (10, 17) sont de la forme I (10, x]) pour tout x
tel que 0 <x < 1.

ExEMPLE 4. Si p(x) est une fonction monotone définie sur R et i valeurs
dans ]0, 1], posons

@i, x) =P,

iom
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@' est aussi une fonction de Musielak—Orlicz telle que @'(t, x) est une
fonction de ¢ concave pour tout x dans R. @L< @) si et seulement si
p(x) < p(y). Les sous-espaces L“’O1 (-0, x]) et E’ol([x, +oo[) pour tout x
dans R sont invariants par rapport a tous les endomorphismes continus de
l?ol (R) lorsque p est respectivement monotone croissante ou monotone
décroissante.
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