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Nouvelles caractérisations des nombres de Pisot et de Salem
par

ANnETTE DECcoMps-GuiLLoux (Paris) et MarteE Granper-Hucor (Caen)

1. Introduction, rappels. Soit S 'ensemble des nombres de Pisot, cest-a-
dire Tensemble des entiers algébriques supérieurs & 1 dont tous les conjugués
(autres que Iui-méme) ont un module strictement inférieur a 1 et soit T
l'ensemble des nombres de Salem, c'est-d-dire lensemble des entiers
algébriques supérieurs & 1 dont tous les conjugués (autres que lui-méme) ont
un module inférieur ou égal & 1, 'un au moins étant de moduie 1.

Si 6 est un élément de S ou 7, 1 un entier algébrique de @(f), s désigne
le degré de 6 et Ton note:

g0, i=2 ..,5,
A i=2,...5,

les conjugués respectifs de 0 et 1 (antres queux-mémes) alors le nombre
) 5
My A0 gt
i=2
est un entier rationnel. Ainsi, si 'on note pour x réel, |{x|| la distance de x a
entier le plus voisin, on a, pour feS, a partir d'un certain rang:

130°] = | %, 296"
i=2

et la suite {||16%]) tend vers zéro comme une progression géométrique. Si 4
est un élément quelconque de Q(8), alors il existe [e N tel que I4 soit entier
algébrique, et la suite (]287) a, au maximum, ! valeurs d’adhérence toutes
rationnelles (les smites extraites convergent vers ces valeurs d’adhérence
comme des progressions géométriques). ' :
Réciproquement, Pisot a montré [4] que, pour un réel £ > 1, Texistence
d’un réel 1 non mul tel que soit réalisée 'une ou l'autre des conditions:

(1.1) Y 148712 < + oo

n=0

4 — Acta Arithmetica 50.2
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ou

{1.2) 6 algébrique et lim [[A8"| =0
n—a0

entraine que  appartient a S et A & Q(6).

Ces résultats datent de 1938, depuis, la question de savoir s'1) existe des
nombres transcendants tels que la suite (||46") tendé vers zéro reste posée.
En 1947, Pisot a établi [5] que, pour un réel 0 > L, lexistence d’un réel A
non nul tel que soient réalisées les conditions (1.3) et (1.4) (resp. (1.3) et (1.5)
entraine que O appartient & § et 4 a Q(B): '

(1.3) la suite (|46%]) a un nombre fini de valeurs d’adhérence,
{1.4) f est algébrique,
~ (1.5) la convergence des suites partielles vers les valeurs d’adherence est

o(n~®*1) (o0 h désigne le nombre de valeurs d’adhérences irration-
nelles).

Ce résultat appelle la remarque suivante: les conditions (1.3) et (1.4)
(resp. (1.3) et (1.5)) ne peuvent 8tre réalisées avec h non nul; elles impliguent
en effet que i appartient & Q(f) et par conséquent que les valeurs
dadhérence de la suite (|167]) sont toutes rationnelles; or, pour £ =0, la
condition (1.5) est moins bonne que la condition (1.1). Dans le méme article
de Pisot se trouve la premitre caractérisation de lensemble Sw T par
Pexistence, pour # > 1, d’un réel A supérieur a 1 tel que 'on ait, pour n > 0:

(1.6) 1481 <

200+ 1) (1+1log )

Pisot et Salem ont posé la question de savoir si I'on peut trouver une
condition unique rassemblant les conditions (1.1) et (1.6) [6] (1964).

Dans un article publié en 1977, Cantor [2] donne un nouveau critére
algébrique de rationalité, puis il se propose de résoudre le probléme de Pisot
et de Salem en améliorant les conditions (1.5) et (1.6), pour cela il applique
son critére de deux maniéres différentes.

. Pour améliorer la condition (1.1) Cantor considére d’abord des suites
(a,) prenant k valeurs distinctes modulo 1, mais dans sa démonstration il faitj
une erreur en appliquant le théoréme de Dirichlet.

Ne pouvant utiliser le résultat de Cantor et, puisque seules les suites
tendant vers zéro modulo 1 nous intéressent, nous avons appliqué sa
méthode & ce cas. Nous avons ainsi établi un critére analytique de rationalité
qui nous a permis d’améliorer la condition (1.1). Ceci fait Pobjet du par-
agraphe 2. Une autre amélioration est donnée au paragraphe 3 avec la
détermination d’'une constante effective, _

En ce qui concerne la condition (L.6) nous reprencns les résultats de
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Cantor, en les complétant, au paragraphe 4, nous ne redonnons pas la.
démonstration du critére de rationalité (théoréme 4.1) bien qu’elle présente
quelgues inexactitudes dans Tlarticle de Cantor, mais elle se trouve
entigrement rédigée dans [3].

Pour les différentes caractérisations, seules les conditions suffisantes sont
démontrées, les conditions nécessaires &tant triviales; d’autre part les condi-
tions envisagées entrainent que le réel 1 appartient & §(6), nous ne le
rappelerons pas dans les divers énoncés; ceci correspond aux théordmes 2.3,
3.1, 5.1, 52 et aux corollaires 5.1 et 5.2,

2. Critére anslytique de rationalité. Application & une caractérisation de S.
Le but de ce paragraphe est d’améliorer la condition (1.1) caractérisant les
nombres de Pisot, en la remplagant par la condition:

A6 = o{1/3/n).

Nous commengons par établir le critére de rationalité suivant, qui
englobe le critére classique reposant sur la notion de fonction &
caractéristique bornée [1].

TutorREME 2.1 (critdre analytique de rationalité). Soit (a,) une suite

dentiers rationnels; on considére la fonction f définie au voisinage de Torigine
par Pégalité:

flz)= E a,z".
a=0

On suppose que la fonction f Hest pas constante et quelle peut s’exprimer
comme quotieni de deux fonctions s et t analytiques au voisinage de Torigine:

5(z) = f 52", tz) = § i, 2",

ot les suites (s,) et (t,) vérifient les égalités suivantes:

2.1 Z: sul? = 0(n™7),
2n—1
(2.2)

% Il =0(n7"),

ol o et B vérifient Tune des conditions (i), (i) ou (iii):

@ x>0 e F=>0,
(1) a=0 e p>1,
(iii) x>1 et p=0,

alors f est une fonction rationnelle,
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La démonstration utilise les lemmes suivants (les lemmes 2.1 et 2.3 sont
démontrés dans [2] aussi nous ne démontrerons que le lemme 2.2):
Lemme 2.1 ([2], [31). Soit (y,) une suite de réels positifs tels que l'on ait

Zm—1

Y w=00)

on pose:
2m—1

d,=sup ). ¥

mza i=m

g = sup(yo, 61}

Soit (iq, ..., Iq une suite strictement croissante d'entiers naturels, on 4

alors:
s

Z Z yih+m$4 Z ‘5_,'-

=1 m=1 =1

LemMme 2.2, Soit (v,) une suite de nombres complexes vérifiant I'égalité:

2n-1
S P =0@™") oi y=0.
On pose:
2j—1
g =sup 3, [v)%
JE =T
on a alors
L : d o) sioy>0,
2 _
W : Eom {O(IOgr) sio p=0;
, o si y> 1,
(i) Y i =<ollogr) s y=1,
=0 ortM3y i 0gy<;
L, 0(1) si y>1,
(iii) Y a=xologr) si y=1,
=0 o(r'™ si 0<gy<l.

Démonstration. (i). A tout entier r on associe lentier g défini par
Iinégalité: '

Wy <2l
on a alors:

g 2tli-g

Yhl<d?+ Y Y i
I

=0 =0 =af
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donl
r o) si >0,
Y o= { _ . i
= o(g) =o(logr) si  y=0.

On en déduit que la série 2 [ua]® converge pour y >0,
neN
(ii). D’aprés linégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire:

2n—1 2n—1

Tl <o (Y W)
i=n i=n

2n-1
T Il =o(nt 7).

i=n

En définissant g comme dans (i), on obtient:

r q 2f 1
>l < ool + Z Y. lwl,
i=0 J=0 i qd

d’ol I'on déduit le résultat.
(iii). Les calculs sont analogues aux précédents.

LemME 2.3 ([2], [3]). Soit X = (x;;) une matrice carrée dordre n telle que:

n ]

) Z Z |xij|2 < m,
j=1i=1 :
on a alors
|det X| < t.

Démonstration du théoréme 2.1. Nous supposerons so # 0 et
rp=1.

(a) si « et B sont strictement positifs, d’aprés le lemme 2.2, les séries
3 lsJ? et 3 |r,|* sont convergentes, et f est a caractéristique bornée dans
le disque unité, cest donc une fonction rationnelle, [1].

(b) Pour « =0 et f> 1, nous utilisons le critére de Kronecker. En
effectuant des combinaisons linéaires classiques sur les lignes et les colonnes
des déterminants de Kronecker de f, on obtient I'égalite:

‘ o a, iXoo - Xy |
D=l R
o Qg *r,0 Xy,
on
m n
Xmn = EO Eoftffamn—(iﬂ)-
=g j=
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Plusieurs étapes sont nécessaires. On pose:

n
Upp,n == Z ti5m+n—i:
i=0
n—1

Uy = Z Sitman; pour nzl et v,,=0;

4 partir de DPégalité:
n
= ¥ Lily;
i=0

des calculs élémentaires permettent d'obtemir la relation:

xm mn+vmm

,H

E Z Ium.ni 2 et

m=0 n=0

on étabht alors des évaluations

distinctes pour

On définit le polyndme I1,,, par

mtr

I, .(2) = Zt,‘z Zszf
i=

alors, si n est un entier au plus égal 4 r, u,, , est le coefficient de z"** dans
II,, et P'égalité de Parseval entraine:

LIRS

2z
¥ 1 r
I I
n=0 2r ) WS i=m
0

i

1 r mtr .
<5 A ) || X s de
2n k=0 ji=m
m+r
Z tl)? Z Is;1%.
k=0 J=m

D'on

Z Z MERS

m—O n=0

(Z feil)? Z Z (74 ml?

m=0 j=0
et d'aprés le lemme 2.1:

r r

3 3 binl® < (i W4 Y 6

m=0 n=0 k=0 i=0
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ou
2j-1
. |2 - .
51’ == Sup Z |‘sh| H 50 - sup(,s%, 51)

fzi p=j
De méme, en appliquant Iégalité de Parseval au polyndéme ®,,, défini
par:

ntr

D, (z) = ): 5, 2 Z t; 20

k=0 J=

on obtient:

r v r
Y vl < (Z ls)*-4 2 1
m=0 ng=0 i=0
ou
Iy = sup Z [
JZL p=j
D'on

r r
2 Pomal®

m=0 n=0

<83 P 3 (S P 3 )

et Pon en déduit, grace au lemme 2.2, puisque a =0 et > 1:

Z Z ml? = 0(7).

m=0 n=0
(c) Le cas w > 1 et B =0 se traite de la méme manitre si r est assez
grand cette quantité est inférieure & r+1 qui est 'ordre du déterminant D,,
d’oi d’aprés le lemme 2.3:

D] <1

et f est une fraction rationnelle.

De ce crittre on déduit le théoréme suivant:

TugorEMe 2.2. Soient 8y, 04, ..., 0, des nombres réels vérifiant |0} > 1
pour i =1, 2, ..., h. On suppose qu L! cx:.s.‘e des polyndmes & coefficients réels
Ly, Lg, oo Ly er une suite (a,) dentiers rationnels rels que:

Z Li(n) 0} = a,+o(n™ 1%
alors la fonction f définie au 'uoisinage de Forigine par:

fa) = Z 2"

“n=0
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est une fraction rationnelle et les nombres 0,,...,0, sont des entiers
algebrigues.
Démonstration. On pose pour neV:

B
a, = 3, Li(m6] +p,

i=1
ol u, =o{n"?). On a alors:

Ulz)

fz) =‘m+#(z)

avee

o it o
Ut _ YY) Limenzt et u@= Zo,u,,z".

V(Z) n=0 (=0

Les hypothéses du théoréme 4.1 sont vérifiées avec

s2)=U)+ulz) V), tiE)=V.
On a alors:
2r~-1

% Is? =o()

on prend donc «=0; puisque ¢ est un polyndme B peut &tre choisi
quelconque donc supérieur 4 1, f est dont une fonction rationnelle et le
lemme de Fatou permet de montrer que é,,..., 0, sont des entiers
algébriques. .

Le théoréme 2.3 est un cas particulier du précédent, on prend alors
h=1.

THEOREME 2.3. Un réel 8 supérieur a 1 appartient a S si, et seulement si, il
existe un réel 2 non mul rel que on ait:

(2.3) 140" = o(n~113).

3. Caractérisation de S par une condition asymptotigue sur [JA07].
Détermination d’une constante effective. L’intérét du théoréme 3.1 réside dans
le fait que la condition asymptotique se traduit par une inégalité qui fait
intervenir une constante effective; il se déduit du critdre Kronecker car le
critére analytique ne s'applique pas ici.

Dans ce paragraphe et dans les suivants on écrira, pour > 1 et A = 0,
la décomposition modulo 1 de 16" sous la forme:

0" = a,+s,
‘avec a,e Z et e[ —4, 4 de telle sorte que g, = [|A6"|.

TrEOREME 3.1, Soit 6 un réel supériewr a 1; 8 appartient a § si, et
seulement si, il existe deux réels ) et a vérifiant respectivement:

A>0 e a<1/2(1406)?

icm
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tels que Ton air:

(3.1) HAO"| < a//n  pour

nzng.

163

Démonstration. En remplagant A par A0"%, on peut supposer

que l'on a:

U
lea < a/\/n+mng

On pose:

j(Z) = Z anzn =

n=0 1_

avec

pour nz=0.

0 +e(z2)

On conserve les notations utilisées pour démontrer le théoréme 1.1, soit:

§(z) =

et

L+ (1—02)e(2),

t(z)=1~0z

o
5(z) = Z Sn2" OO 5o =Ad+4&g, 5, =&, 06y,

Les coefficients w,,, et v, , s'écrivent alors:

]

Up,p = z LiSman—i = sm+n"05m+n—17

f== O

On en déduit les égalités:

Uy =0 81 m21, 09, =58, 0

et, en supposant n, > 2, les majorations:

I3l <

a(l+0)

\/.f:i"}'n()"‘l

fp=1,1t =—8@,t,=0 pour n=2.

n—1
Upon = — Z Silmtnmi
=0
pouwr nzl, wvye=0,
Ynz0,
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r r r r
On obtient alors, en majorant Y Y. vZ, et 3. 2. U, les inégalités:
=0 m=0 =0 m=0
r r r 2 a2 2 i 3
2 2
v == UO, £ a 8 (1+9) +S0
ng() mz=:O " .Eo " azoh+ng—2
d’on
' r r } r r r r
Y Y R, =0(ogr) et Y Y uh,<{U+0? Y ¥ saep
n=0 m=40 n=0 m=0 m=0 j=10

Compte tenu de la majoration:

At , @ (1403

P

< < (14 8)*
) j+n0—1 ( )

=y

on peut appliquer le lemme 2.1 4 la swte (s7); on a donc

Y & <(r+1)a? (140 +a
i=0

oo = max (a® (1+6)?, 53),

soit finalement:

En utilisant Pinégalité:

2 2 2
Ximn,n ‘~<- um,n+vm,n+2|um,num,n »

on obtient:
r r

Y xha<4a’r(1+6*+0(logn

m=0 n=0 .
et, si la constante a satisfait a:

a < 1/2(1+6),
d partir d’'un certain rang, on a:
D, < 1.

4. Critére algébrique de rationalité. Avant de rappeler ce critére nous

indiquons quelques notations qui seront conservées dans la suite de ce
travail. ‘
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On considére une série formelle )’ ¢, X*=Z [[X]], et on lui associe une
nel¥
famille de matrices A(P,), o0 P, designe un élément de Pensemble 2, des

suites strictement croissantes de n+ 1 entiers naturels, On note un élément P, .
de £, sous, la forme:
Pn=(p07p13"’:pn)a 0~‘§.P0<P1<---<Pn-

Pour définir la matrice A(P,) on considére une suite (t,y de nombres

complexes telle que ¢, = 1, et 'on pose, pour (m, n)s N*:

n

n
X, = Z Z Lrly Coton— (hr k)
h=0 k=0

et I'on définit A(P,) par I'égalité:

X

po,© PO POt
. Xoo 0 Fpo1 X
—_ Lo Py P10
A(Pn) -
xp,,,O xp,,,l xp,,.n

Le théoréme s’énonce alors de la maniére suivante:

TuioreME 4.1 ([2]). Soit ), ¢, X" une série formelle & coefficients entiers
nel¥
ratiomels telle que ¢y # 0 er soit (t,) une suite de nombres complexes telle que
to — 1
On suppose qu'il existe un entier r > 0 tel que pour towr P,e @, on ait:
[Det A{P)}] <1
alors la série formelle ) ¢,X" représente une fraction rationnelle.
neN

5. Application du critére de rationalité 2 une nouvelle caractérisation des
nombres de Pisot et de Salem.

Tuiorime 5.1 (Cantor). Un réel 0 supérieur & 1 appartient & Tensemble
ST si, et seulement si, il existe des réels A, p et o vérifiant respectivement:

Ai>% 0<eo<gl, O<p<gl,
tels que Ton ait, pour mj? Deanzl:
' = 1
(5.1) 1+ Y (41— 08)* < un’,
i=m

en supposant en outre réalisée linégalité:

(5.2) PR o

; )
e (log (a%~+—-~—~——(9+ 1)3)4- 20)
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Nous ne donnerons pas ici la démonstration de ce théoréme qui se
trouve dans [3] avec quelques modifications par rapport 4 larticle de
Cantor. La formulation de Iensemble des conditions (5.1) et (5.2) ne rend pas
aisée Tlapplication de ce théoréme, les corollaires suivants donnent des
conditions plus facilement vérifiables.

CoROLLAIRE 5.1. Un réel 0 supérieur a 1 appartient 4 Pensembie S T si,
et seulement si, il existe des réels A, o et A vérifiant

A>1 e O<ogl,

tels que Ton ait, pour tout m=20 et n= 1:

mtn—1
(53) Y 1A < A,

J=m

en supposant en outre réalisée la condition:

o\’ 1
(64 A< (EE) (1+6)° 2+ (log 7]~

Démonstration. Il s'agit dappliquer le théoréme 5.1 avec:
= (1+6)*A.
Les conditions (5.3) et (5.4) entrainent:

£, <4 et par conséquent ay < A+3;
on en déduit:
1
2} + e < (L)
0 (1+9)3 ( 2)
et compte tenu de linégalité 1= 1 qui implique:

o At+i<eld
on obtient: ‘

log (a%#— )+20‘ < 2logi+4.

1
(1+6)°
Gréce aux inégalités:

(log A+ 2):7.’.’2 £ (log ;,[’)6/2 42712 o (log i)dﬂ-}- 2,

on voit alors que I'ensemble des conditions (5.3) et (5.4) impliquent Pensemble
des conditions (5.1) et (5.2).

CoroLLAIRE 5.2. Un réel O supérieur 1 appartient a Tensemble S T si,
et seulement si, il existe un réel A supérieur a 1 tel que Con ait pour tout n = 0:

1
(5.5) A < .
g1 e(0+1)?(2+ . /log )
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Démonstration. En reprenant les calculs précédents, avec o =1 et
compte tenu de I'inégalité \;@ < ¢, on voit que la condition (5.5) entraine:

m+n—1 n

- N —Pp.)2 ——
(1+0)2 Z (Li'l-l 0"1) <2€(2+10g;{]

i=m
on peut donc appliquer le théoréme 5.1 avec:

1

o=1 e A= Tos i)

Remarques. 1. La condition annoncée par Cantor:
1

S e

2600+ 1)(2++/1og 2)

est plus forte que la condition (5.5), elle a Tavantage d’@ire facilement
comparable 4 la condition (1.6) de Pisot mais ne présente d'intérét par
rapport 4 celle-ci que pour i3> 13,

2. Des majorations plus fines permettent de remplacer, dans le facteur
24 \/Bg_i, 2 par 1.2 ou 1 si 4 est entier: on peut également si 1 est assez
grand, compte tenu de Iinégalité des accroissements finis:

¥Yuz

1407

1
log(A+3%) <log ’H'ﬂ

247
3. Comme pour la condition (1.6) de Pisot on peut supposer réalisée
pour n = ny l'une ou lautre des conditions suivantes:

|
remplacer 2+./log A par 1+ ./logd+—

1
A0M| =
1487 20004 1)(2+ /nolog 0 + /log )

ou;

1
5.6 AP < o -,
(6 A" e(@+ 124+ Snglog 0+ /log A)

de nplogf dans la formule de Pisot.

Le théordme suivant caractérise l'ensemble S puisque la condition
imposée implique que la suite {z,) tend vers zéro.

TrEoREME 5.2. Un réel § supérieur & | appartient & Pensemble S si, et
seulement si, il existe deux réels A et o vérifiant:

Azl e O<a<i,
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tels que Ton ait:

(5.7) Il <e, N6 <en™ pour nl,
avec.

- 1-a
58) {1—2a)

T 20+ 122+ (log A

Démonstration. Les conditions (5.7) entrainent pour n = 1 et m > 1;

mtn-1

m+n—1 m+n-1 A
2 2 i— Qo 2
e <3 —
j;m ! jgm / f £
. m—1
82
= 1“_20!((m—f-n~—1)1’2“‘—(m--~1)1';”‘)

et, compte tenu de linégalité:

(m+n-—1)1_2°‘ <(m_1)1—la+n1—2a,

m+n—1 82
2 1~2g
& < nl~2
PR R v
Par ailleurs, si m=0, on a:
n—1 n—1 2 1-2x
. e (n~1
Y <+ Y €a%+—-(—-)——m,
/=0 =1 12
doli:
nil ) 282}11*24
& <
On peut alors appliquer le corollaire 5.1 avec
282

A et o=1-2a

T 1-J

car la condition (5.4) s’écrit alors:

: (1-za)w (l-chx 172 1
&<
2 2 ) O+ 1) 2+ (log 4) /274

que Ton déduit de la condition (5.8) compte tenu de linégalité stricte:

2iraglii=a £ 3y

. Tl}cm.arques. 1. 8i « = 0 on retrouve la condition (5.5) qui caractérise
U d.
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2. On peut supposer que fon a pour » = ng:
6 < en™*
avec:

N (1—20)' =1t |
® = (7 7 (34 (log 7+ (nglog 675

cette condition implique donc ¢ = O(ng /%), résultat analogue a celui trouvé
pour o =0 ((5.6)).

3. La condition (5.7) est assez différente des conditions usuelles
caractérisant S: il s’agit d’une majoration en fonction de n qui est réalisée
pour tout n, aussi semble-t-elle mieux que la condition (5.1) de Cantor
répondre A la question de Pisot et Salem.

o
Ainsi, la condition Y |l487|® < +c0, qui n'avait pas été améliorée

n=0
depuis 1938, peut &tre remplacée par Pune ou lautre des conditions:
(2.3) 161 = o(1//n)
ou
(1) el < af/n.

Cette derniére condition est & rapprocher de 'ensemble des conditions:

(5.7) Al <e, (120" <en™, nzl,
éVCC:

I -2 1—a

(5.8) | 6= (1=2)

T 2e(B+ 1) (2+ (log A 7E 7

qui caractérisent S si 0 < <4, et SUT si & =0.
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Disjoint covering systems with precisely one multiple modulus *
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Mare A, BERGER, ALEXANDER FELZENBAUM and
Avizzrr S, FraenkeL (Rehovot, Israel)

L. Introduction. A disjoint covering system (R, ..
tion of the integers into residue sets

R = {keZ: k=a;(mod n)},

o R) t> 1,08 a parti-

1g<igr,

Two obvious necessary conditions for this to occur are

i
(1) Yoot=1 and (moa)>1, 1<ij<t.
i=1
One of the earliest results about such systems is that the moduli n; cannot all
be distinct. (See [2].) Zndm [9] and Newman [3] independently proved that
the largest' modulus, n, must be repeated at least p(n) times, where p(n)
denotes the least prime divisor of n. Thus if we order the moduli

SRS S
then necessarily
J=pn).

gt = B jrg = .0 =1y,

Berger, Felzenbaum and Fraenkel [1] give a geometric proof of this fact, and
of the extension discovered by Porubsky [5] to any maximal modulus n,
maximal in the sense of division. Thus if

(2) " *f'ﬂ-i, k+l (-i"-.{l‘,
then
(3) W ji1 = Mpjag = o= My, = plng).

The fact that some moduli of a disjoint covering system must be
repeated leads one naturally to enguire about systems with precisely one
multiple modulus. According to what we have just said the repeated modulus

* This research was supported by grant No, 85-00368 from the United States-Israel
Binational Seience Foundation (BSF), Jerusalem, lsrael,
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