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ACTA ARTITHMETICA
I. (1988)

Uber die Anzahl guadratvoller Zahlen in kurzen Intervallen
und ein verwandtes Gitterpunktproblem

you

Prrer GrorG Scumipt (Marburg)

{. Einleitung. Eine natiirliche Zahl ¢ heife quadratvoll, wenn jeder Prim-
teiler p von ¢ mindestens zweimal in g aufgeht: plg = p?lg. Q(x) set die
Anzaht der quadratvolien Zahlen < x.

P. Shiu [7] zeigte

_ {(3/2)
(1.1) qus:xwl =Q{x+h—0(x) ~-n2-g-(~§)—x” (x — 0)
phap?la

fir 015260 <1/2 und h:=x'"% In [6] konnte ich den
Giiltigkcitsbereich von (1.1) auf 68/451 < < 1/2 (68/451 < 0.1508) ausdeh-~
nen.

In dieser Note wird (1.1) ftr

12 1 12
. s — P 14
(.3 777575 i<3 (7 7575 < 01 26)

bewicsen: die untere §-Schranke von P. Shiu also um etwa 1/100 verkleinert.

(1.1}, (1.2) ist eine unmittelbare Konsequenz der Sitze 2 und 3. Satz 2 ist
cin Gitierpunktsatz, der auf Abschitzungen zweidimensionaler Exponential-
summen beruht. '

2. Bereichnungen, Fir x,yeR x 21, sei{’)
O(x) = 4 lgeN| g< x; p prim, plg = p'igl,
Dy (%)= 4 {(m, n)e NY m*n® < xY,
A3 (%)= D2,3(x)—-C(%)x”z—L’@)x”a,
Dy 3,6(x)1= #{(m, n, ke N*| m? n*k® < x},

(1) 4 M sei die Anzabl der Elemente der Meoge M.
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82,3,6(3) 1= Da3,6(x) = { BB 2= L (L@ > LR B xS,
) :i=y—yl-1%.

3. Exponentenpaare. ,Fxponentenpaare” gewinnen bei der Abschiitzung
gewisser Exponentialsummen zunehmend an Bedeutung. Wegbereitend waren
ua. J. G. van der Corput [1], E. Phillips [4], E. C. Titchmarsh [10], B. R.
Srinivasan [8] und G. Kolesnik [3]. Ich werde Srinivasansche Exponenten-
paare verwenden.

Das Dreieck D:= {(xy, ;)€ R 0 xo < xy =%y <%} mit den Ecken
(0, 0), (&, %), (0, §) wird durch die geradentreuen projektiven Abbildungen

. Xg  Xo+Xg
A (X0, %1) (2+4x0’ 2+4x0)

und

. 1—2x, 2—2x,—2x
AB: (x5, %) (g_gx-:, e 1)

in sich abgebildet; denn die 4- und die 4AB-Bilder der Ecken von D liegen,
wie man milhelos nachrechnet, in D: )
(3.1) A:D—D, AB: D—D.

Dervrrion. EP sei die kleinste konvexe Teilmenge des R? mit folgenden
Eigenschaften:

0, O)eEP,
(xg, X1} EP = A(xq, x,)eEP,
Aus (3.1) folgt EP = D, insbesondere

(3.2) 0 2% < x <%

AB(xg, x,)e EP.

fur alle {xq, x;)e EP.

Hirrssatz 1. Die Elemente von EP sind ,,Exponentenpaare der Dimension
2 gemidf$ B. R. Srinivasan [8], Definition 2. Ich werde sie kurz ~Exponenien-
paare” nennen.

Beweis. Aus [8], Definition 2, folgt unmittelbar, daB die Menge der
Exponentenpaare konvex und (0, 0) ein Exponentenpaar ist. Nach [8],

Theorem 4 und Theorem &', sind mit {x0, X;) auch A(xy, x;) und AB (x,, x;)
Exponentenpaare,

4. Ein Gitterpunktproblem.
Sarz 1. Ist x =2, (Lo, L)€ EP ein festes Exponentenpaar und
5 2 Ay — 23
CO5 14(1—A) (4 =24))°
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so yilt
Ag,3,6(x) € (x1 77+ x¥2%) log? x.
Bemerkung. (3, 44) = (0, 0) liefert bereits
Ay.6(x) € xMlog? x.
Der Beweis des Satzes 1 stiitzt sich auf die beiden folgenden Hilfssétze.
Hirrssatz 2 ([9], Theorem 5; siche auch [8], S. 285, Zeilen 9-19). 2.S‘imi
diec Konstanten ¢, 0 >0, ist z>0, Mz% N4, B:=lmneN| M

<m<2M, N<n<2N, m>n, mTengz), Fi=zM ¢N™", M<LF,
(50, 50 € EP ein festes Exponentenpaar und §:= 8, ~Sg, S0 gilt

T p(emn) (BB MTIONTT N2 L (PAI N L FT U2 MN.
(m,mpch
Eine Verallgemeinerung von [5], Satz 1, ist

Hiurssatz 3 ([2], Satz 5; [11], Satz 1). Ist x = 1, (a, B, y) eine Permuta-
tion des Tripels (2, 3, 6) und

S, p.(x):= af *_
,fj-')'( ) ma+ﬂ2"?s.de( mﬂn}.>=

m>n
so gilt

Ayss()=— Y Sapy(x)+0 (2,
[CN Y}

Beweis des Satzes 1. Sei (1o, 4,)e EP ein belicbiges aber festes
Exponentenpaar. Dann sind auch
1-24, 3M2AO—411>EEP

(g, h):= A*B{lo, 4y) = (4(5-—6&1)’ 4(5—62y)

und

. 1+/q.‘0"‘l1 ) _5+2)40_4A‘l) EP
(Fo, 1) 1= (ABY (4o, A() = (;“34_,10,,3',11)’ 8(3+4p—34,) €

Exponentenpaare. Aus (3.2) folgt

3 Agt24

und

3 %"‘2};0"‘11
r—— =k 5 (),
9?'0"}‘"21'1 4 3—’*—;[,0'—3),1}
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Die Gerade 9x,+ 2x, = 3/4 schneidet demnach die Verbindungsstrecke der
Exponentenpaare (lp, [;) und (rq, r). Da EP konvex ist, ist der Schnittpunkt
100(1 — ;) —4(4, ~245)" 100(1A;)~4(2 —24g)

(41) (50, 51) = (

ein Exponentenpaar, das die Relation

4.2) Oso+25, =13

erfilllt. Ferner geniigt {59, s,) wegen (3.2) der Ungleichung
SA—2)+2(4y —24) _ S(1—-4y) 1

0 01— A)~2(4, —24) ~ 30(1—4,) 10
Nun sei (x, £, v) eine Permutation des Tripels (2, 3, 6) und

Sepr(X, M, N}:= ¥ l/,(a x )

(4.3) s1=s8,—

m“"*‘lﬂn?Sx mﬂnv
mn>a

M<mEIM

N<nsIN

Ist die Summe S, ,.,(x, M, N) nicht leer, so ist

44 Mz4 Nz2i, NM<2<l
und ‘

(4.5) MeTANY < x.

Letzteres ist dquivaient zu

(4.6) Fim (xM™EN"H 5 A,

Zur Abschitzung von S, (x, M, N} wende ich Hilfssatz 2 mit ¢ := [)‘/oc,
o:=7yfa, z:=x" und F=(xM""N"")" an Die Voraussetzungen sind
wegen (4.1), {4.4) und (4.6) erfiillt. Man erhilt

(47 Sep4(x, M, N)
L (FL1- Ml"‘"4-‘-‘0N3‘"431)1/(3~-2s)+(FM)J./4N+F~~ UZAIN.

Ich behandle die Terme rechis einzeln, zuersf die beiden letzten. Aus (4.4)
(4.5), 022 und y < 6 folgt

b

lmw 5
(4.8) (FM)Y% N = x5 (M9 Nv§22 ™35 (fz) P g

und

1—..—.—.4.
(4.9) FU2ZMN = x—?ié"(M“ﬂ N?)iai*‘;? (ﬁ) < x¥22,
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Den Hauptterm

(4.10) Hi= (F'72 P00 g o B yins - 29

setze ich unter Berticksichtigung der Relation (4.2) in die zu (4.8) und (4.9)
analoge Form

(4.11)

N a(6—HS— 60 1(11e(3 — 25) -
If = xll(lmz.\‘)(Ma-i-ﬂ Np)a(ﬁ—ﬁs)-ll(l—z.v) (m
Y .

Wegen der aus (3.2) und (4.3) resultierenden Ungleichung 1/10 <5 < 1/3 und
wegen o« =2 und p<6 ist a(5—-69)—11{1~28)22(5—-65)—11(1—2s)
= 10s—1 2 0 und a(6—17)(5—6s) 2 0. Daher folgt aus (4.4), (4.5) und (4.11)

H @ x(5-6s0113-29)
Setzt man fiir s den Ausdruck (4.3) ein, so erhilt man

_2 A =22
=5 1A= 1) -, —24)°

(4.12) H<x97 mit 8

und (4.7)-(4.10) und (4.12) ergeben
{4.13) Sep0(x, M, N) < =0T 3722

Da man fiir jede Permutation (x, 3, y) des Tripels (2, 3, 6) die in Hilfssatz 3
aultretende Summe S, , (%) in O(log?x} Summen der Form S,,,(x, M, N)
zerlegen kann, folgt schlielich aus (4.13) und Hilfssatz 3 die Behauptung des
Satzes 1.
Setzt man in Satz 1
4061 3509
Ags A) 1= A2 2(4A2 By = | e )
(hor 41):= AT B(ABy (47 B (0. O (105884 26471)

so erhilt man
_2 51 2 T g2
T 56399797 5 1515 7575

(

und somit
Sarz 2. Fiir x — ou gilt
1 2.
Ay 6(x) = 0o(x77575),

5. Quadratvolle Zahlen. Den Zusammenhang zwischen (1.1), (1.2) und
Satz 2 enthilt '

SaTz 3. Aus 27/205 < 9§ < 1/2 und Ays5.6(x) = 0(x* folgt
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1@
Qe+ =0 (x) ~ e’
%3
fiir $<0 <1/2 und h:= xV*"9

Zum Beweis des Satzes 3 bendtige ich

HiLrssatz 4 ([6], Satz 1). Fiir x =1 gilt
AZ,B(X} < xzwzos_

Beweis des Satzes 3. Da sich jede quadratvolle Zahl ¢ cindeutig in
der Form g = m*r® mit quadratfreiem r schreiben Bt gilt

Q)= Yy = Y Y wl= Y ulk,

m2rd gx mr3gx 2=y m2n3k6 < 5
und daher fiir 1 << x¥1?
GO QEHR-Q@= Y pl+0( Y 1)

x<nZndk® s x+h x<m2p3gO kb
kg k>t

Mit den in §2 vereinbarten Bezeichnungen gelten nun die folgenden
Identitaten

(5.2) > ulk)=Y ulk)Dyg (,T:E)
mZn3rbsx k<
L2
B L, LG 12 113 v #(k)
"t Tt L@ E, ~tE)= ;ETT
+ k}; p(k) 45 5 (x/k®)
und
(3.3) Y. 1=Dy,6(x)— ¥ Dys(x/k)
2p3kb gy ke
kx>t
={BHx" ¥ +C(3)x1’3 Z +C L(4)xHe
k>r ' k>l
tdaa6(x)— 3 d;3(x/k®).
kst
Wegen 1<t <<xM2 (x4 1)~ x12 = 4x? (140 (x""112)) (x+ hprr3

—-x'B g x ‘1"6 und (x+h)”6~—x1“" < x5 folgt avs (5. 2} (5 3) I-Illfssatz 4
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Llnd Azls!é(x) = O(x‘g)
{3
k 0. _[1 0 g—142 =2y 6\27/205
cemtiipoge a0 = gpgy X UHOT AT +O(k§,(x/k Y1)
k=i
und
1= O(xot_2)+o(x‘“)+0(z (x/k6)27,’205),
x<mIndkO <x+h kEr
k>t

und daher nach (5.1)

. — = E";(“%)“ A1 0—1/2 - 20 it
Qlx+h—0Q(x) 2((3)}» 1+ 0(x +t7H o (x")

+ O(xl'?/ZOS 1‘43/205).

Da § > 27/205 vorausgesetzt ist, kann man v so wghlen, dall 0 <7 < 1/12
und %5t < §— &k gilt. Mit .= x° folgt Satz 3.
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