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ACTA ARITHMETICA
L (1988}

Evaluation asymptotique de Pordre maximuwmm
d’un éfément du groupe symétrique

par

J. P, Massias, J. L. Nicoras et G. Romin (Limoges)

1. Introduction. Soit S, le groupe des permutations d’un ensemble 4 n
éléments. On définit:

g(n) = max(ordre de o).

sy .
E. Landau en 1909 (cf. [6]} a étudié cette fonction et a montré notamment:

logg(n) ~ /nlogn.

Plus tard §. M. Shah en 1939 (cf. [18]) a précisé le comportement de la
maniére suivante:

- loglogn ( 1
= O .
logg(m) \fn logn (1 + 2logn + ogn

J. L. Nicolas en 1969 (cf. [11]} a denné un algorithme de calcul de g(n).
Dans cet article, il mentionne deux tables créées avec son algorithme: g(x) et
sa décomposition en facteurs premiers pour # < 8100, g(n) avec 8 chiffres
significatifs pour n < 32000. '

M. Szalay en 1980 (cf. [20]), quant & lui, donne un développement plus
précis de logy(n) et de w(g(n) nombre de facteurs premiers de g(n):

log log f1—2+0(1)))“2

log g (n) = (“ (]08n+10g Jogn—1+

logn
" loglogn  n{n \\M?
wlg(n) =2 (Iog N (1 " logn  log "))

avec, pour n assez grand:
(1) 1,75 < n(n) < 3,05.

J. P. Massias (cf. [7], [$]) 2 donné la majoration explicite, pour tout
nz=l: :
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Jrlogn

) , logg(n) < 1,05313...

avec égalité pour n = 1319766
D'autres résultats concernant g(n) ont été démentrés dans [9], [10],
[12], et dans [13], il est établi:

img(r+ L)/g(n) = 1.

La fonction g(n) intervient dans quelques domaines de linformatique (cf.
[217F, et [227).

A. Schinzel utilise la fonction g(n), et le résuitat de E. Landau dans son
article sur lirréductibilité des polynémes lacunaires (cf. [17]). J. P. Massias a
donné dans sa thése (cf. [8]), une version effective de certains résultats de A,
Schinzel en utilisant {2), et larticle de H. Siebert (cf. [19]) sur ie crible.

Le but du travail présenté est de donner le meilleur développement
asymptotique possible de logg(n) et de w(g(n)) compte tenu des connaissan-
ces actuelles sur le terme reste dans le théoréme des nombres premiers.

2. Notations. Dans tout larticle nous utilisons sans les redéfinir les
notations suivantes: :

@(x) = Y logp, p désignant comme dans ce qui suit un nombre

pEX
premier,
Y(x)= Y logp,
pMex
x)= Y p, reR,
pPEX

I(x)= Y p™m, reR,

P x

T(x) = 7o (x),
{I{x) = Iy (x),

= 3 n"° pour Res> 1, et son prolongement analytique,
nzl

f =sup {Reg; {(o) =
La transformée de Mellin de S sera notée:

()—-fsﬂdu pour Res > oy,

gy &tant Iabscisse de convergence.
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Le logarithme intégral sera défini comme dans ([6], § 5). Si w=u+iv

f W =3 -
[ —ds+in si v>0,
—ao+iv O
W
Li(e") = | —ds—in si v<0,
o —wtie
=& wes
lim | +[—ds si v=0, u>0.
=0 -y S
[ ]

Pour x réel > 1, et geC, Reg >0 on a:
Li(x%) = Li(et"t™),
16 x g
Li(xj=lm { + .
&g —0 0f llzlogt
>0

On pose aussi:

=¥1, din=Y1

Notation £2: Si f est une fons’t;on'réelle et :':une fonction réelle positive,
2, (g(x)) signifie lim sup f(x)g(x) >0

f =12 (gx) llrflgf fx/g(x) <0,
2. (g() (9= 2. (g() et 1) = 2 (g ).

signifie  f(x) =
On désignera par R{x) une majoration du terme d’erreur dans le
théoréme des nombres premiers de telle sorte que T'on ait

7()—Li() = O(R(Y) (x- +o0),
{)—Li(y) = 0(R(x),
Y {x}—x = O(R(x)log x).
Sans hypothése, on sait que I'on peut prendre (cf. [4], ch. 4)

signifie

R(x) = xexp(—a(log x)"/?)

avec a > 0, et on peut remplacer 'exposant 1/2 par un nombre un peu plus
grand (cf. [4], ch. 11),
Avec T'hypothése @ < 1, on choisira (cf. [4], ch. 5)

Rix) = x’log x.
On sait que (cf. [4], ch. 6):

/x ,
n(x)—Li(x) = Q, (i;g—’; log log log x).
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On aura donc

R(x) =20, (\/;c logloglog x).

log x
On définit S(x)' par:
sif=1,

si <1,

S(x) = x"/log x.

3. Résultats. Nous démontrons les résultats suivants:
TreorEME 1. On a pour n— o

) logg(n) = \/Li"*(n)+ 0 (log nS( /nlogn)).

Soit

logg{n) = \f’Li"l(nH-O(\-';e“"\ MY gpec o > 0 pour { =1
et

logg(n) = /Li" " (n)+ O ((nlogm™?)  pour & < 1.
Si 8> 1/2 on a pour tout & < §:
(i) logg(n) = /Li" () + 2, ((nlog n)¥?)

et §'il existe un zéro de partie réelle 0:

(iii) logg(m) = /Li"* (m)+ 2, ((nlog n)"?).
Enfin si Ihypothése de Riemann est vraie
{iv) logg(n) < ./Li"*(n) pour n assez grand,

—— 2= f2
() logg(m) = JLi"‘(n)— 3\/—(nlog n)"*+Q, ((nlogm'*),
ToforEME 2. On a pour n— o

(i) o(g(n) = Li{\/Li"* (n))+ 0 (S(\/nlogn)}.

Soit

wlg(n)) = Li(/Li"Ym)+ 0 (Vre ") gvec a0 pour 0 =1
et

(g{m) = Li(y/Li~* )+ 0 ((nlog n*/log n)  pour 0 < 1.
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Si 12 <0<1 on a pour tout £ <0

(ii) w(g(n) = Li{/Li" " (m)+ £, (nlogn)*?)

et §il existe un zéro de partie réelle 0.

(iii) w(g (m) = Li(/Li™ ! (m)+ Q. ((nlog n)"*/log n).

Enfin si Phypothése de Riemann est traie

(iv) wlg(n) < Li(\/ﬂru‘u(_n__)) pour n assez grand.
COROLLAIRE. On a pour h— + o, ef ke N:

N koA k+1
logg (n) = \/nlogn (1+ ) A{logiogn) ((loglﬂgn) ))

= (log nf logn

o [ 1 (14 Billoslogm . ((loglogm"?
w(a(””“z\/logn(“‘,-; (log +O(( Iogn) ))

oit A; et B; sont des polyndmes de degré i. On a en particulier:
A (x) =x—=1), Ay(x) = —F(x*—6x+9),
Az {x) = (3 — 11x? 4+ 39x — 53),
B (x) = —4(x—=3), By(x) =§(3x*—22x+53),
By(x) = —f(5x> —61x*+319x—711).

La démonstration du corollaire résulte du théoréme 1 (i) et du théoréme
2(i), ainsi que du développement asymptotique de Li~'{x) obtenu par
Cipolla (cf. [2]). Les calculs de Cipolla ont été étendus 4 'aide du systéme de
calcul formel MACSYMA et les polyndmes 4; et B; ont été déterminés pour
i€ 14

Le polynéme B, permet de préciser le résultat de Szalay (1) en donnant

lim n(n) =3.
n-+od

La démopstration du théoréme 1 est donnée au paragraphe 6, et celle du
théoréme 2 au paragraphe 8. Les méthodes utilisées sont d’abord des
techniques usuelles en théorie analytique des nombres, essentiellement la
formule explicite de la théorie des nombres premiers, et le théoréme d’oscilla-
tion de Landau. Les résultats de cette nature font I'objet de 3 lemmes dans le
paragraphe 3.

L'approche de la fonction g(x) fait intervenir 'ensemble G, contenu dans
g(N) et qui joue un réle analogue A lensemble des nombres hautement
composés supérieurs introduits par S. Ramanujan dans I'étude des grandes
valeurs de Jla fonction d(n). Les propriétés de lensemble G sont rappelées au
paragraphe 4.
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L'objet du paragraphe 7 est de montrer que le nombre de facteurs
premiers de g{#), est assez proche du nombre de facteurs premiers de
I'élément de G voisin de g(n). La technique des “bénéfices” utilisée pour cela
a déja été employée pour étudier les grandes valeurs de fonctjons
arithmétiques. C’est en fait une technique d’optimisation en nombres entiers

(cf. [16].

4. Rappel des propriétés de g(n). J. L. Nicolas en 1968 (cf. [9], [10]) a
étudié en détail les propriétés de g(n). J. P. Massias (cf. [7]) a continué cette
étude. Nous rappelons ici les résultats qui nous sent nécessaires et dont on
trouvera la démonstration dans [10].

DerviTioN 1. Seit ! Papplication de N* dans N définie par:
{y=0

et si la décomposition de x en facteurs premiers est x =[] p;*

0 =3 pi'"
Avec cette définition, on a:
g(n) = max k.
k) sn

Propriété caractéristique. On a I'équivalence:

() Meg(N),

(i) M > M= [(M) > I{M).

Définition de I'ensemble G. On dit que NeG sl existe ¢ > 0 tel
que

(%) VMeN* I{M)—plogM = [{N)—glogN.

11 est immédiat que G = g(N). Les éléments de G jouent pour la fonction [ le
role des nombres hautement composés supérieurs de Ramanujan pour la
fonction 4.

A chague nombre ¢ > 2/log2 on fait correspondre N,eG défini de Ia
fagon suivante: )

(3) - N, = 1_.[ Pay
rExy

avec x;flogx; =p, x; >4,
a, =1 s1
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wp == 2 sl

1 o+ 1 o

ol <Q<p —r
logp log p

N,eG puisque N = N, vérifie () pour la valeur ¢ du paramétre.
On introduit également les nombres réels x;, i 2= 2 par

i i-1
Xi = X;

log x;

=g
ce qui permet d’écrire:

o
@ N, = T1(TT 8
Comme les fonctions ¢ —(1'—r'~')/logs sont croissantes sur J1, +oof pour
i3 2 il est facile de voir que pour i =2, x; < x;_; el x; < Xx;; par suite
(5) Vp S_ .>C1 N
(6) fixq) <log N, < yrx).

&
PP X,

On rappelle également que, lorsque x; — + 00,

(7) %2 = /% /2 (140 (1/log x1)),
(8) Xz ~ 2% /3.

Enfin, en faisant ¢ = «/xl/i on remarque gue linégalité
21 Xy
=
logt = logx,

est équivalente 4

__\[%< \/;1_
log2  logx,

Cette derniére inégalité est vérifiée pour x, = 80, et on en déduit que pour
X, = 80, on a:

{9) XZQ«IX/?N

Si N et N’ sont deux éléments conséeutifs supérieurs & 12 dans G,
ordonné par ordre croissant, si p; est le plus grand facteur premier de N et s1
P, est le nombre premier suivant py, on a:

(10) N < P/ N.
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Soit gcR tel que N vérifie (%) alors N =N, ou N=N,/p et comme
p~ P ~loghN ~xy,
fog N' = log N+ O (log log N).
Si N<g(n) <N on en déduit:
(11) loggin) = log N+ 0 (log x,),
(12) ~ logg(n) ~ \/nlogn
D’aprés (6) on peut écrire
logg(n) = 6{x;)+ O (x,/log x)
et d’'aprés le résultat de Shah .

(13) xy = /nlogn(1+0(loglognflogn)).
On a aussi
(14) IN)sn<

I(N)+P,.
5. Quelques lemmes analytiques. '

LEMME A. Powr 0<r <1 on a pour x— o

(i) ,(x) = Li(x"* 1)+ 0(x’ R(x)),

(ii) ,(x) = Li{y"* 1 () + 0 (¥ R(x))

et si 6<1 on a:

(iif) M (x) = Lig" 1 () +0(x"*Ylogx)  pour 0 <r<1,

(iv) Hix)y=
Preuve. On peut écrire:

Li (i (x)) + O (x*/log? x).

I, (x) = ? dI(r) = ? A Li(h+ )f r'd(ﬂ(r)—Li(r))
2~ z” 2-

=Li(x’”)‘+x’(ﬂ(x)——Li(x))—]'rf" (n(r Li (1)) dt

2

+2Li{2)~Li(2" Y

= Li{x"" )+ O{x"R(x))
ce qui démontre (i).
Comme
Li(y (xy " 1) = Li(x* )+ 0 (M)
log x
il vient:
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,(x) = Li(y () * )+ 0 (¥ R(x))

ce qui démontre (ii).
Dans le cas oli # < 1 nous allons utiliser les formules explicites (cf. [6],
§ 87 et 88) pour W (x) et II,(x):

(15) W(x) = x—Y x%o+0{logx),

(16) I.(x) = Li(x "= (Li(x* ) L im)+ O (xX').

P
Les somumnes portent sur les zéros de partie réelle positive de la fonction
¢, avec la convention habituelle d’associer ¢ et 1 —g. En particulier, en posant
y=Img,
(¢t rlogx
Li(x¢*) 4+ Li(x! "2t = {

- ot iylog x

{(1—g+nlogx
(e*/s)yds+ | (effs)ds

—an~iyplogx

En intégrant deux fois par parties, on obtient:
@+ alog x xg +or

I (efshds =

-0 +iylogx

xg+r

J{
{o-+r)log x +(@3+r]2 log? x )

avee

(g +rlog x o)
J= 1 X,

— oo -+ivlogx

et

L,
6 < oy ¥

et comme la série ¥ 1/|y® est absolument convergente, (16) devient:
[

Lj(err 1) Z

xe-ir xa+r O ( xr+0
+ i
(17). 11, {x} = ~{p+#)log x Z(Q—i-r)"‘logj’x log? x)

La formule ‘de Taylor appliquée & la fonction u-— Li(wt?) permet
d*écrire:

. | ‘ xr 2 xr-— 1
Li(x"* )+(w(x)»x)m+0((l//(x)mx)

log x

(18)  Li{y ()=

et avec (15),

F

L](Xr-"l)ﬁ

Li(yr(x)*?) = (}: )+0( x~ *log xR*(x))

log x
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et d’aprés la formule (17)

xg%'r xg-i*r
(19) 11,09 = Ly ™)+ 2, 0 log ™ 2 g iniogis +
On observe ensuite que
le+rl = |et
ce qui entraine:
1
(20 ZJQ é:l:rl \ZIEP-=O(1).
La formule (19) donne alors (iii} et (iv).
Lemme B. Powr 0<<r <1 on & pour X — 0:
5)] (%) = Li(x"* )+ O (x" R(x)),
(ii) T, (x) = Li{0" " (x))+ O (¥ R(x)).
8i 0 <1 on a plis précisément:
(iii) T (x) = Li(0" )+ 0 (2" Plogx)  pour 0 <r<
(iv) 7 (x) = Li(0 () + 0 (x/log? x).
Si 0=1/2 on a pour 0 <r<1 3x, tel que pour x>x
(v) ' 7, (x) > Li{0 ' {x))
et pour r =0, 3x, tel que pour x > x,
{vi) n{x) < Li(0(x)).

Preuve. La démonstration de (i) pour 0<r
I1,(x). Ecrivons ensuite:
I, (x) = m, (%) + 372, (M3 + 3, (61 R) +
et d’aprés (i)
I1,(x) = m,(x) + 375, (x"3) + 0 (x+ 17,
xr+1,‘2

21 x) = ;
@0 7. (x) TEF(Y)+2J'+1 log x

3+ 170 g x
Comme on a aussi

W(x) = 0{x)+0(x"*)+0 (x log x),
la formule des accroissements finis donne:

Li(y (1) =

xr+1,l2. 0 (xM' 1/2
log3 x J°

Li(@(xy ™)+ ()~ 0(x)) /log &

o[

xr b

log? x

1,

< 1 se fait comme pour

icm
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avec
& =x+0(x/log?x)

et donc

¢’/log & = x"/log x(1+ 0 (1/log® x))

d’ot il vient:

Li{f (xy+ 1)+

12

xH— 1/2 -
o
log x + (

log

En additionnant les formules (21) et (22), on obtient:

2)

(23) m, (x) = Li (0 (3 )+IT, (0 — Li (g () 1)
2 xr+1/2 xr+1,’2 xr+1,‘2
+ - 3 ) +0 3
2r+1 logx 2(r+1/2)%log?x log® x

ce qui, avec (i) du lemme A et R{x) =
En combinant (19) et (23), on obtient

ro xetr r x

(24) m(x)=Li(0(xy* )+

r+1f2 .

xg+r xr+1/2

(e+r)?logix 2(r+1/2)%log? x

-2

3

7 0(e+r) logx+2r+1 log x

)

x'2logx, démontre (ii).

+ 0 (x"*"flog® x)
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ce qui, puisque les séries Y 1/p(o+7) et ¥ 1/(p+7r)* sont absolument con-

e a
vergentes, démontre (i) et (iv).
Enfin, pour r fixé =0, on a, lorsque 0 =1/2,
1
2

. olo+r)

xg-!—r < 0’05xr+1/2 -

2r+1

xr+

12

et cela démontre (v). Lorsque r =0, I'examen du terme suivant de (24)

démontre (vi), puisque } 1/lo]* < 2.

4]
LIEMME C. Pour E<0 et 0<r< on a:

(-

(i) 11, (x) Tog

= Li(x"*)

X)"I"Qﬂ: (x§+r)

et s'il existe un zéro de la fonction {, de partie réelle 0 alors

V(x)—x

(ii) ) = o

Li(x}+

+Q, (x"/log” x)
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et pour 0 <r<1

(iii) I, (x)=Li(x (n/f(x x)+ Q. {(x"*"flog x).

Preuve. Nous utilisons pour la démonstration le théoréme de Landau
sous la forme suivante déduite du résultat de ([4], ch. 6).

Soit f une fonction réelle de variable réelle x telle que sa transformée de
Mellin M(f) soit holomorphe au voisinage de I'abscisse de convergence .

(i) V& <og, on a: f(x) =02, (x).

{ii) Si (/) admet un péle d'ordre k en s = oakif. >0 alors

Flx =05 (x"(log x)t ).

(lii) Si W) admet une singularité logarithmique en s = gy+iff
(W) (sy ~ log(s—o, Fiff)) alors

Fxp= Q4 (x"Ylogx).

Calculons la transformée de Mellin de la fonction suivante pour Res
- 1.
K{x) =log x-Li(x*"")—log x- I, (x}+ X" (x) —x"*1.

Dans ce qui suit k(s) désigne une fonction entidre non nécessairement
toujours la méme.

@ Comine
o0 r+1 Li 2r+1 Edl
s = B T gty
x* A Yy :
il vient:
M(Li (x"" 1Y log x)(s)
_r_?(log(smr—l)_@ _ 1 _mlog(s—r—l)_i_h(s}
T s 5 s ) s(s—r—1) 52 52
@ On peut écrire aussi:
o wdu % (“.r’dz//(r)) du 1Tt dy(t)
5:' = = R UL S
M, (0)(s) 1[ T 1' ! logt NI 1 Flogt
done
0 Ty (1) () {'{s—r}
sA(IT = — _ .
("9( ( ( )))(S) j fs r (f‘ 5) Jrs—r+1 dt (:(S""'."')

puisque
1¢
g)[(lﬁ(x )(S = '—:'&%
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d’ou
i logl(s—r) ¢
M{IT, () (s) = — +- avee ceC
S S
et

10 (s~r) logl(s—r
‘JJE(logX'Hr(x))(S) = _;(Z'((gmr] £ g:(g i)+%‘

e Enfin on a:

Wy (1) (s) = “5“1“7{:_,((? = :;
et
Mx" 1) (s) TR
Finalement:

MK () (s) = log((.s*ulb—‘zi (S~J))+%( 1 +C’(s—r} )

k(s) étant une fonection holomorphe pour Res > 0.

La transformée de Mellin de K (x} est donc holomorphe pour Res
> 04 r ce qui démontre (i).

Pour r =0 on a:-

%—21_){(_3)_)_1+k(5)~
5 S

M(K (x)){s) = —
Par suite s'il existe un zéro de { de partie réelle 6 (0 <1), M(K(x)) a une
singularité logarithmique ce qui entraine (ii). Au contraire pour 0 <r < 1, la
singularité dominante est un pdle donc K(x) =@, (x"*") ce qui démontre
(iii).

6. Démonstration du théoréme 1. Soit ne N, n = 12 ¢t N le nombre de G
immédiatement inférieur & g(n); soit ¢ un parametre de N avec N =N, et
x, >4 tel que x;/logx, =g. On peut écrire grice 4 (3) et (4)

HN) =1, (xy)+ 7 () —my (x2}+ O ( Y p7)
LEET

Compte tenu des propriétés des x; ((5), (7), (8)) et du lemme B (i) on obtient:
I[(N) = my (%) + Li(x3)+ 0 (x{"*log? x,),

,._

(N)-ﬂl(n)+~6—( /2 flog x,)+ 0 (x{/log” x,).

(25)
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On a aussi:
log N = 0(x;)+8{x3}+0(x3),
02 (x,)+ 2x3%/ /240 (x

(log N)* = i flog x4},

Li({log N)?) = Li{0?(xy))+ \/E(x1’2/logx1)+0 Y2 log* x,)

D’aprés (11) et (14) nous avons:
={(N)-+0(x4),

(26)
log N-+0O{logx,).

logg(n) =
Il s’ensuvit que:
27)  Li((logg(m)*)—n = Li((logg(n)*)—Li((log N)?)
+Li((log N)*)—~I(N)+I{N)—n

= Li (Gz(xl)) Ty (x1)+—\/—§(x1/2/10gx1)
, + 0 (x3%/log? x,).
Draprés les égalités (i) et (iii) du lemme B il vient:
Li{{logg (n)?) = n+0(x, S (xy))

et comme, par (12), x; ~(nlogm'/2, on' en déduit ().
Les relations (23) et (27) permettent d’écrire:

(28) Li(log?g(m)—n = —(IT, (%,) — Li{¥%(x1))) + O (x3'*/log x,)
et par (18),

Li(log™g () —n = — T, (v + Li e - (0 (v~ m1)

+ 0 (R?(x,) log x,)+0(x}/*/log x,).

On utilise alors le lemme C. Lorsque 1/2 < 8 < 1, les termes R?(x,)log x, et
xj%/logx, sont négligeables devant Q. (xi*!) et Q (x{"'/logx,) et cela
démontre (i) et (iii).

Si 6 =1, la convexité de la fonction t— Li(t?) donne:

. . X
Ly (o)) 2 LG+ G =1)

et le lemme C fournit avec (28) le résultat en Q. de (ii).

La démonstration de Li{y®(x,))—I,(x,) =2_(xi*"') qui achéve la
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démonstration de (ii) n'est pas immédiate. Elle peut se faire comme celle de
Li( () —H (x) = Q, (x¥) (cf. [15]), & partir de I'étude de la fonction:

x==Li(x¥—1, (x)+L(W(x)—x)+x5+1.
_ log x

| Etudions maintenant le cas 6 = 1/2:
Draprés les égalités (24) et (27) nous avons lorsque 6 = 172

:\/5—2(xi”'2 _y xg+! 1 +O( x3?
3 \Nlogx; ) %ole+1)logx; log?x, /°

Comme Z fle(e+1)| < 0,05 il vient Li(log®>g(m) < n pour n assez grand ce

(29) Li{log?g(m)—

qui prouve (iv).
A Taide de la relation (13), la relation (29) devient:

34 3[41 1
- 14+0(” e
(log n)*f (logn)*

o )

2 ele+1)
En utilisant la formule de Taylor, il vient:

Liflog*>g(n) =n+p8

avee

¥ loglogn
2 — 741 3/4 314
logg(n) = Li™ * (m)+ Bn*** (logn)** 40 ( Toz )i

. i ( i loglogn
- 1 0 )
L™ () (l +(n log mytf* * (nlogm)™ logn

soit:
— i ( loglogn
_ 1
logg{n) = VTLi™" (1) (1 * 2(nlog m# +0o (nlogm*“*logn /)
Comme .
- ) leglogn
T — 1/2 fOB10E N
LT (n) =(nlogn) (1 +0 ( logn ))
on peut écrire:
\/5—2 x5 .
* logg(n Li~ n+( — )nlo n)ii+ -
ggm =/ A G vy (L |
- ‘ : : loglogn
ya_ 75770
+0 ((n logn) log )
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d’on
S22
logg(n)— L}“(n)—lg' {(nlog m'/*
le')' 14 ( ”‘q_logl()gn)
= —sm— {nloga) " * 4+ 0 [ (nlog n)* s )
(%:Q(Q'H )( &) (nlog n) logn

Draprés (20)

X l<2—\/§

o{e+ 1) 3

ce qui entraine (iv). Le théoréme de Landau montre que

o

7 0lo+1)

=0.()

ce qui entraine (v).

7. Lemumes preparatoires au théoréme 2.

Lemme D. Soit nz 12, NeG immédiatement infériewr 4 g(n), ¢ un
paramétre de N avec N = N,, et x; > 4 défini par xi/logx; = ¢. Pour M e N¥,
on definit le benefice de M par rapport a ¢ par:

bén, (M) = {M}—(N)—glog(M/N).
(D’aprés la définition de G, on a toujours bén, M = 0.) Alors on a:
bén, g (n} = O (x,/log x,).
Démonstration. On considére la famille de nombres M, définis par:
P, P,...P,
4142 qan

.. <P, sont les nombres premiers qui suivent x; et

> ¢, Sont les nombres premiers qui précédent x,, on a:

' P, X,
! ,>, -3 2 2 (PDUI' Xy ; 80)

Jai-1q2¢ X2

M0=N: Mh':N

ot Py <P, <
Q> q;> ...

et donc M, = 2" N. D’aprés les propriétés de G, on a g(n)
assez grand, il existe donc h,

< NP, et, pour n

log x,
log2

hy < 2+ tel que M,  <g(n) < M, 1.

Draprés le théoréme de Hoheisel (cf. [1], ch. 5), il existe T < 1 tel que
T (x+X)— 7 (%) ~ “log x.
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Cela entraine pour les nombres My, 0< h < hy,
Py = x;+0(x7),
o bz = X, + 0 (x3),

Mh+.‘= . Ph+1

M, Qap+192n+2

11 vient ensuite:

h

a0
Y. (P;—plog P)+ 3. (gi—qf +ologqy).
=1

i=1

bén, M, =

On observe alors que:
P,—glogP; = P,—¢log P, —{x;—plogx,;) < P,—x,
et: '
—gi+elogg; = gi— gl +elog g, —(x,~ x3+glogx,) < x3—gf.
On en déduit, pour 0 € h< hy+1:
bén, M, = O (hx3)+ O (hx}*7) = O ((log x,) x{* 73).-
Maintenant, de l'inégalité:
My, <gn) < My 41
et de la propriété caractéristique de g(N), on déduit:
Hg(n)) < H{Myqeq)
et ensuite:
bén, g(n) = l(g(n))—l(N)mglegg(n)/N
S M4 1) — I{N)—olog M, /N -
= bén, My, 41 +olog(M, .1 /M,) (x,/1log x4).

Lemme E. Soit n= 12, NeG immédiatement inférieur & g(n), ¢ un
paramétre de N avec N = N, et x; > 4 défini par x,/logx, = . Alors lorsque
n-» 40, On &

@ (g (M) = w (N +0 (/% /log x1).

Démonstration. Soit (), <;<, lensemble des nombres premiers divi-
sant g{n) mais ne divisant pas N, et (5);<ig, lensemble des nombres
premiers divisant N, mais pas g{(n). Soit

N=[Is" e gm=[]"
P g
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Daprés la définition de G, on a pour tout p,
1* D~ 1(5"")—elog " 2 0.

Lorsque p=r,ona f=8,>0¢et a,=0et

1(p" —glogp* = p’—eBlogp = flp—glogp) = p—clogp.
Jorsque p=wg, ona f,=0 et a=a,>0et
—l{(p)—elogp™® = aglogp—p = ¢logp—p.
Cette, derniére inégalité est évidente si-a = 1. Lorsque « = 2, elle résulie de:
- E&; '
log p

e=

1l vient ensuite:
bén, g (m) = 1(g(n))—1(N)—elogg(n)/N
= 3 (r,—ologr)+ Y, (elogs;~s)

1=Ki<u 18igy
avec r;—plogr, 2 0 et plogs;—¢; = 0.

Supposons 2 < s < x; —/¥,. D’apres les variations de la fonction
t—+plogt—t, on observe que:

~V/x) = = /1)), elog2-2) 2 /i (1+0(1)

et d’aprés le lemme précédent, le nombre v de tels s; vérifie;

ologs;—s; mln((glog(

v < V1 (1+0(1).

log xy

Quant au nombre ¢ de s; compris entre x; —./x; et x;, d’aprés Iinégalité ~
de Brun—Tltchmarsh (cf. [5], ch. IKI), il vérifie:

v = 0{/x,/log x,) .

et donc

v=1v+v"

= 0(/%,/logx,).

Par un argument similaire, on montre que u = 0(,/ xy/logx,) et en obser-
vant que

olgn) = (N)-+u-v

on acheéve la démonstration.

Lemve F. Soit f(1) = Li(/Li™' (1)) et A(x) = {1, (x))~ I (x). On a:
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) A(x) = 0(S(x)),
(i) Ax) =2, (x% pour & <8.
Si de plus il existe un zéro de [ de partie réelle 0
(i) A(x) = Q, (S(x)).

Preuve. Posons:

B{x)= —l}(ﬂ(t)mLi(r))dt—éfx
X2
avec
d=Li(4)—-2Li{(2) e C(x)= -j;(ﬂl (x)— Li(x%).

D’aprés la démonstration du lemme A on a:
(30) C(x) = B(x)+11(x)— Li{x).
On a:

B0 =1//Li (1)

et
. __ltog( _l(t)),.,_.l 1
A= 2 (LiT ()2 232 Jfiogt
On a donc:
B (1T, () ~ B (Li (x3) = O ((log x)/°).

La formule de Taylor i l'ordre 2 appliquée A la fonction § entre les points
IT,(x) et Li(x* donne:

B (Hl (x)) = LX)+ C{x)+0 (Cz (x)log x/x)
et
B, (x)) < Li(x)+ C(x)

en observant que B7(f) <0 pour t assez grand.
Avec (30), cela donne:

(31 A(x) = B(x)+ 0(C*(x) log x/x),
(32) A(x) < B().

La formule (31) et le lemme A donne A(x)
lorsque @ = L.
Montrons que B(x) =

= O(R(x)), ce qui démontre (i)

0(S(x)) lorsque 8 < 1.
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On estime C(x) et f7(x)—Li(x) d’aprés (17), en prenant r =1 puis r =0
et 'on a avec (30):

B(x) = (Z

7 elg+1)

soit B(x) = O(x"logx) = O (S(x}).
Lorsque 0 <1, le lemme A (i) avec r = | montre que

et avec la formule (31), on achéve la démonstration de (i).
La fonction B(x} est @, (x°) (et £, (S (x)} &'il existe un zéro de { de partie
réelle (). En effet pour Res > 2 on a, par intégration par parties:

-0

/log x4+ 0(x%log? x))
0(x"log x)

-y

M(xB(x))(s) = mi ML (x)— Li (xP(s— 1)~ & 2?

1
= —~S(S_l)log({(sml)(s—E))-i—h(s)

ol h{s) est holomorphe pour Res > 1.

Le théoréme de Landau rappelé au lemme C permet de conclure.

Lorsque 0 <1, les formules (31) et (33) démontrent (i) et (iii).

Lorsque 0 =1, B{x)=Q_(x% et la formule (32) démontrent A(x)
=Q-=(x ) Une démonstration particuliére est nécessaire pour démontrer
A(x) = Q. (x*). Elle se fait comme dans [14] et [15] en étudiant les maxima
successifs de la fonction xB(x)—x*T1!.

8. Démonstration du théoréme 2. 11 résulte du lemme B (vi), que pour x
assez grand,

n(x) < Li(0(x))

sous T'hypothése de Riemann.

k

= [] p; le produit des k premiers nombres premiers; en faisant
i=1

x = p, il vient

Soit N, =

o (N < Li(log N,).
Soit maintenant M vérifiant N, < M < N, ,; on a:
w{M) < w(N,) < Li(log N,) < Li(log M).
En appliquant cette inégalité 4 M = g(n), et le théoréme 1 (iv), nous obtenons
o (g () < Li(/Ti ()

pour n assez grand,
ce qui démontre (iv) du théoréme 2. '
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En utilisant les notations du § 6, on peut écrire d’aprés (25) et (26)

n =1y (x1)+ 0 (xi"/log x;).

D’autre part

w{N) =n(xy)
et d’aprés le lemme E
w(g(n) = n(x,)+ 0 (x}?/log xl
Par suite
n = I (x)+ 0(x1"/log x,)
et

w(g(m) = 0 (x)+ 0 (x{*/log x;)

et Pon peut écrire:

(g ()~ Li(/Li" 09) = (g 09)— B ()
| = IT(x) = B{IT, (x,)) + O (x}/*/log x,)
= —A(x)+0 (x}%log x,).
Les trois premiéres égalités'du théoréme 2 sont donc consequence du lemme
F et de Iégalite (12).
Remarque. Dans le cas § =1/2, on peut démontrer, en affinant le
calcul ci-dessus:

Li(/Ti~ " (n))—

1’11"4 1/4
wig(m) = ﬁ+4(nlog ) 40 ((nlogn) )

3 logn *\ logn

Il est en effet poséible de remplacer dans le lemme E, O(xj’?*/logx,) par
o(x1?/log x,).
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On the degree of an irreducible factor
of the Bernoulli pelynomials
by
Noriax1 KiMura (Chiba, Japan)

Introduction. In the present note we intend to consider the degree of an
irreducible factor of certain polynomials, in partlcular the Bernoulli polyno-
mials, which are defined by

.tt

o o
g Bm (x);a

When m is odd = 3, it is well known that B, (x) has the three linear
factors x, x—3% and x—1. Conversely Inkeri [2] has shown that if B, (x),
m 2 3 has rational roots, then m is odd and B,, (x) dees not have other linear
factors with rational coefficients. Moreover Carlitz [1] has shown that
Bams 1 (X)/x{x—1)(x—4), where 2m+1=k(p—1)+1, 1<k<p, p an odd
prime has an irreducible factor over the rational field Q of degree
=z m+1-—p.

In the case of an even index McCarthy [5] has shown that pB,, (x) is an
Eisenstein polynomial (and therefore irreducible over Q) if apd only if there
exists a prime p such that Zmi =p—1, where 2m=Yymp, 0<m<p—1
for all i, is the p-adic expansion of 2m, '

In Section 1 we first deal with properties concerning the divisibility of
the binomial coefficients and in Section 2 those results are applied to the
polynomials, whose coefficients contain the binomial coefficients, and we
shall obtain some generalizations of the results mentloned above in the
rest of this note. :

1. Let p be a prime number and n an arbitrary positive integer. Let
k

n=y mp (O<n

i=0

be the p-adic notation of n. We define A(n, p) by

< p—1for all i and n, # 0)

13
A(ﬂ, P) = 'Zu B



