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Finally, we add some remarks in local aspect. We are interested in
seeking all £e 0. such that
né =& B? (mod ¥°)  with fe0y
because this congruence implies
nE @) =B (mod &%) and  (£(E)2) (&)Y = (£87),

that is, o = E(&') satisfies the conditions (%) in (a) and (2} in {(b) of 2.1
If ¢ =& 43 (mod %), then we have

&fe = (&/s) * (mod 7).
It is proved that, for any ye Oy (7 =1 (modl)), we have
y=4y B ie. £ =gy (mod )
v=Au® (mod %),

where A, ueOp (4, u =1 (mod ) such that A = 1’ (mod ). Moreover we
see that we have

A* =1+ Bw? + Cw® + Doy*+ (B+ BC) S + Fwb +(CD—C— D) ?
+Hw® (mod ')

(B,C,D,F, Hel0, 1, ~11).
Consequently, for £ €0y (£ =1 (mod 1) such that

if and only if

=y, le  =edy’ (mod 1),
if the prmc1pa1 ideal (£(&”)?) is the cube of an ideal in L, then the extension
M = L3/ (f’)’) has a subfield M, which is an unramified cyclic extension

of X such that [M:K}=3%and M= L.
We note that, as ¢ =1—w and 7y = 1 (mod '}), we have

(=¢y=1—0 (mod 1),

So, considering the above w-adic expansions of A’ (mod ), we see that,
among 37 classes of Oy,/I containing an integer = 1—w (mod I'%), there are
exactly 3° classes contcunmg some gy as above,
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ACTA ARITHMETICA
LI (1988)

Stabilitit bei symmetrischen h-Basen

von

CHrisToPH. KirreL (Bergen, Norwegen)

1. Einleitung. Da symmetrische Basen eine grole Rolle im Frobenius-
und im Reichweitenproblem spielen, wollen wir zunéchst Frobeniuszahl und
Reichweite einer Basis natiirlicher Zahlen definieren.

Sei B, = by, by, ..., 00 EN, (by, ba, ..., b)) =1, so ist die Frobenius-.
zahl g(B,) die gréifite nicht mit B, darstellbare ganze Zahl Dabei wollen wir

" in unseren Darstellungen nur nichi-negative ganzzahlige Koeffizienten zulas-

Sen:

Lk .
¢(By) = max [neZ| n nicht darstellbar als 3 x;bj, x;eNy, b;€B; ]
i=1

Dabei verstehen wir unter N, die Menge der natiirlichen Zah]e'n
einschlieBlich der Null,

Sei nun A, = {q,, da, ..., ¢} SN mit ¢; = 1 <a, <... <d,. Dann sind
alle natiirlichen Zahlen mit A, darstellbar, und wir k&nnen nach der Anzahl
der Summanden in einer Darstellung fragen. Mit hA; wollen wir die Menge
derjenipen Zahlen bezeichnen, die mit hdchstens i Summanden aus A,
darstellbar sind: '

k k
hd, = {ne No| n=Y x;a, x;&€ Ny, ¢y Ay, ), %< hi.
J=1 Jj=1

A, nennen wir dann eine h-Basis oder einfach eine Basis.

Wir betrachten nun die kleinste Zahl N, die nicht mit hechstens h.
Summanden aus A, dargestelll werden kann, Wir nennen N-—1 die h-
Reichweite n,(A,) von A

n,(4,) = min {ng N| n¢hd,| —

Wir setzen ny(A,) = 0.
Mit h, mdchten wir die kleinste Summandenanzahl, bei der die Relch~ .

weite erstmals das gréBte Element g, iiberschreitet, bezeichnen:

ho = ho(Ay) = A = min {he No| ny(4y) > B
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Meures [4] entdeckte den zentralen Zusammenhang zwischen Reichwei-
te und Frobeniuszahl, der auch erst die Definition der symmetrischen Basen
sinnvell macht, Es gilt fiir alle h ab eciner geniigend groflen Schranke h,:

nh(Ak) = hﬁlk'—'g(jk)""l, h = ]’l]_ = IT-O— 1.

Dabei ist A, die sogenannie Spiegelbasis von A, nimlich

Ak = {’Jk"‘“k~1= =2y «ony Uk"'l, U.k}.

Einen einfachen Beweis hierfiir findet man auch in Selmer [6]. Wir sagen,
dal} 4, von hy ab stabilisiert ist, weil dann die Reichweite n,(A4,) immer mit
a, widchst, Talls A um eine Einheit wiichst, was fiir s < &, nicht immer gelten
mufl ‘ ‘

Die symmetrischen Buasen sind nun dadurch definiert, daf}

oder anders formuliert:

(1) ‘ ak__‘q:ak"‘“aj, ‘]21’ 2,..., k—"l

Natiirlich ist (1) dquivalent mit

2 Gy = Gy—ty  j=1,2,.. .1

Dabei ist k =2t oder k =2t—1, je nach Paritdt von k. Bei ungeradem k
wilirde es ausreichen, die Symmetriebedingungen fiir j=1,2,...,t—1 zu
betrachten. An anderer Stelle miissen wir jedoch von der Bedingung k =
2t —1 Gebrauch machen, sodaB wir doch bei dieser Notation bleiben michten.

Gilt die Elementbezichung (2) nur fir j =1, 2, ..., T <, so nennen wir
dic Basis A, teilsymmetrisch. Bereits fiir tellsymmctrlschc Basen k&nnen wir
einige Resultate hier finden.

Wegen 1 64, {auch bei teilsymmetrischen Basen) ist dic Bestimmung der
Frobeniuszahl g{A4,) sehr einfach. Es gilt nimlich g(A4,) = ~1, und damit

”h(Ak) = hflk, h ? hl .

D.h. man kann auch die Reichweite n,(A,) fir b 2 h; sehr leicht berechnen.

In diesem Artikel beschiiftigen wir uns nun mit der Bestimmung von
guten Schranken fiir by im Falle teilsymmetrischer Basen, Zunfichst m&chten
wir die bisher bekannten Ergebmisse aul diesem Gebiet zusammentragen.

Ganz allgemein gilt h; = ho—1, wobei das Gleichheitszeichen zB. bei
allen angenehmen Basen zutrifft. Bei angenchmen Basen verwendet die
reguldre Darstellung (vgl. Kap. 2) am wenigsten Summanden von allen
moglichen Darstellungen, siche auch Kirfel und Selmer [3]. Bei symmetri-
schen Basen ist natilrlich Gleichheit in der obengenannten Bezmhung aus-
geschlossen ‘weil ' :

Mg~ 1(Ak) <o s (hO_I)ak:
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wenn wir einmal von dem trivialen Fall 4, = {1, 2, ..., k} mit hy =1, Iy
=0, der in fast allen Zhnlich gelagerten Fragestellungen eine Ausnahme
darstellt, absehen. Bei symmetrischen und teilsymmetrischen Basen gilt also
fir by > 1:

hy = hy

Dabei 1Bt sich tiber hg = hy(d,) folgendes sagen: Weil bei symmetrischen
Basen 4, < 2qa,, so 148t sich leicht zejgen: :

ho{Ad < ho(dy) < ho(A)+1,

siche dazu anch Stokke [&].

Numerische Untersuchungen von symmetrischen Basen haben ergeben,
daB in den meisten Fillen hy = hy gilt. Dies flibrte dazu, daBl Prof. Selmer
damit begann, hy = hy fiir k < 5 zu zeigen. Auch unsere Ergebnisse sind von
den numerischen Berechnungen inspiriert.

.Die Basen mit

3) L=+ 1,

also spezielle teilsymmetrische Basen, sind friiher schon eingehend studiert
worden, und wir kennen einige Resultate iiber die Stabilisierungsgrofie h,.
Bereits bei Meures [4] finden wir: Sei

k=24,

Dann ist hy <3ag,+b—1

Ist zusdtzlich a, < 2a;, so gilt h; =a,~1. Ist dagegen a, > 2G;.-5, SO
ergibt sich h, = @ —a-,. Beide Alternativen sind jedoch unmdglich bei
symmetrischen Basen mit k > 4. Dieses Resultat von Meures findet man
wiedergegeben und bewiesen in Selmer [7].

Im Falle o = . + 1 ist auch die Spiegelbasis A, eine Reichweitenbasis,
und wir k&nnen hy = ho(A4,) bestimmen. Mit hy+ ho—2 Summanden lassen
sich dann sicher alle Zahlen aus

[0, (hg—1) @] = [g(A)+1, (ho— 1) a]
mit Hilfe von A, darstellen. Nach Selmer [7], S. 7.7 gilt dann sofort
< hp+ho~

Rédseth konnte nachweisen (siche Selmer [7], S. 8.12), dal bei symme-
trischen Basen gelten muf}

2hg—1
h;@max{ho, 2h0-2—\: g :|}
a

Rédseths Resultat zeigt, daB h;/hg < 2 'bei symmetrischen Basen, wihrend

G=aq-+1, b =mi11'“'%"ﬂk—ajfi j=1,2, ..., k=2}.
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hy/hp fiir nicht symmetrische Basen beliebig groll werden kann, wie er bereits
selbst in [3] erwiihnt,

Soweit zun#ichst einmal die allgemeinen Ergebnisse. Im lolgenden wollen
wit das bisher Bekannte tiber die symmetrischen Basen mil kleinen Element-
zahlen (k < 10) vorstellen.

Fiir 3 € & < 6 haben die symmetrischen Basen folgende Form:

A3={1‘02,C12+1}, A4={1,L£2, 2{#2“‘1,26{!2}, IIUE(JJ‘M],,

As = {1, a3, a3, up+ay—1, ay+ay}
4 hoﬁﬂz"‘“

As = {1, a3, a3, 2a3~ay, 2a3—1, 2a3},

[45
c 2.

az

In Selmer {7] und Kirfel [2] ist bereits bewiesen, daB in diesen Flllen A,
= fi,, daf also sogenannte k,-Stabilitédt vorliegt. Diese Tatsache hat uns auch
auf den Weg zu den neuen Resultaten in diesem Artikel gebracht.

Fiir gréflere k gibt es bisher nur numerische Berechnungen, die im Falle
k=17, & noch auf Hhnliche Verhiiltnisse (hy-Stabilitit) hinweisen, sieche dazu
Stokke [8]. Stokke hat simtliche Basen A, und 45 mit hy € 20 zu diesem
Zweck getestet,

Bei noch ,gréfleren™ Basen k =9, 10 sind aber schon die ersten Gegen-
beispiele bekannt, also Fille, wo /1, > hy. Selmer [7] und Stokke [87 geben

sogar eine ganze Klasse solcher Basen an, die wir am Ende des Artikels
vorstellen wollen,

2. Vorschan auf Methoden und Resultate. Bei ,gréferen” symmetrischen
Basen (k > 6) macht bereits die Berechnung von hg erhebliche Schwierigkei-
ten, zumindest ist noch keine explizite Formel bekannt, die /4, als Funktion
der Basiselemente angibt. Dagegen sind die Verhiltnisse wesentlich einfacher,
wenn man sich bei den Darstellungen der Zahlen mit A, auf einen speziellen
Darstellungstyp beschrinkt, wenn man nimlich nur regulire Darstellungen
benutzt,

Bei einer reguftiven Darstellung einer Zahl Ne N mit Hilfe von A, (nicht
unbedingt symmetrisch oder teilsymmetrisch) verwendet man das gribte
Element g, sooft als mdglich, dann das zweitgrdhte Element a,., sooft als
mdglich u.sw. Beschriinkt man sich nur aul diesen Darstctmmgstyp1 kann
man nun nach der sogenannten reguliren h-Reichweite g,(A,) fragen, die nur
mit reguliren Darstellungen erreicht werden soll, Abnlich stellt sich die Frage
nach dem neuen iy, bei dem die regultire Reichweite gu(A,) erstmals das
grofite Element a, erreicht. (Aus n,(A,) > g,(4y) folgt nattirlich hy = ho.)
Beide Probleme sind bereits vollstindig geldst, erstmals von Hofmeister [1].
Wir verwenden jedoch dic Darstellung aus Kirfel und Selmer [3].

Zur Bestimmung von i, und g,(A,) muB zunichst folgender Divisionsal-
gorithmus durchgeftihrt werden, dessen AlgorithmusgréBen wir auch im
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folgenden laufend benutzen werden:

ay 21’
= fray, 0=r <ay,
az = fyay+ry, 0<ry <ay,
Ugtry = fyuy+7r3, 0 <ry <aj,
ir 1t re = ot O<n<a,
O F T2 = fom1 G 1 Phe1s 0. <.

Dann gilt, wie Selmer in [3] zeigt:
) o=hP =3 (-1,

(A =(IT“‘E<) 9i, (Ag)s h 2 ho—

(5) k-1
gﬁo(Ak z (j:r—l G; +ak—‘1 = 2a,¢—~rk 1""2

Bei den fritheren Ergebnissen brachten wir oft hy mit sy in Verbindung.
Jetzt mbchten wir h; mit h, in Verbindung bringen, da wir iiber letzteres
sehr viel genauer Bescheid wissen. Wir werden zwar h; nicht exakt berechnen
k&nnen, wir konnen aber eine nach unserer Ansicht gute obere Schranke.
angeben. Unser Hauptresultat ist nimlich Ay < hy, sofern die Basis A
symmetrisch ist. Auch fiir teilsymmetrische Basen werden wir einige Ergeb-
nisse angeben.

3. Besondere Eigenschafien reguliirer Darstellungen. Fiir den Beweis unse-
res Hauptergebnisses bendtigen wir dic Aussagen aus dem folgenden Lemma.

Bei der zweiten Aussage handelt es sich um die Verallgemeinerung der recht
k—1

triviallen Beobachtung, daB x; < fj, wenn N = Z x; a; eine reguldre Darstel-

lung von NeN, N < a, mit A, ist und f; dem oblgen Divisionsalgorithmus

entnommen igt (Erklirung: (fj-+1a; > a14)
k-1

LemMa. Sei NeN, N <a, und N = ). x;a; die regulare Darstellung von
i=1

N mit A, (nicht unbedingt teilsymmetrisch). Wir' bezeichnen mit Ch <q, <
<g,, stimtliche Indizes j mit x; = fj. Dann gilt:

(6) Es gibt 1<ig<q, und gq; <ij <dgj+1, J%-l,2,...,‘m_‘—-1, sodaf x;q
< fig—2 und x;, < fiy— '
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g
@ Yxu< -0+l 1<g<Q <k
i=q Jj=q
Beweis. Wir setzen ¢; = b und g;,, = ¢. Dann ist ¢ = b+1 unmdaglich,
denn

Jorr Gpar Foly = Gy pa-Fry—rypFdpu Py =y > Ay g,

was der Regularitidt der Darstellung widerspricht.
Angenommen x; = f;—1, f=0b+1, b+2,..., c~1, so ist

fat(fo-r—Da_1+ o+ for s = Ddys 1 +fp
=gy (=P Py Pl

was uns den gleichen Widerspruch wie oben bringt. Also findet sich ,zwi-
schen” x, = f, und x, = f; immer noch ein x; < fj—2, b <j < ¢ und unsere
Behauptung (6) ist bewiesen, wenn wir noch bedenken, da8 natiirlich ¢, > 1,
und

ﬁ;laql"i‘(.ﬁ;]—l_"l)aql—lﬂ" +(a2__1) =a([1+1+aq1;rq1"1 zaqykl-

2

Die Summe von aufeinanderfolgenden Koeffizienten 3 x; kann somit wie in
i=q

(7) abgeschitzt werden.

Folgende Behauptung ergibt sich als direkte Konsequenz aus unserem
Lemma:

Die Zahlen N <, mit der maximalen reguliren Koeffizientensumme
k—1

> x;=hy (solche Zahlen miissen existieren wegen der Definition von #,)
i=1

haben entweder x; =/fi—1fiir alle j=1,2,..., k—1 oder haben dic Form
wie im Lemma mit Gleichheit in x,.j = j}J—Z, J=0,1,..., m=1, Man kann
leicht zeigen, da8 es hchstens 2472 solche N gibt. _

4. Stabilitiit bei symmetrischen und teilsymmetrischen h-Basen. Im {ol-

genden mdchten wir teilsymmetrische Basen A, betrachten {(k == 2t oder
k = 2t—1), die folgende Bedingungen erftillen:

(8) ak_j=ak—aj, j""—-‘l, 2"".’ t—1 {aISO T mr""1),
® a, < 24,

Selbstverstindlich werden hiermit alle symmetrischen Basen erfalit. Filr gera-
des k beschreibt dies jedoch einen allgemeineren Basistyp. Lediglich bei
ungeradem Kk fillt die Symmetriebedingung flir j=t~1 mit der fir j=t
zusammen, und Basen mit (8) sind fiir ungerades k automatisch symmetrisch.

Wir  betrachten - nun 4, = {1, a,,..., 4} =4, und berechnen das
- zugehbrige h,. Um Verwechslungen zu vermeiden, schreiben wir konsequen-
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terweise AY. Wir setzen
-1
H=h =3 (fi~1).
=1

Dabei ist natiirlich gg(A4,) = @ und
G- (A =g =1 =22 @11 —22Z 44— -1~1
fiur alle 1 <d<t, weil gy—r_y = fi1 8y —¥uy = a_.;—r_-y Falls nun
gu(Ay) > -y, SO Ist
In(de) = aatgp-1(A) Z gty —a,-1—1
Z =gy —1 = G_ger—1,

dh, gu(A) = ay-gr1. Insgesamt haben wir somit induktiv gezeigt, daB
gH(Ak) 2 ak"'l = ﬂk""’l, also auCh gH(Ak) ?, ak. D.h. .

hgc) = h%) ,

alsof;=f;4-1=---“f;c—1=1'_ '
Hauptergebnis unseres Artikels ist nun folgender

Sarz. Sei A, eine teilsymmetrische Basis mit (8) und (9) und sei H = hg

=Y (f;—1) sowie k =2t oder k =2t—1, dann gil

ny(Ay) = hay, h2H  (also hy < H).
Beweis. Es sei
N=xa+X-1 a1+ ... +X1
die reguliire Darstellung von NeN mit 4;. Dann ist wegen (9)
| Xy 1+ Xyont X < 1

Wir mﬁcﬁten nun fur alle Ne N mit N < Ha, eine Da,rstcl!ux}g mit h&chstens
H Summanden aus A4, finden. Dabei brauchen wir uns lediglich um solche N

zu klimmern, wo
Xpt Xt oo X > H.
Es sei zuntichst vorausgesetzt, dal
(10) xk+xk_1+,,.+x,$Hﬂ1,
was immer der Fall ist, solange x; < H—2. Dann finden wir einen Index
1 <i <t, sodall
(11 Xt Xyt o X < H,
(12) ‘ Xt Xy F o Xt = H o (6> 0).
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Es sel X=xq+X. @ 1. ..+x;. Wir bestimmen ZeN, Z =74
+2z.1&-1+ ...z, sodall die Darstellung reguldr ist und X+2Z =g,
= fia,+r;—r-;. Dann kdnnen wir schreiben:

(13) N == xkak"'xk“ 1 Clk .1 “+ ... +.‘€1-+2a,-,‘.2+(xi+1 +I)le.;.1 _'Z
:(xk-—zf-zi-lm- —-zl)ak+zl Uyt 23U nt ...
FZp it Xy Gt T X g Bt (0 D)

Diese Darstellung verwendet hdchstens H Summanden wegen (11), Wir
missen lediglich untersuchen, ob der Koeffizient vor a, nicht negativ wird,
also ob x,—z;—z.,—...—~z;, = 0.

Dies zeigen wir folgendermalen:

t—1
@ XXt X S Y (i—-1+1,
: J=ik1
() x+z < f,
-1

(i) Zimy+ziogt...42 < Y (=1,
=1
Dann ist ngmlich mit Hilfe von (12)

i
Xy — E ZJ-BH'—xk..lmxk._z'— v Xy T Xy 2 By e — By 2 -2,
J=1

Damit haben wir dann bereits h, < H-+2 gezeigt, wenn man den Beweis-
schlull hinter Punkt (C) noch berticksichtigt.
Von den Argl_zmenten {1)~(ii1) sind (i) und (i) am einfachsten einzusehen,

Wegen X+2Z = ), (x;+2) 4 = fia,+r,~r;~, ist (ii) sofort einsichtig. Wegen
=1
i-1

=1
der Regularitit der Darstellung von Z ist ¥ z;a;<a und Y z, <A
i—-1 i=1 =t
= Y (f;—1), was sofort aus (5) folgt. Also gilt (ii)). Dagegen war (i) etwas
i=1 .

schwieriger zu zeigen. Wegen (7) gilt

k=1

Xt X2t A X Y (- D1

FETES!

Nun 1st aber, wie anfangs gezeigt, f; = 1,j =1, t+1, ..., k—1 und damit
gilt (i),

Was wir bisher gezeigt haben, liegt also. noch zwei Einheiten von
unserem Ziel entfernt. Gilt in zweien der Ungleichungen (12), (1), (i) oder {iii)
echte Ungleichheit, oder gilt in einer der Ungleichungen echte Ungleichheit
mit Seitendifferenz > 2, so sind wir fertig,. Wir k&nnen deshalb davon
ausgehen, daB in den Beziehungen (12), (i), (ii) und (iii) bis auf h&chstens eine
das Gleichheitszeichen gilt.
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(A) Gilt Gleichheit in (i), (iil) und (12), so gibt es entweder einen grifiten
Index 1 <g¢ <imit z, = f,. Wegen (6} und des Gleichheitszeichens in (iii)
muB} dann z; = f;—1fiir j = g+1, g+2, ..., i—1. Oder aber es gilt z; = f;~1
ftir j =1, 2,...,i—1. In diesem Fall setzen wir g = 0 und a, = 0. Dann ist

i-1

“H'l =2 X+Z =(xi+zl')ai+zt~_.1 a,-_]+ s '+‘Zl+ 2 xjﬂj

=1
i-1

2‘fi'ai+(j}_1~—~1]ﬂ,v,,1+ ...+(_fé4.1—l)aq+]+f;aq+ Z xjaj
Jj=1

i=1
2 Uyt Z Xpdy,
i1

ganz #hnlich wie im Bewels des Lemmas, Also ist x; =0 fiir j=1,2, ...,
i—1. Wegen der Gleichheit in (12) ist dann N=xa+X_ G-+ ...
+x, 0, HA, und wir sind fertig.

(B) Gilt Gleichheit in (i) und (i), so ist insbesondere
k-1

k=1
Yox;= ) (fi-Dh+1

Jeitl j=it+1
Es existiert dann ein kleinster Index k> p > i mit x, = f,. Wegen (6) ist
dann x; = f;—1 filr j=i+1, i+2,...,p—1, also '

XplphXpo1lpay ¥ oo+ X1 G H0G+2) 4
= fptpt+(fo-1—=Ddp-1+ ... Ffio1 =V +fia > apr g,

wihrend x,@,+ X, 1 Qpe1+ ..o +X; <@psq- Dhoes gibt ein YeN, ¥ <z a
{(z;>0) mit Xpa,+X,o( @yt . +X3FY =85, Sei ¥ = Yidi+ i1 81
+...+y, die regultire Darstellung von Y, dann ist y; <z;. Damit erhalten
wir eine neue Darstellung unserer urspriinglichen Zahl N:
(14) N =X+ X Gy oo FXpratpzH(Xpe T8y — Y

=~ Yi—Vie1— - Y GtV G P2 G2t

Y ey X 1 G 1 oo F X2 Ay 2 T (X H D) e 1,
wobei die Darstellung wegen (11) hichstens H Summanden benutzt. Wieder
missen wir den Koelfizienten vor a, untersuchen, Natiirlich ist
(iv) x+n < fi—=1,

i1
(V) Vi FVi—at WS le(ff"l)-

Gilt in ciner dieser Beziehungen oder in (12) echte Ungleichheit, so haben wir
i -1 i-1 )
5=, 02 Htl={ ¥ (f=0+1+fi-1+ 2 (=D} >0,
J= 1 j=i+1 j= .
und wir sind fertig. Wir missen also von Gleichheit in (12), (iv) und (v}
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ausgehen. Es gibt dann #hnlich wie oben entweder einen gréflen Index
I <q <i, sodaB y, = f,. Dann gilt wieder y, = fj— 1 flif f=g+1, g+2, ...,
I~ 1. Oder aber es ist y;=fi—1fiir j=1,2,...,i~1, und genau wie oben
selzen wir dann ¢ =0 und a, =0. Dann ist

Apit = Xplp-+Xpy Qpoyt oo+ X5 q G HX+ ) g
i1

+y,-m1a,-ﬁ1+...+y1+zxjaj "
Jj=1

2ﬁ7ap+(fp—l_l)ap—l+"'+(./;(+1_-‘l)aq+l+.j¢‘1aq
£~ 1 1
Y N dpt+ Y X4y
j=1 ' i=1

Wieder folgt x; =0 fiir j=1,2,...,i—1, was uns wegen der Gleichheit in
(12) N =x aqp+Xy- g thm 1 + ... +X; 3,6 HA, liefert, Damit sind wir wieder am
Ziel.

_ (C) Bleibt pur noch der Fall, wo Gleichheit in (i), (iii) und (12) gilt, aber
nicht in (ii). Wie schon erwihnt, mul dann die Seitendifferenz in {ii) gleich 1
sein, weil Seitendifferenz = 2 schon erledigt ist und der Fall mit Gleichheit in
allen genannten Beziehungen bereits unter (A) abgehandelt wurde. Sei nun p
definiert wie unter (B) und ¢ wie unter (A). Dann ist

i1
Xyt Xp 1ot o F Xy gy FOG )G+ 2 G b 2+ Y, X
J=1
i=1
2 fpct_,,+(f.,,_~1-~ ljap—l+ ‘e +(.f;;+1 —l)aq+1 +f; aq'i' Z .’Cj aj 2 ap-Pl’
=1

withrend x,d@,+X,; a,- - ... +x; <da,s,. Deshalb gibt es wieder ein Y &N,
Y<Z mit xpu,4X,md0py+ ... +x,+Y = Gprr. Sel Y= yia+y,. 8-
+ ... +y die reguldre Darstellung von ¥, dann gilt wieder x,+ < X+
= f;—1, also (iv) und natlirlich auch (v). Mit den gleichen Argumenten wie
unter (B} schlieflen wir den Punkt (C) ab, ‘

Damit haben wir fir alle Ne N mit (10) eine Darstellung mit hSchsten
H Summanden aus A, gefunden. D.h. aber ny(A4,) 2(H-Da+a-1.

Nun ist aber (H—1)a,+a,eHA, und es gilt sogar ny(4,) > (H-1)a,+a,
Sei neNg, n <a, so gibt es eine Darstellung

Bty Gy F ey Gop ooy Mt Uy by 4+ .y < H,
z.B. die regulire. Also ist auch

(15) Hoy—n=(H—th_~tw-3~ ... ~u) g

+u1 ak”1+u2 ak_.z”‘{"' e +'u‘_.1 Clk_',+1€HAk,
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und die noch fehlenden a,~—q Zahlen lassen sich also auch noch mit
hochstens H Summanden darstellen. '

Insgesamt gilt ny(A,) = Ha,, was zu zeigen war, denn ohne weiteres
folgt dann n, (A4 = ha,, h = H.

KororLar. Sei A, eine symmetrische Busis mit k = 2t oder k = 2t —1 und
-1
H=h =5 (fi—1), dann gilt n,(A) = hay, h = H {also h, < H).
I3t

Bemerkung. Die Symmetriebedingungen wurden nur an den Siellen
(13), {14) und (15) benutzt. In allen drei Fillen wird die Bedingung fiir j =1t
nicht bendtigt, weil in (13) und (14) § <t gilt.

Wie anfangs schon erwihnt, gibt ¢s eine Reihe von Beispielen symme-
trischer Basen mit A, > ho fiic k=9, 10. Wir finden diese in Stokke [8] oder
auch in Selmer [7}. Betrachtet man den folgenden Basistyp bei ungeradem
ho: As = {1, ko, ho+2, 2hy+2, 4 (3h5+3hg+4)}, ho = H§? > 3, und erweitert
man diesen zu symmetrischen 4, oder 4y, 50 ist :

Mg (Ag) = 3h+4ho+2, hy = K

B 25,

W

3,

My (A1) = §(9h5+Tho +4),  ho

also jeweils Iy > hy. Soweit sich das mit dem Computer verfolgen lieB, galt
h, = hy-+ 1. Untersucht wurden alle Basen Ay mit hy €79 und alle Ay, mit
hy < 63, Bei der Berechnung von AP muB man die Restklasse von kg (mod 4)
beachten, Es ist B = (Tho—7)/4, falls o =1 (mod 4) und K’ = (Tho—5)/4,
falls ho = 3 (mod 4). Damit ist unsere Schranke in jedem Fall besser als die
anfinglich erwihnte Schranke von Rodseth hy < max tho, 2he—2—[(2ho

—1)a ] =R

Stokke und Selmer geben weitere Basen mit hy = ho+1 an:

W e hy | oy iy N as | my{4o) Mg (Aio) | H R

7 5 18 2 44 615 10 12 8
9 9 21 38 227 469 14 16 10
1 7 39 72 A6 2969 16 20 12
11 11 16 27 24 437 624 17 20 12
11 1 18 29 238 485 694 18 20 12

Erweitert man A aus der Tabelle zu symmetrischen Basen 4o, so
ergeben die ersten drei Basen hf'® =h; = ho+1, withrend bei den letzten
beiden Basen gilt A4 ™ = ho =h -1, 5

Fiir eine Reihe von Basen ist mit unserem Resultat, hy < kg, bereits die
gesamte Frage nach h, beantwortet. Gilt nimlich



96 Ch. Kirfel

(16) E(r} - h(k)

(=hY oder MP+1, weil KO <hP<hP+1, siche oben), dann i
ho < hy < Ry, also by = hy =AY, und wir haben h, exakt bestimmt. Ist z.J
A, ., angenehm, so gilt natlirlich (16}, also h, = f1,. Inshesondere gllt (16} ft
alle k < 6 und damit hy-Stabilitét fir k < 6. Ahnlich gentigt es zu wissen, da
A, nschwach angenchm” (siche Kirfel und Selmer [3]) ist, um hy = h, z
zeigen. Gilt nun hy (4, ) =F"0 und fi. = L also @ +4r.5 <2, s
haben wir ebenfalls hy-Stabilitit gezeigt. Dies betrifft z.B. alle symmetrische
Basen A, und Ag mit g, < d3+f; a,. Sucht man nach Basen A4 und Ag mi
hy > hg, so miissen wir A3 als nicht angenehm voraussetzen. Bisher hat ma
allerdings solche Basen noch nicht finden k&nnen.

Abschliefend mdchten wir wenigstens eine nicht-symmetrische Basi
vorstellen, die dennoch. von unserem Satz erfalit wird. Betrachtet man A,
=1{1,2,5,7.8,9], so ist Aq nicht symmetrisch, erfiillt aber (8) und (9), un
nach dem Satz gilt hy = hy = hiy = 2, was sich leicht nachpriifen 140,

Herrn Prof. E. S. Selmer michte ich herzlich fiir die griindliche Durch
sicht des Artikels, wobei er mich auf eine Reihe Vereinfachungen aufmerksar
machte, danken. Uber ihn bin ich auch erst aul das Problem der Stabilisic
rung bei symmetrischen Basen geste[Ben.
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