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ACTA ARITHMETICA
LI (1988)

Uber die Restklasse modulo 2°72 des Wertes 2°n{(1—2°n, R)
der Zetafunktion einer Idealklasse aus dem

reell-quadratischen Zahlkorper Q(./D) mit D = 3 mod 4

yon

Hepmice Lang (Miinster)

1. Einleitung. Es sei D eine quadratfreie natiirliche Zahl mit der Eigen-

schaft = 3 mod 4 und K = Q(\/B) der zugehorige reeli-quadratische Zahl-
korper. Ferner sei 2m = 2 eine gerade natiirliche Zahl Ausgehend von den
durch K. Barner [1] und C. L. Siegel {[10] hergeleiteten Darstellungen fiir den
Wert {(1 —2m, K) der Zetafunktion einer Idealklasse & von X ldBt sich zeigen,
daB 2m{(1—2m, &) in dem Ring

Z, = {ZGQE p,q9eZ und qu}
der fiir 2 ganzen rationalen Zahlen liegt. Spaltet man von 2m die hochste
Potenz von 2 ab und schreibt
2m = 2%n

so kann man die Restklasse von 2m{(1~2m, &) mod 2°*? explizit durch die
Bernoullischen Zahlen B, und die Komponenten 7, U der Grundeinheit

e= T+ U\/I—) >1
von K beschreiben. Dazu werde fir ve {0, ..., 4m—1} das Polynom
1 & 2""1(2"1-1)(—1)”1D2m—1~axza+1y4m-—z-19

viax' S\ e /2041

2"'2—1 (2m—1)(29+1)(—“1)Q+1D2m—1ﬂoxzﬂ'*'l“‘y“”‘_z_z”
e=0 ¢ 13 2@"‘"‘1

aus Z,[x, y] eingefiihrt. Fiir v > 1 hat man dafiir offensichtlich:

mit 24n,

(L) Fylx, y) =

i

v—1

1 -
F‘,(X, y) — EW(XZ”Dyz)M 1_
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In der vorliegenden Arbeit soll der folgende Satz bewiesen werdeq:

SATZ 1. 2mi(1 —2m, K) ist eine fiir 2 ganze rationale Zahl. Ihre Restklasse
mod 2°%2 jst unabhingig von der Idealklasse . Es gilt:

(1.2)  2mi(1—2m, R)

m—1
= ZU( v 22’“ Fo (T, U)B4,,, 2By, +F,, (T, U)B} )mod 2¢%2,
v=1{

falis U ungerade ist, und
(13)  2mi(l—2m, K)

m-1 2
= 2T( ‘_;0 W”;FZV(UD, T)Bum— 20 By + Fan(UD, T)B%,,,) mod 2¢%2,

Jalls U gerade ist. Bezeichnet 27 die hijchste in TU aufgehende Potenz von 2,

TU =2"T,U, mit2¥T,U,,
so hat man insbesondere:
‘ TU
(1.4} 2mi(1—2m, R) = - mod (27, 2¢%3),

Durch Summation tiber alle Idealklassen von K und durch Vergleich mit
dem Wert {((1—2m} der Zetafunktion von K kommen die Klassenzahl Ay
von K und die von H. W. Leopoldt [9] eingefiihrten verallgemeinerten
Bernoullischen Zahlen ins Spiel. Es sei dazu y der mit Hilfe des Kronecker

Symbols durch
4D
1) = ( )
7]

definierte Restkiassencharakter. {x(s) ist bekanntlich das Produkt
{k(s) = LE)LAs, 1)

aus der Riemannschen Zetafunktion und der zu y gehdrigen Dirichletschen
L-Funktion. An der Stelle 1—2m hat man dann [9]:

1
4 2 ZPJ’I

{e(L~2m) = BEm

wobei BG™ die zu y gehérige verallgemeinerte Bernoullische Zahl mit dem
Index 2m bedeutet. Mit Hilfe der Kongruenzen (1.2) und (1.3) erhéilt man daher:

SATZ 2. Es sei R eine beliebige Idealklasse aus K. Dann gilt:

he2mi(1—2m, R) = E%BMBSCZ"') mod 2°%2,

wobei sich 2m{{1—2m, &) gemdfs (1.2) und (1.3) explizit beschreiben lift.
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2. Hohere Dedekindsche Summen. Mit den durch die Potenzre1henent-
wicklung

}.

= 45

bestimmten Bernoullischen Zahlen B, werden die Bernoullischen Polynome
B,(x} durch

&

B,(x) = i (;)le‘“'*

A=0

definiert. Aus diesen entstehen die Bernoullischen Funktionen P, (x} durch
periodische Fortsetzung aus dem Einheitsintervall auf die reclle Achse:

P,(x}= B,(x) fiir xef0, 1[, P,x+1)=P,(x) fir xeR.

Im Fall v = 1 wird P, (0) = 0 festgesetzt. Die Bernoullischen Funktionen P,{x)
sind gerade oder ungcrade je nachdem v gerade oder ungeradc ist:

(2.1) P,(—x) = (—1)"P,(x).

Seien nun g und ¢ 5 O zwei teilerfremde ganze rationale Zahlen, und sei k =
eine natiirliche Zahl. Dann sind die héheren Dedekindschen Summen S%(a; c)

fir ve {0, ..., 2k} duarch
e (2
Jjmode

erklirt. In der Summe durchlauft dabei j ein beliebiges vollstindiges Restsys-
tem mod c. Aus der Periodizitit der Bernoullischen Funktionen erkennt man

leicht:

S8ia, ¢) =

2.2) S9a, ¢) = S§l(a@, ¢), falls a=a mode,
und

(2.3) SWa, ¢) = SE (&, 0), falls ag’=1modc.
Als unmittelbare Folge von (2.1) sieht man:

(24) $8U—a, ) = (—1)'S8ia, ),

(2.5) S$a, —c) = S%e, o).

Fiir rationale Argumente j/c besteht nach G. Frobenius [3] fir P,{j/c} eine

Darstellung , ,
_i _—B_‘,___V- j+1Rv-'1(Q)
P (c) 2T oy
e#1
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durch |¢|-te Einheitswurzeln. Hierbei bedeuten R,_{x) die von Frobenius [3]
eingefiihrten Eulerschen Polynome. Yon diesen wird im folgenden wesentlich
die Tatsache

Ry_1(x)e Z[x]
ausgenutzt. Mit Hilfe obiger Darstellung fiir P (j/c) bekommt man [27:

(2.6) S%(a, c)
sgnc
_ Boy_,B
e 1( 2= elel=1 (
e*l

In den Fillen v = 0 und v = 2k hat man demnach die einfache Formel:

(zk v) Z Ql_aRzk—l—v(Qma}Rv"L(Q)).

Q—aml)Zk—\:(le)v

ne
ngk)(a ¢} = %sz-

2.7) S(a, ¢} =
Da fiir die [c|-ten Einheitswurzeln g
le] =1

lelo -
il do~*
1—g Agl ¢
eine ganze algebraische Zahl ist und da die Eulerschen Polynome ganz-ratio-

nale Koeffizienten besitzen, folgt aus (2.6) die fiic ungerades ¢ giiltige
Kongruenz;

.SgIlC sz 2vB
2.8 (Zv = _D2—2vlay .
29 2k—2v '@, = Rk—2v)c*- ymod 2, falls 2 fe.

Weil die Bernoullischen Zahlen fiir ungerade Indizes > 3 verschwinden, liest

man aus (2.6) unmittelbar ab:
S50 a, ) e Z,,

Es gilt jedoch schirfer;

falls 2 f¢.

SATz 3. Es sei ¢ nicht durch 2 teilbar. Dann bestehen die Kongruenzen:

2«--
(2.9) S%a, ¢) = S¥ " V(a, o) = ¢! mod 2
und
(2.10) S e, )= 0mod 2 fiir alle vell,..., k—2}.

Beweis. GemiB (2.6) geniigt es, den Fall ¢ > 0 zu betrachten. Fir alle
je{l,...,c—1} hat man dann

f .
PZ”H(E) = Bzuﬂ(!c')-
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AuBerdem ist Py, 4(0) = 0. Daber gilt:

: A
S(zzp—:'zlu)u a, c) = E Bzu+1(i)sz+1(‘z)

fiir alle v, peN,. Die Werte der Bernoulhschen Polynome an rationalen
Argumentstellen j/c geniigen der Rekursionsformel [4]:

N_F 1 "_1(v+1) (j)
)=Li— B[}
B”(c) c' v—|—lg‘0 1) e
Damit bekommt man:

e—1 2u+1
J a
= Z CQ“+1P2v+1(C>

j=0

1 g2 ( ) (a;)
— B P,
2u+23=0( 2 )Z A el

Durch Summationstransformation j«» —j priift man mit Hilfe von (2.1} nach:

el -2
e

- Z rfi)re(3)

-y 3 e ()

0, falls A = 2% gerade ist,
S@rrll fa,c), falls A =2x+1 ungerade ist.

Wegen By(x) = 1 hat man hiernach insbesondere:

¢— 1 a_]
ZPm,(c) 0,

i=

SErEdeala, €)

also auch

Eafdr(- B () (0)-

Beachtet man noch
1 2u+2) _ 1 (Z.u-i— 1)
2,u+2(2x+1 T 21\ 2 )

a4/
Z P2v+1(c)
1—1.
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go erhilt man aus alledem die flir v = 0, p = 1 giltige Rekursionsformel:

e—~1 2u+1 . R
a,
ey s =3 (e d)Pae(Y)

j=1\¢
el ooty 1
- gl( S Rese, 0.

Mit Hilfe dieser Formel lassen sich die behaupteten Kongruenzen (2.9) und
(2.10) durch vollstindige Induktion nach u beweisen.

Zu (29; Im Fall v =0 betrachte man zunichst p= 1. Unter der
Voraussetzung 2fc¢ bekommt man auos (2.11):

c—1 /i3 . f
S0(a, ¢) = AT
a, ¢ ,-';1 (Ca - Py P

200 132 _
Eg(c (c4 D _c(c:2 1)) mod 2

mod 2.

Sei nun u = 2, und sei fiir alle xe{1,..., u—1}

SO, (a, ¢) = ¢ —1
e+ 2\, C) = T mod 2, falls 2*6’,

als richtig angenommen. Beriicksichtigt man noch
Mol rapgd L 1 el .
z ( )__,..._ __ Lt Z 2u+2
w1\ 26 J2e41 0 2u42 2 \2n4t

_ 1 B2 .
h 2u+2( )3 (2x+1)_2(2'u+2))

x=0Q
1

= m(22”+1m2(2u+2)) =0mod2,

so bekommt man bei Beachtung von 2}tc¢ aus (2.11):

e—1 /-2u+1 : - -
1) _ J j a R
S&ﬂﬁ-i"(a; C) = ~z (W——_.)Pl(i>m£—8~ Z (2”+1) 1 mod 2

i=1 ¢ ¢ wmt N 20 S 241
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c—1 2ut1 . . )
AT R A
=5 (G5 e

Iccﬂ-l . ) cr:-i
=3 Y (A= 3 (j*—j) mod 2
=1 1

= nod 2
i g mo .

Damit ist die Kongruenz

i

i=

2
¢t —1
S9a, ¢) =

mod 2, falls 2/tc,

bewiesen. Da die rechte Seite hierbei nicht von a abhéangt, folgt mit Hilfe
von (2.3) auch

-1

SEF-N(a, c) = mod 2, falls 2)e.

Zu (2.10); ¥ Fall v > 1 ist ¢ ¥ Py,yy(aj/c) eine ganze rationale Zahl
[11]. Durch volistindige Induktion nach p erhilt man dann aus (2.11):
S@rih, e, ¢) = 0mod 2, falls 2f¢c, v=lund p=1,
woraus man (2.10) unmittelbar ablesen kann.

3. 2m{(1—2m, K) mod 2°** fiir dem Fall 24U. Es sei ¢ ein ganzes
primitives Ideal (d.h. ein ganzes Ideal ohne nicht trivialen natiirlichen Teiler)
aus ®. Dieses sei ohne Einschrinkung prim zu 2 gewéhlt. Dann hat man auch

(3.1) 2490,
wobei mit M die Tdealnorm von K bezeichnet sei. Eine Z-Basis «, f/-von < und

. . . jab ;
die Grundeinheit ¢ > 1 von K bestimmen eine Matrix [c i vermoge:

(3.2) ‘*[2] - [j Z]B]

Dabei sind a, b, ¢ und d ganz-rationale Zahlen mit der Bigenschaft ad—bc
= N(z), wobei N die Zahtnorm von K bedeutet. Fiir das folgende seien o und 8
in der kanonischen Form [6]

33) . %= g+/D mit geZ und f=N()
gewihit. Mit ¢ = T4U./D hat man dann explizit:

UD—g") .
= T+ e = UN{), d=T—gU.-
(34 a=T4+gU, b o c (0 g
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Es sei w == /B gesetzt und definiert:

(3.5) 0 = [ (—w)?™ ! (—a)™ Ld,
—dfc

wobei der Strich * die Anwendung des nicht identischen Automorphismus
von K bedeutet. Nach C. L. Siegel [10] gilt:

o 4m-1(__1)vc4m~1—v . f_ y
(3.6)  L(1—2m, K) = 29¢(c)>m Ea WQ“(C)S&,L(a, c).

Dabei 148t sich c“"'“““Q“”(%) durch die Komponenten T und U von &

ausdriicken. Es ist [8]:

c4m—— 1~y

vl

(3.7) c“’""Q(fj) = 2F,(T, U}  und Q“’(g) = F(T, U),

falls ve {1, ..., 4m—1}.
Aus der in [8] gezeigten fiir alle ve{l, ..., 4m—1} giilligen Bezichung

o 8) - MO e

v!(dm—v) ¢/ @m—wly c

folgt unmittelbar:

1 ) :
(3.8) ————F (T, U) = NG Fom—y (T U), falls ve{l, ..., 4m—1}.

dm—v y

Wegen ad = N(g)+bc = N(¢) mod ¢ hat man gemiB (2.3) und (2.4}
Sih(a, ¢) = N(@)*S§m~"d, o).

Mit Hilfe von (3.7) und (3.8) 4Bt daher (3.6) umformulieren zu:
(39) {(1-2m, R)

= Zm—1 et <m1)v ) A=y
2m(c) Z Fy(Ta U)(Sdnm(a) C)+SA(4M ,(d! C))

v () 4m—‘v

1
+'2—rEF2m(I U)SEa, f-'))-
Sei jetzt der Fall 24U eingehender betrachtet. GemiB (3.1) und (3.4) hat man
dann 2} ¢, und man kann die Kongruenzen (2.8), (2.9) und (2.10) avf die in (3.9)
auftretenden Dedekindschen Summen anwenden. Wegen F (T, Uye Z, ergibt
das:

Uber die Restklasse modulp 2¢72 285
(3.10)  L(1—2m, ®)
2Rt Mo P (T, U) Fo, (T, U)
= m\ > 2
R i L ST

Aus T?—U?D = N{g), 2YU und D = 3 mod 4 folgt sofort:
3.11) 2T,
Ferner ist sicher

2m
2m-—v

(3.12) €£, oder —2—:—2622.
Aus der Definition (1.1) fir F,,(x, y) und der in (3.8) ausgesprochenen

Symmetrie in v und 4m--v erkennt man damit bei Beriicksichtigung von (3.11):

m 2
13) wre——F, (T, U) = i s oer, 2m—1).
(3.13) T(mev)Fz (T, U) (v )mod 4 fir alle ve {0 2m—1}

Nach dem Satz von von Staudt und Clausen [5] fizr die Bernoullischen Zahlen
ist

(3.14) 2By, = 1mod 2 fiir alle v = 1.
Mit (3.11) und (3.13) bekommt man daher:
(3.15) %Fz\,(?’, U)Bup-2,BryeZ, fir alle ve{0, ..., 2m—1}.

Wegen (2m) =2 (Zm—tl) = 0 mod 2 gilt im Fall v = m sogar:
m

m—-
(3.16) 2F (T, U)BEne Z,.

In Hinblick auf (3.15) und (3.16) ist es sinnvoll, die Kongruenz (3.10) mit
2m = 2°n zu multiplizieren. Da N(¢) und ¢ ungerade sind, ist
™ = N(c)y*" = 1 mod 2°F2

wahr, Berlicksichtigt man noch ¢ = UR{c), so erkennt man dadurch, daB
2m{(1—2m, ) eine Zahl aus Z, ist, die der behaupteten Kongruenz (1.2)
genugt, :

Mit Hilfe von (3.13) und (3.14) resultiert wegen B, = 1:

S 2 (T, U)BymoryBart Fan(T, U)B%,.) |
T\,5) 2m—v" "~

m=l 1/2m 1f & Zm) ) 2m—1
== i = —2)=2""1_71=1mod 2.
a u)a;t (V)+2(m) 2(v§0(v
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Multipliziert man mit U7/2 und beachtet, da 2 nicht in U aufgeht, so sieht
man auch, daB (1.4) unter der Voraussetzung 24U erfillt ist.
4. Zwischenrechnumgen. Es sei
(@m—DIP TSt dm—t ) o= I
= ) (x—r)Pm e e —w) e
Q. v, W) =t T (DG )

gesetzt, Fiir dieses von den beiden reellen Parameter v und w abhingige
Polynom in x hat man:

4.1 Q'(x, v, w) = a—i—Q(x, B, W) = (x—v)P " L x—wprm !

und daher fiir alle ve{l, ..., 4m—1}:

v—1

(42 0V 0, W) = mplx o o
v—1 v—1 ag B avul—g o
o=
v—1 _
S ("’l)g!(v—1-g)!(2”‘”l)( o 1)(x——v)z”"l'@(xww)z’"“’”.
e . [} v-1—p

=0

Wegen (—1F = (wl) bekommt man damit fiir alle ve {0, ..., 4m—1}
: 0

43) 0¥, v, w)
_ (@m—1)n2 =t (v-1)(4m—1—v)(x—U)ZM_l_D(x_W)vav+Q-

(4m—1—v)! g=0 \ @ Im—v—g

GemiB (4.2) gilt offensichtlich fiir alle ve(l,..., 4m—1}:

(44) Q(v)(xa v, W) = Q{V)(x) W, U)-
Nach (3.2) ist &f = ce+dp. Setzt man 7 = f/x, so erhdlt man
(4.5) gr = c+d,

und daraus c/d+t = «’gf/dN(x), so daB

dd-m—l—vN(a)val o c ,
(46) v1(dm—v) Q)(_E’T’T)

s (N o ey

X (8B)2m~v+gav"p—l{ErBJ)Zm- i —aafg
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fiir afle ve {0, ..., 4m—1} richtig ist. Genau so erkennt man:

N(m)mn—l
47 ——— 00, 7
_(—1)‘”*1((2m—1)!)2/4m oy AN fhme 1=y
B (4m)! \ \') UZU ( ¢ )(Zm-a‘,_qo)ﬁzm regrmeTl grimi-e gre.
firalleve {0, ..., 4m—1}. Wendet man auf die beiden letaten Gleichungen den

nicht identi‘schen Automorphismus * von K an und fiihrt die Summen-
transformation ¢ «»2m—1-—¢ durch, so folgt fiir alle ve{0,..., 4m—1};

d4m—1 '-vN(a).?.m-i oy (s al
4.8) Yo N ()t v o ’(—?, T, r’)
=(—1)"+1((2m——1)!)2/4m vzm—l p—1 4 —v--1
o (LN PN (e
X(liﬁ)—2n|+v+nm4m—v—l*g(ﬁﬁﬁl)zm-l—gafg
und
N )2m-1 _
49) SN0, 7, )
:(—1)“+1((2m-—1)!)2f4m mod v—1 dm—v—1
(4m)! \v)qg‘o (Zm—l—e)( e )

% ﬁ—2m+v+qfx4m—v—1 -@ ﬁer—-l el
Ein Vergleich von (4.6) und (4.7) mit (4.8) und (4.9) ergibt mit Hilfe von (4.4) fiir
alle ve{l, ..., 4m—1}: :

2m =y gdm—1 —v v v —
(4]0) N(CU} d Q(v)(_ft_’ ‘L"’ ‘C) _ N(E) d 1Q(4'm~v)(___£l_ T ‘L')
C 3 3

vi(4m—v} T ({dm—w)lv

C
und
N((D)mev
@.11 M AI—y [ ! ) - /
) v!(4m—-v)Q S (4m-v)!vQ(4m (0, ¥, 7).

Schreibt man

(x — u)Zm -1 (X’ . W)Zm -1

(-5

_ ZEI(Zm—’l)(_l)aﬂ(x_U-l*w 2y — w22
e=0 4 2 2 ’
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so ersicht man aus (1.1) und (4.1%:

t+w U—wW
Fol x—-———, +C(v, w)
°( 2 2\/5)

mit einer von v und w abhiingigen Integrationskonstante C(v, w). Differenzie-
ren nach x ergibt fiir alle ve{l,..., 4m—1}:

1 vtwW v—W

Zom - —— ‘

5727 v, W) Fy(x 5 2\/5)

Mit (4.5) und der speziellen Form (3.3) der kanonischen Basis folgt:
¢ v+t BUD—gT) vt (T gU)

B R T L /b dN@

Einsetzen in (4.12) und (4.13) liefert:

(4.12) Qfx, v, w) =

{4.13)

4m—1
(4.14) d"*’"‘lg(— T’,r)m—B—FO(UD—gT, T—gU)+C(7, 1),

N()*m-1
(4.15) d‘m“lg(—g,&, T') = N’g;;—lpo(vphgn T—gU)+Clr, 7)
und
(4.16) d‘h"vv 1Q(‘”(—£—Ci 7 1,-) %4—,;—:71? (UD—gT, T—gU)

fir alle ve{l,..., 4m—1}. Entsprechend findet man:

ﬁ4rn-1 ]
(417) Q(O, 'E", T) o N—((xja“"""":i"Fo('—g, 1)+C(T’, T),
4m— 1
(4.18) 00,1, 1) = le R =t Fo(—g, }+C(z, 7)
und
4m—v -1
(419) Q“’)(O T ’L') mmF( I’N 1)

fir alle ve {1, ...,
umformulieren zu:

4m—1}. Die Gleichongen (4.10) und (4.11) lassen sich damit

Ny N 2m—y
(4.20) 4m() F (UD~gT, T—gU) = w—(“—)v——mmw(upugz: T—gU)
und ’
1 Nix Zm—-y
(4.21) Z;nm—_—_vF"(_g’ D)= ——(“)—-Fm—v(""g, 1.

icm
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5 2m{(1—2m, &) mod 2°** fiir den Fall 2|U. Mit Hilfe von Rezipro-
atats;,esetzen fir hohere Dedekindsche Summen 1Bt sich ays der von K.

Barner [1] gefundenen Formel fiir £(1— 2m, }) die folgende Darstellung
herleiten [7]:

5.1y {1 ~2m, 8)

N(ajzm 1 /am 1d4m v=1
- (3 v'(4m—v}Qm< N
41
- L i v,mm 20 7 DB B,

+'4—'£1"(Q(—§a 1.", ’C)'—Q(O! T,: T))Btt
N
ia;z (Q(-—%, T, 1’)wQ(0, T, r’))B4m>.

Im Gegensatz zu (3.6) sind hier die Nennoer der Dedekindschen Summen im
wesentlichen durch die zu ¢ = UR(c) teilerfremde Zahl 4 bestimmt. Im
folgenden werde nun 24U vorausgesetzt. Dann ist d eine ungerade Zahl, und
die Kongruenzen (2.9), (2.10) und (2.11) kénnen auf (5.1} angewendet werden.

Wegen ad-be = N(g) hat man —be = N(¢) mod d. GemiB (2.3) und (2.4)
ist daher

N@E'SE(c, &) = S§h(—b, o).
Mit Hilfe der Formeln (2.7) und (4.14) bis (4.21) folgt somit aus (5.1}

Zm— 1 Zﬁzm-ﬂ'

(52) L(1—2m, K} = ZOW

F(UD—gT, T-gU})
x sgnd(SSh(c, d)+ N{w)*" " §4h(—b, d))
+;;11~F2,,,(UD-—Q§I", T—gUsgnd-8EM (e, d)

Z2me=1 zﬁzm-—v

B Wﬂ(-—g, {1+ N(@)*™ ") Bap-B,
w0

|
mmFZm(”Q’ 1)B%m'

In der kanonischen Basis (3.3} von ¢ darf g modulo R(c) abgedndert werden. Da
2 micht M(¢) teilt, kann

(5.3) g =0mod 2
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mit einer fiir das Folgende geniigend groBen natirlichen Zahl r erreicht
werden, Dann bestehen insbesondere die Kongruenzen:

(54) F(UD—gT, T-4U)= F,(UD, T) mod 2" fiir alle ve {0, ..., 4m—1},

Fo(—g, ) =F,0,1)=0 mod 2¢ fiir alle ve{0,..., 2m—1},

d=T—gU=Tmod?2, N= g*—D = —Dmod 2",

N =L "2 =1 mod 2.

N(c)

Beriicksichtig man, dafl die Bernoullischen Zahlen fiir ungerade lndizcs”v = _3
verschwinden, und wendet die Kongruenzen (2.9), (2.10) und (2.11) fir die
Dedekindschen Summen an, so erhilt man bei Beachtung von (5.4) aus (5.2):

(5.5 2m{(1—2m, 8)

ZmﬁZrn* 2y

m—1
= Z (Zm_v)Dzm—ZvT4m—1

¥=0

F2v(UD’ T)(l +N(CD)2M—2")B4M__ Z\JBZv

2 ¢
+WF2»:(UD9 T)B%m mod 2 4«2.

Wegen D = 3 mod 4 und der Voraussetzung 2|U ist die Pellsche Gleichung
T2_U2D = N(g) nur exfiillt, wenn N(g) = L und U?D = 0 mod 8 ist. Man hat
daher:

(5.6) U = 0 mod 4.

Aus (1.1}, (3.12), (#.20) und (5.4) schlieBt man:

2m

5.7) Em-wWUu

F,(UD, T) = -(2'") mod 4 fiir alle vel0,..., 2m—1},
y

Mit (3.14) und (5.6) folgt also:

2m .
(58) mF:v(UD, T)Bq,m_z‘,Bz‘, =] Zz,
so daB man aus (5.5} schon
2mli(1—2m, R)eZ,

ablesen kann.
Es sei v =2'v, mit 2}tv,. Ist dabei i> e, so folgt aus 2D, 2T,
24 = Nic), 2/ N(w) und (5.6) und (5.7}

icm

Uber die Resillasse modul 2> 591
ZmBZYH"2'\|
GO g ypmmpat (UL DL+ N ) By, B,
_ 4m
= Zm-—VFZV(UD’ T)B“-m—?-szv mod 2¢t2,

Diese Kongruenz ist auch im Fall { < ¢ richtig. Denn dann ist 2¢~F ein Teiler
von 2mfv. Fir alle nicht durch 2 teilbaren z aus Z, gilt daher:
2m 2m

"";“Zz" = '“";~ mod 2¢+? und

2

__T.ZZm—ZV = 2__m mod 2&-I~2.
v v

Beachtet man (4.20) und (5.4), so erkennt man:

2mﬁ2m —~2y

(zm__v)D4m-2v m
_ 2mﬁ2m—2vN(Oc)2m——2v
= vDﬂl-m-Zv T-d-m

(5.10)

FZV(UD! T)(l +N(w}2mhzv)B4m-—2v32v

F4m-—2v(UDa T)(I +N(w)2m—2v)B4m"2sz\:

4m -2y
= TN(OE)Z’" 2"1‘4".—-214({]1): T)B4m—2v-B2v

4m
m—y

F o (UD, T)Bym-2yB,, mod 2672,

Die zu beweisende Kongruenz (1.3) resultiert jetzt durch Einsetzen von (5.9)
bzw. (5.10) in (5.5).

Genau so wie im Fall 2.4 U erkennt man mit Hilfe von (3.14) und (5.7), daB
(1.4) auch im Fall 2|U richtig ist.
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