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Fermés d’vnicité dans les groupes abéliens
localement compacts

par

VALERIE TARDIVEL (Paris)

Abstract. A set E < [0, 2rr} is called a set of unigueness or a #-set if every trigonometric
series converging lo 0 outside E vanishes identically. For closed sets, there exists another
characterization: a closed set is a #-set if there exists no nonzero pseudo-function whose
support is contained in E. We also define closed %,-sets: they do not support any nonzerc
Rajchman measure. Recently, Kaufman and Solovay proved that closed #-sets and closed #,-
sets form a coanalytic non-Borel subset of 2#7{[0, 2x]). By generalizing the notions of pseudo-
functions and Rajchman measures, we extend these results to closed subsets of a locally
compact nondiscrete abelian group with a countable basis: first, we show that it is enough to
study closed subsets of compact metrizable abelian groups and more particularly of four specific
groups: /I = R/Z, Z,. (Z/pZ)¥ (p prime), []e(Z/p Z) (p, distinct primes), and then we prove the
results for these four particular groups.

Introduction. Nous étudions les fermés d’unicité et les fermés d'unicité au
sens large d’un groupe abélien localement compact 4 base dénombrable. Les
premiers ensembles d’unicité considérés ont été ceux du tore. Rappelons
gquun ensemble E contenu dans le tore est d’unicité s'i! n’existe aucune série
trigonométrique non identiquement nulle convergeant vers 0 hors de E. Le
lecteur intéressé par les ensembles d'unicité du tore pourra se reporter aux
travaux de N. Bari [Bal-2], G. Cantor [Ca], J. P. Kahane et R. Salem
[K. $], D. Men'shov [M], I. 1. Piatetski-Shapiro [P-S], A. Rajchman [Ral,
W. H. Young [Y], A. Zygmund [Z].

Pour les fermés du tore, nous avons la caractérisation suivante due a
J. P. Kahane et R. Salem [K. §]:

THEOREME. Un fermé contenu dans le tore est d'unicité si, et seulement si,
il ne contient le support daucune pseudo-fonction non nulle.

On définit également: les fermés d’unicité au sens large: ils ne contien-
nent le support d'aucune mesure de Rajchman non nulle.
L'ensemble % des compacts d'unicité et ensemble %, des compacts

AMJS. Subjecr Classification: Primary 43A46, 04A15, Secondary 43A70.
Key words and phrases: 4t-sets, #o-sets, coanalytic sets, harmonic analysis on locally
compact abelian groups, Rajchman measu'l;f;s,wplggué&-.functions,
TR




2 V. Tardivel

d'unicité au sens large sont deux ¢-idéaux de compacts, coanalytiques dans
I'ensemble des compacts du tore muni de la topelogie de Hausdorff; R.
Kaufman [Ka2] et R. M. Solovay ont montré que % et %, ne sont pas
boréliens.

Dans cet article, nous étendons ces résultats au cas d’'un groupe abélien
localement compact non discret & base dénombrable. Tout d’abord, nous
montrons que l'extension des notions de pseudo-fonctions et de mesures de
Rajchman permet de définir les fermés d'unicité et les fermés d’unicité au sens
large et nous donnons certaines propriétés de % et %,; nous démontrons
que, pour prouver que 4 et %, ne sont pas boréliens, il suffit de restreindre
létude au cas d’un groupe abélien compact métrisable infini, et plus
particuliérement d'étudier les quatre groupes suivants:

— le tore,

— lanneau des entiers p-adiques Z,,
— (Z/pZ)®, p premier,

— [1:(Z/p Z), pi premiers distincts.
Pour Z,, on construit une application continue d*un compact métrisable vers
I'ensemble des compacts de Z, telle que les images réciproques de % et %,
soient un coanalytique non borélien. Dans les deux derniers cas, on construit
une application continue de {0, 1}¥*¥ vers I'ensemble des compacts du
groupe telle que les images réciproques de % et %, soient I'ensemble:

{0, 1V N 3k 20 Vig 20 31> Ug gy =1},

Draprés les résultats de A. Louveau et J. Saint-Raymond [L.S-R], ce dernier
ensemble est un G;, non Gy. Les propriétés des o-idéaux de compacts
obtenues par A. S. Kechris, A. Louveau et W. H Woodin [K.L.W]
permettent de conclure.

p premier,

1 Réduction aux cas particuliers. Dans cette partie, nous montrons que
Ion peut se restreindre 4 I'étude de quatre cas particuliers.

G désigne un groupe abélien localement compact 4 base dénombrable;
mg est une mesure de Haar sur G. G est le groupe dual de G.

La plupart des démonstrations de cette partie sera laissée au lecteur, qui
pourra se référer aux livres de Bourbaki [Bo, ch. II], Meyer [Mey, ch, IIT],
et Rudin [Ru, ch. LIT]. Les résultats utilisés en théorie descnptlve se trouvent
dans le livre de Kuratowski [Kul

Nous donnons maintenant les définitions nécessaires a I'étude.

DerFiNrTIoN 1 [Mey] Une forme linéaire T continue sur A4(G) est une
pseudo-fonction si T appartient a CO( 5). On note Ted + (G).

Derinerion 2 [Mey]. Soit TeA, (G). On appelle support de T le plus
petit fermé F de G vérifiant

VpeA(G) suppdnF=0 = (T, $)=0.
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DermsiTioNn 3. On appelle mesure de Rajchman sur G toute mesure p
élément de #(G) telle que [ soit €lément de Cqo(G).

DermaTion 4. Soit F un fermé de 6.

F est un fermé dunicité ou fermé de type U si F ne contient le support
d'aucune pseudo-fonction non nulle. Dans le cas contraire, F est un ferme de
multiplicite ou fermé de type .#.

F est un fermé dunicité au sens large ou fermé de type %, si F ne
contient le support d’aucune mesure de Rajchman non nulle. Dans le cas
contraire, F est un fermé de muitiplicité au sens strict ou fermé de type .#,.

On note % (resp. %,) l'ensemble des fermés de type ¥ (resp. %) et .#
{resp. #y) Tensemble des fermés de type .# (resp. .#;). R. Kaufman a
montré que dans 2% %, est coanalytique non borélien [Kall.

On démontre facilement les propriétés suivantes des fermés de type %
et W,

Prorosrrion 5. (1) Tout ferme contenu dans un fermé de type U (resp. %)
est de type % (resp. Uy).

(i) Tour fermé de type U, est rare.

(iit) Tout ferme de type %, est de mesure nulle pour la mesure de Haar
sur G.

De cette derniére proposition, on déduit que si G est discret, % = %,
=
= Q.

On notera F(G) lensemble des fermés de G.
DEFmITION 6. Soit £ = F(G). F est un g-idéal de fermés si
Vn VF,cf YFe%(G) Fcl|JF, » Fet.

On vérifie que % et %0 sont deux c-idéaux de fermés,

Munissons % (&) de la structure borélienne d’Effros [Ch]. Nous obte-
nons un espace polonais dans lequel % et %, sont coanalytiques. Notre but
maintenant est de montrer que % et %, ne sont pas boréliens. Nous allons
ramener I'étude & quatre cas particuliers, Pour cela, il suffit d’établir les
théorémes suivants: ‘

TrEORRME 7. Soit H un Sous~groupe fermé de G. Soit m: G —G/H Tho-
momorphisme canonique. Un fermé F < G/H est de type % dans G/H si, et
seulement si, n =} (F) est un fermé de type % dans G.

Demonstr ation. On vérifie que si T est un élément non nul de A, (G)
dont le support est contenu dans n~*(F), et & est un élément de 4 (G) tel que
(T, @) # 0, on construit un élément non nul de A4, (G/H), T', dont le support
est contenu dans F en posant

Vied(G/Hy <(T',gy= <L gon ¢
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D¢ méme, on montre que si T est un ¢lément non nul de A, (G/H) dont
le support est contenu dans F, on construit un élément non nul de 4, (G), T°,
dont le support est contenu dans =~ *(F) en posant

ViedG) (T.[ o= (T (f*¢) Iy
on ¢ est un élément de A(G)L'(G) tel que ¢ soit un €lément de
A(G) ~LY(G) & support compact vérifiant

sup [|G.dmg <o, sup | |oddm,, <o.
xsG H e gl

On démontre un résultat analogue pour %,:

TutoreME 8. Soit H un sous-groupe fermé de G. Un fermé F < G/H est
de type Uy si, et seulement si, m~*(F) est de type ¥,.

TutoriME 9. Soient H un sous-groupe ouvert et compact infini de G et F
un fermé contenu dans H. Alors F est un fermé de type % dans H si, et
setlement si, F est un fermé de type % dans G.

Démonstration. Les propriétés des fonctions de A(G) et A(H)
données dans [Ru, p. 53-54] permettent de montrer que si T est un &lément
non nul de A4,(H) dont le support est contenu dans F, on construit un
€lément non nul T' de A, (G) dont le support est contenu dans F en posant

T = ’f‘oif,

ol 7 est Phomomorphisme canonique #: G —G/H*..

De méme, on montre que si T est un élément non nul de A, (G) dont le
support est contenu dans F, on définit un élément non nul de A, (H), T,
dont le support est contenu dans F en posant

- ~

T =(T)= My 1)
ot T(x) = T(~x).
On démontre également un théoréme analogue pour %,.

THEorEME 10. Soient H un sous-groupe ouvert compact infini de G et F
un fermé contemu dans H. Alors F est un fermé de type %, dans H si, et
seulement si, F est un fermé de type %, dans G.

Soient #(G) et # (G/H) les ensembles des fermés de G et G/H, munis de
la structure borélienne d’Effros [Ch]. Alors I'application

Y. #F(G/H) = F(G), F-orn'F)
est borélienne. D’aprés les théorémes 7 et 8, on a

THl (J&G) = %G]'H: IIl—“.l([:‘k(}(;) = DZJOGIH'
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Donc si #g ou %, est borelien, il en est de méme pour #g g ct Wog - 11
suffit de montrer que #gpy et ”Z/OG/H ne sont pas boréliens.
Considérons maintenant I'application

&: F(H)—-F(G), F-F,

ol H est un sous-groupe ouvert compact infini de G. & est borélienne et
daprés les théorémes 9 et 10, on a
@71 = Uy, @‘1(51106) = Uy
Par un argument analogue au précédent, on voit qu'il suffit de montrer que

Wy et Uy, ne sont pas boréliens.

Tout groupe abélien localement compact infini est produit direct dun
sous-groupe isomorphe 4 un groupe R" et d'un sous-groupe admettant un
sous-groupe ouvert compact [Bo, p. 1367]. Si n = 0, G admet un sous-groupe
ouvert compact H. Si G n'est pas discret, H est infini. 8i n # 0, G admet un
quotient infini isomorphe & II". Ainsi, on voit qu'il suffit d’étudier ia
complexité des o-idéaux de compacts % et %, dans le cas d’un groupe
abélien compact infini.

Si G est un groupe abélien infini métrisable compact, son dual G est un
groupe abélien discret dénombrable infini. Alors G contient comme sous-
groupe P'un des trois groupes suivants:

(D) Z,

(i) @G, ot chaque G, est un groupe cyclique fini d'ordre p, premier,
les p, étant distincts ou non [F, II, Proposition 77.5],

(iii) Qp/Z,, p premier, [F, L, § 23], Q, est le corps des nombres p-adiques
et Z, est Panneau des entiers p-adiques.

Dongc, par dualité, G- admet comme quetient compact infini 'un des trois
groupes suivants [Bo, ch. II, §7 et 9]:

{i) le tore II,

(i) ]_Ik G, ou chaque G, est un groupe cyclique fini d’ordre p, premier,
les p, étant distinets ou non, '

(i) Z,, anneau des entiers p-adiques, p premier.

Il sufft donc détudier la complexité de # et %, pour ces trois types de
compacts. )

Il Emde des cas partiéuliers.

DeriNrion 1. Soit G un groupe abélien compact métrisable Soit F un
compact de G. On dit que F vérifie le critére de Piatetski-Shapiro §'il existe
une suite de fonctions (f,) dans 4(G) vérifiant: '

() (f) tend vers 1 pour 5(A(G), 4, (G)).

(i) supp fy " F = Q.
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Prorosition 2. Tout compact vérifiant le critére de Piatetski-Shapiro est
de type .

Démonstration. Seit T une pseudo-fonction dont le support est
contenu dans F, un compact vériflant le critére de Piatetski-Shapiro. Soit ( f;)
la suite de fonctions de A(G) satisfaisant:

(i) (f) tend vers 1 pour ¢(A(G), A, (G)).

(i) supp f "F = Q.

Pour tout k, on a (T,£> =0, denc (7T, 1) == 0, cest-d-dire T(O = 0. Soit
¥ €G. Posons @ = xfo» La suite g, vérific les propriétés (i) et (ii). Ceci
implique T(x) = 0. Par conséquent T est nulle, donc T est nulle, c’est-a-dire
F est de type 4.

Le cas du tore est dii & R. Kaufiman [Kal] et R. M. Solovay.

TrEOREME 3. Dans A (I}, % et %, ne sont pas boréliens.

Démonstration. Nous redonnons un résumé de la démonstration due
& R. M. Solovay. Une méthode analogue sera utilisée pour le cas ol G = Z "
lanneau des entiers p-adiques.

On construit une application continue

V[0 ), =¥,

de la fac;on suivante: Soit Pintervalle [0, 1]. Posons 5, =0, #y = #+15, 42
=32, ¢ =% et enlevons les intervalles 1%, &+ 1850, T8+ 1hs, 2L. Dans chacun
des intervalles de longueur %: [0, 31, R++18s, 3 +3361, [3, 1] on recommence
une “dissection” homothétique de méme type et ainsi de suite. A la k-idme
étape, on a 3* intervalles de longueur g*. Soit E, la réunion de ces intervalles.
Lintersection E = [, E, est un ensemble parfait sans point intérieur tel que
u#(E) =10 puisque pu(E,) == (3¢f (u est la mesure de Lebesgue sur IT). Les
points de E sont alors donnés par

1 1
x=60+£1"“‘|‘---+5m‘1;‘|“-~- avec g; = fq, 4, Nz-

4
Alors W (&) est I'homothétique de cet ensemble dans le rapport 2n. Les
conditions suivantes sont alors équivalentes:

(1) & est rationnel.

(2) V(&) est de type #.

(3) W (&) est de type %, [K.S, ch. VI, no. 8).
¥ est continue de [0, 1] dans 2#'(II) muni de la topologie de Hausdoxff,
Considérons T'application

C: A0, 1) > (1), L-—1) ¥

selL
@ est A valeurs dans 2 (J]) et est continue, Si K est un compact de O, K est
dénombrable et chaque ¥ (&) est de type % pour ¢ élément de K. D’aprés la
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définition de @, @(K) est de type % 81 K n'est pas un compact de @, il
existe ¢ €K tel que £¢ . alors W{(&) n'est pas de type %,. it en est de méme
pour @(K). D’ot @71 (%) = &~ 1 (#,) = A(Q). 4 (0) nest pas borélien [HT.
Il en est de méme pour % et %,.

Nous étudions maintenant le cas ol G = Z,, lanneau des entiers p-
adiques. Nous prouvons un analogue des théorémes de R. Salem et A.
Zyvgmund utilisés dans le cas du tore. Pour des résultats sur les ensembles

d'unicité dans Q,, le lecteur pourra se référer aux travaux de Y. Meyer
[Mey], utilisant les nombres de Pisot—Salem—-Chabauty [Chal.

THEGREME 4. Soit AeZ, tel que {A~1], <

= {Z g.a,p": e€l0, 1}V,

i/p. On pose

Ay =1, Agpis :R} sip#£2,

K(i {Z £, 0, 4" BE[O 1} H n=11 a2n+1=’1} si P=2-

Alors les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) A est rationnel.
(2) K(A) est de type 4.
(3) K(A) est de type U,.

Démonstration. 1l suffit de montrer (1) = (2) et (3) = (1).

1) Supposons A rationnel et montrons que K(A) vérifie le critére de
Piatetski-Shapiro. On suppoese tout d’abord p # 2.

Si A est rationnel avec [A—1|, < 1/p, 4 est de la forme a/b avec a et b
entiers premiers avec p.

Soit ¢, e€Z,, ¢n représenté par b/p>™. On a ¢,(1)=e

¢’ (ZB [#4 I)") s elinzj<2mbejajpf—2m
m w Ay '

2P oy

Or
Z bejpj— 2m = Z 8jbp,iAZm_l_ Z Sjapj.—Zm’
i<2m Jj<2m j<2m ‘
. J pair Jimpair
oy encore
3 obeap T = Y gup ™, u;=aou b,
ji<im J<Im

Soit X = {} j»o&;%;p7'} X est un compact de R. Soit u la mesure de
Lebesgue sur K. Soit KeN. On a

YeupTi= Y mup i+ Yo “fP

jz0 osj<x iZK
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<2 (23)2)
“w R Z8Upfuy| | —— - 1.
i T \p=1/7p
Cette indgalité étant vraie pour tout K, on obtient u(X) = 0. Alors ¥ = %X
est un compact du tore de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue sur le
tore. Soit heA(II) dont le support est disjoint de ¥, et d'intégrale 1. Alors
=Y seztls2° avec Y, ol < co. Posons

.ﬁn:ho¢ma fm: Zas(ﬁfn'

) seZ

Alors HmeA(ZP)S_ZSEzlocsl <o0. f, est dans A(Z,) et le support de Jin €8t

disjoint de K (4). 8i B =} ,_,|«/, B ne dépend pas de m et ”f;n”A(Zp) < B. Soit
feZ,. Alors

fm(é) = Z ms; ¢fndmzp = Z Us-

seZ Bigf =8
Posons E, (&) =1{s: ¢5, =£). On a
NUE@=0 siéxl, U E, =10

Donc (f,,) tend vers 1 pour 6{4(Z,), 4, {Z,)). Par conséquent, K (1) vérifie le
critére de Piatetski-Shapiro, et donc est de type %, d’aprés la proposition 2.
Si p =2, une méthode analogue permet de montrer que
' K(A) = {Z 6“(2,14": EE‘{_O, 1}N! oy = 1: B2y+1 :/1}
rz0
est de type %, en posant ¢, représenté par h/42™,
2) Supposons que K (4} soit de type %, et montrons que 4 est rationnel,

On suppose p # 2. Sur Z,, on considére Ia mesure de prebabilité suivante,
dont le support est contenu dans K (1):

)= (50+5P2n . (50‘*5,”,2”1
n 2 2 '

Notons e(f) = e*™ Soit feZ,. On a

2n 2nt 1

L2 2

F4

c’est-d-dire
~ cngp2 : 2
v(ﬁ) - e{;nﬂp ne}:mﬂ,gp n+1 1—-[ cOS(nﬁpz")COS(ﬂAﬁpzn"-l)-
nzo

K(2) étant un ensemble de type Uy, v ne doit pas étre une mesure de
Rajchman, Done il existe une infinité de BeZ, pour lesquels chacun des

Fermés d'unicité dans les groupes 9

produits précédents est, enayaleur absolue, supérieur 4 4, § = 0. Soit (B,) une
suite extraite’_telie que 1B, p M » €11, 1/p} (i, suite strictement croissante) et que
la suite f,p~* tende vers f avec |8, !l 1/p!.

Considérons le deuxi®éme produit infini. On a

8% < cos? (mAf, p)cos® (mify p?)...cos (mAB, p2*Y)... pour tout k,

28 ) i 1 i 1
< cos* (mAB, p* M) cos? (Td.ﬁk ptt F)...cosz (nlﬁk prHTe %)
p
Une méthode analogue & ceile de R. Salem [S] donne

3 sin?(mdfip” ¥t < o,
=1

On a Af=)aloa,p” et p HTIAB=%% 4 p" Pt Dans
sin® (mABp~ 1) n'intervient que la somme
2j-1
Y o, p" Y'Y ouencore Y ay_,_;pl
0Lm<2j~1 g=1

Or
(a2 # 0 vz 3 Z0 vy #0) A
(Oaj—2 Fp—1vag_3#p—1vay 4 #Px— 1)
= sin?(mdfp~ ¥t 1) = sin® (n/p®).
Puisque la série converge, pour j.sufﬁsamment grand, on a
Olaj-z = fyj3 =g =0 00 a5 =0y, 3 =0 4=p—1.

Si lim;_,o; =0, alors & partir d'un certain rang o; =0 et JfeN. Si a; =
p—1 a partir d’'un certain rang K, on a

o K-1 1
Toanl"= Y o, pm+ip—1) ¥ p”‘=1+(p—1)p"l—, leN.
m=0 m=0 mzK —P

Donc Y - 50, p™ est un entier relatif et 18 eZ.
Considérons le deuxiéme produit infini; on a

8% < cos?(nB)cos® (mfy p?). ..cos? (nfy p*)...

i 25y 1 28 1
< cos? (B, p~ ¥ cos? (nﬁkp L})—2—)..,(:032 (Ttﬁkp k@-i;).
P

Un raisonnement analogue au précédent montre que

o
Y, sin®*(nfp~ %) < co.
j=0
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Si =3 m=07mp™ on obtient
$0it  Yam-1 = Vam-2 = Yam-3 =0,
801t Yome1 = Vam-2 = Yam-3 =p—1 pour m grand.
Donc S&Z et A est un rationnel.
Si p = 2, le raisonnement est analogue, en remplagant p par 4. Donc si

K(4) est de type %,, A est rationnel. Ceci achéve la démonstration du
théoréme.

TuEorEME 5. Dans #'(Z,), % et 9, ne sont pas boréliens.

Démonstration. Soit 4 = {AeZ,: [1—1|, < 1/p}. On considére 'app-
lication continue ¥ suivante: ‘
YA A(Z), A—K().

L’ensemble des rationnels de 4 est dénombrable et dense en soi; il est donc
homéomorphe 4 'ensemble des rationnels de R. Ainsi, par identification, on
notera @ l'ensemble des rationnels de 4. D'aprés le théoréme précédent, on a
ieQ = K()ew, ieQ < K(De,.
Soit
b A(A)>A(Z,), P(L)=U ¥
AeL

P est A valeurs dans #°(Z)) et est continue, #'(A4) et #(Z,) étant munis de
la topologie de Hausdorff. Comme pour le théoréme 3, on obtient &1 (%)
=0 (W) = A (Q). Ainsi % et ¥, ne sont pas boréliens.

Pour T'étude du dernier cas, il suffit d’étudier les deux groupes particu-
liers suivants:

G=]](Z/;Z) (p, premiers distincts),
k

_ G={(Z/pZ)® (p premier).
Soit o une bijection de NxN sur N, par exemple a(k, 1) = ¢, 1> =
Lk+D(k+1+1D+k. Soit
P={eel0, ™ Vk> 0320 Vixl epy =0);
alors

P= {ee’O VN 3k >0 Vi = OE”>IOE(H)"1}

En utilisant la bijection o, si G = [],(Z/p, Z) ot les p, sont premiers distincts,
on peut écrire G = [y Gup = [T (Z/Pun Z)-

De méme, si G =(Z/pZ)", on peut écrite G =][u,Gu,y avec Gy,
=(Z/pZy.
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THEOREME 6. Soit G = H(k n G(k ) avec G(k n= (Z/p(k ) Z) p(k [ pl‘erme.rs
distincts. Soit €10, 1)¥*N. On pose

Hip =Gy St gy =0,

n 1 Ppn— M 1 ,
Hien = Gen \{n OS pon Sy o 0 {:?2; y k+4} s =1
k.t b

et H(e) = [y Hiy. Alors les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) ceP.
(2) Hie) est de type 4#,.
(3) Hle) est de type A.

Démonstration. Il suffit de montrer (1) = (2) et (3) = ().

1) Supposons que ¢ soit un élément de P et montrons que H{e) est de
type .#y. 11 faut construire une mesure de Rajchman dont le support est
contenu dans H(g). Sur Hf ,, on met la mesure de probabilité équirépartie
Vo Alors v= &, Vo est une mesure de probabilité portée par H (e).
Nous allons montrer v eCy(G). Soit y G, ¥(y) = 1T Vs Goen) 00 2g, est
la projection de y sur le facteur (k, [).

Nous allons estimer ¥y »(xp,p) 81 Xap # 1. Afin de simplifier les nota-
tions, et en utilisant la bijection ¢ nous identifierons (k, ) & n.

Si feL'(v,),

n(f) = (Hf,) Sl

oll A, est la mesure de Haar sur G,. On pose H: = G,\H:. Alors
J A (HZ)
1—A,(AY"

[ ()l =

1 (HE Ixn (HE

Hﬂ
Finalement [7,(r) < 3/(k+ 1) si n=a(k, ). On obtient donc

R 3
sup [V )l < 1

e, 529 (i)
™!
Or, ,
. ) 3
>0 V¥kzK —<
(%) Vn>031K=>0Vk2 PRI

et, puisque ¢€P, on a
V20320 VIixlh g4, =0
Alors si yuny # 1,

(%) ' Vo (Xon) =0



icm

Soit Ko = sup(supy <x k', I, K). Soit (k, I)eN x N tel que <k, 1> > K,. Si
kz K, Wy (Ken) <n daprés (). Si k < K alors | > &, done [§y, (2e.s)| < 7
d’aprés (xx). Dol [V, (xuall <n si k1> K.

L'ensemble des caractéres de G pour lesquels yq , =1 pour tout (k, /)
tel que <k, I3 > K, est fini, C’est un compact de G, soit L. Si yé L, [¥(y)
= [Ton Vs )l <7, Cestd-dire 7€Cq(G). v est donc une mesure de
Rajchman portée par H(e} et H(g) est de type .4#,.

2) Supposons que ¢ soit dans P et montrons que H () est de type .
Nous allons montrer que H(e) vérifie le critére de Piatetski-Shapiro. Puisque
¢ appartient & P, il existe k tel que

V{02031>lo S(k’nzl.
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Oun construit ainsi une suite d’entiers I, tel que 1., >/, ¢t &g,y = 1. Soit
fi=Al .1, Xierp> Lol 00 g (1) == 2P

Posons F ={),/,(H(£)). Alors F s IT car on peut trouver un voisinage de
Torigine disjoint de F. Soit / dans A (M), positive, d'intégrale 1, & support
disjoint de F. On a h=3, 0.7 avec 3, plo < oo. Alors si h,=hof,
by € A(G) et ()46 < Yuezl2l- Pour tout n, le support de h, est disjoint de
H(e). Soit y €G. Alors h,{x) = 0 s'il existe un facteur (k, ) différent de (k, I,)
pour lequel y,n#1. On a

Hn(x)= Z ms Si X=(: 1,"'axzk,l")=--':15"')'

Y -'xfk_,") =x{k.1,!
Puisque les p, sont tous distincts, on a

lim i, () =0 si y#1, lim A, (1) =1.

o] n- oo

Lz_l suite A, tend vers 1 pour o (4(G), A, (G)). Par conséquent, H(e) vérifie le
critere de Piatetski-Shapiro et, donc, est de type #%. Ceci achéve la
démonstration du théoréme.

TueoreME 7. Soit G =[[u, Guy 08 Gy =(Z/p2)F, p premier. Soit
esl0, 11Y*N. On pose
Hiey = Ga st ggon = 0,
Hip = Gup\10} st gpp =1,
ef H(g) = H(k,u HY . Alors les conditions suivantes sant équivalentes:
(1) seP.
(2) Hie) est de type Ay,
(3) Hig)-est de type 4.

Demonstration, Il suffit de montrer (1) = (2) et (3) = (1)
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1) Supposons que & appartienne & P et montrons que H (e} est de type
AMy. Comme précédemment, sur chaque Hj,, on met la mesure de
probabilité équirépartie vy, et Fon pose v = &y, vy On obtient ainsi une
mesure de probabilité dont le support est contenu dans H (g). Il faut montrer
que v est une mesure de Rajchman.

Si xeG, ¥(y) = {0 Pen Oteep)- Si %wn # 1, une méthode analogue a
celle du théoréme précédent montre que

. 1 1 1
|V(k,1) (X(k,a))l = ”E;Z W = pk 1

Puisque lim, -, 1/{(p*—1) = 0 et e€ P, comme pour le théoréme précédent, on
obtient # €Cy{G). Donc H(e) est de type .#;.

2) Supposons que ¢ appartienne 4 P et montrons que H(g) est de type
. Puisque ech, on a

3k20v[0>03[>10 8(’(,1):1‘
On construit ainsi une suite d’entiers (1) tels que /., >/, et g5, , = 1. Soit
m,: G =Gy, la projection sur le facteur (k, 1,). Posons /' = p*1y,. Pour tout
n f €A(Gyry) Posons ¢, = fon, Si yeG, §.(x) = e fom, fdmg. Dot

4,00 = 0 &1l existe un facteur (k, !) différent de (k, I) pour lequel y,, # 1.
On a

§N(X)=1 Six=('-':15"': x(k.lu)l"'vla“-):
 8.54(6),  gllue S 25
lim 7,(x) =0 si x #1, limg,(1)=1.

n—ow B0

Donc (g,) tend vers 1 pour ¢(A4(G), A, (G)). De plus, pour tout », le support
de g, est disjoint de H(g). H(g) vérifie dong le critére de Piatetski-Shapiro; il
est de type #. Cecl achéve la démonstration du théordme.

TuiorEME 8. Si G = (Z/pZ)™ (p premier) ou G = [ [,(Z/p Z) (py premiers
distinets), U et ¥, ne sont pas boréliens.

Démonstration. En utilisant la bijection o, on pose G =[]y G-
Dans les deux cas, Iapplication

P {0, 1MV S (G), e—H(e)

est continue. En effet, elle est la composée des applications suivantes qui sont
continues:

@, 10, BV N 10,13, e —oegy, Pt 10, 1) = A (G ey ~ Hiwy

®y: [ A (G) = H(G),  (Hip) = ] Hiens
(kD {k.1}



@
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et Pon a, d’aprés les théorémes 6 et 7, P71 (%) = ¥~ ' (%,) = P. P est un G,,
qui n’est pas G; [L.S-R]. On en déduit que % et 9, ne sont pas des G;. % et
U, étant deux o-idéaux de compacts non Gy, ils ne sont pas boréliens. D’on
le résultat. :

Finalement, on a obtenu le résultat annoncé: Si G est un groupe abélien
localement compact, non discret, 4 base dénombrable, # et #, sont deux o-
idéaux de fermés coanalytiques non boréliens dans F(G).

Je remercie vivement Monsieur le Professeur Jean Saint-Raymond pour
ses précieux conseils et son écoute attentive qui m'ont amenée a4 réaliser ce
travail,

Je tiens & exprimer mes remerciements & Monsieur le Professeur Alain
Louveau qui m’a permis de connaftre le théoréme de Solovay.
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