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1. Introduction. Pour chaque nombre naturel n = 2, soit P(n) son plus
grand facteur premier. En 1977, Alladi et Erdos [1] démontraient que
2 2

(1) T P~

2€nsx 12 logx‘

(ici f(x) ~g(x) signifie que lim f(x)/g(x) =1) ce qui entraine que I'ordre

2

moyen de P(n) est LI plus, en posant f(n) = ) p, ils démontraient
6 logn =7

que

n? x

2 - 2 B ~—-

2<n<x 12 logx’
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En 1984, De Koninck et Ivié [4] obtenaient des développements asymptoti-
ques pour les sommes apparaissant dans (1) et (2). Mais en comparant (1) et
(2) on est amené a se demander si, étant donnée une fonction additive f, on
aura

& Y f(P)~ ¥ f(n)

28nsx 2€nsx
tout comme c'est le cas lorsque f = f. Dans le présent travail, on comparera
les deux expressions apparaissant en (3) et en particulier on verra que (3) est
vérifiée si la suite (f(p)),pemer» Qui définit entiérement la fonction f(n)
fortement additive, croit suffsamment vite. Il sera tout de méme surprenant
de constater que pour une grande classe de fonctions fortement additives

* Travail fait dans le cadre de la subvention CRSNG A-8729.
** Travail fait dans le cadre de la subvention CRSNG A-3508.



26 J.-M. De Koninck et A. Mercier

S (n), pour lesquelles il existe une fonction L(x) dite a oscillation lente telle
que f(p) = L(p) pour chaque premier p, la relation (3) est toujours valable.

2. Quelques définitions et 'énoncé du résultat principal. On dira qu'une
fonction additive f: N — R est fortement additive si f (p*) = f (p) quelque soit
p premier et x €N. Soit A > 0, on dira que R: [4, co[ = R* mesurable sur

R
[A, o[ est a variation réguliére si pour chaque a >0, on a lim R(:‘J;) e
X a0 X,

pour un certain nombre réel g. Dans le cas oil ¢ = 0, on dira que R est une
fonction & oscillation lente, on utilisera habituellement la lettre L pour
désigner une telle fonction et on dénotera par .# I'ensemble de ces fonctions.
Ces notions de fonctions & variation réguliére ou a oscillation lente furent
d’abord introduites par Karamata [8] en 1930; on en trouve une étude
approfondie dans Seneta [10]: cest 14, entre autres, qu’on démontre que si R
est a variation réguliére, alors R(x) = x® L(x) pour un certain g€eR et Le &.
Enfin si, pour deux fonctions F, et F, telles que
lim Fi(x) = +00  (i=1,2),

X —m

il existe une constante c, > 0 telle que

Fi(x) =(co+o(1)) F(x), pour x = o0,

alors, si ¢y > 0, on dira que F, et F, sont du méme ordre de grandeur (et on
écrira parfois F, (x) ~ F,(x)) et, si ¢, = 0, on dira que F, est d’ordre inférieur
aF,.

Voici notre résultat principal.

THEOREME. Soit f: N >R une fonction fortement additive telle que
f(n)>0 pour n>2. Supposons qu'il existe R: [2, o[ =R* a variation
réguliére, c’est-a-dire R(x) = x*L(x), ot p€R et Le %, telle que f(p) = R(p)
pour chaque nombre premier p.

(i) Si 0 >0, alors

x**1{(g+1) L(x)
o 2“§€xf(P(n)) a zqgsxf(n) - e+1 log x’

ou ([(s) désigne la fonction Zeta de Riemann.
(ii) Si @ =0, posons A.(x) = A(x) = x(log x) L (x)/L(x);
(@) si lim A(x) = 4+ o0, alors

* L(u)
S P ~ ~ d H
& zsz.:a:xf( ) “‘é‘xf(n) x!ulogu *
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(b) si lim A(x) =c¢ >0, alors

. T 1)
(6) Y. f(P(m)~D.xL(x) ou D = (!(v_-i-_l)?ﬁ v,

2%=nsx

I(v) étant la fonction définie par les équations (16) et

1)) Y f(n) ~c ' xL(x);
2€n<x
(c) si lim A(x) =0 alors
(8) Y f(P(m)~ xL(x)
2€n€x
et
* L(w)
Ly zszu:ixf(") ~x3"1081‘du’
(d) si lim A(x) =c <0, alors
(10 T f(Pm) ~DexL(
2=nsx
et
(11) Y f)~E;x, ou E,=)f(pp";
2€nsx P
(e) si lim A(x) = —oc0, alorjs
(12) - Y S(P() = x{L(x""OFrrem,
2€n€x

ot w=wy(x) est la solution de

Ax'™) +wlogw =0;

de plus
{13) Z f(")"'E;x.
2€nEx

(iii) Si ¢ <0, alors

(149 S f(P(n) ~ xe~ V=TGR 4 +ait)
2€nsx

et
3 S )~ E;x.

2€nsx
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Remarques. 1. A la lecture de la démonstration on pourra facilement
constater qu'il n'est pas du tout essentiel de limiter notre étude aux fonctions
fortement additives. En effet, le lecteur pourra aisément voir que pour toute
fonction additive f satisfaisant a la condition supplémentaire

y ¥ AL o(min(1, L(x))),
prxaz2 pﬂ

le théoréme est tout aussi valable. Nous exigerons ici la condition “fortement

additive” pour simplifier le déroulement de la démonstration.

2. A la lecture de la démonstration du théoréme, on sera en mesure de
constater que la plupart des estimations (4)-(15) auraient pu étre remplacées
par des relations plus exactes impliquant des termes O(...), mais seuls les
comportements asymptotiques représentaient ici pour nous les résultats les
plus significatifs.

3. 11 est intéressant de constater que lorsque ¢ <0 ainsi que lorsque g
=0 avec lim A(x) = + o0, la relation

x=+ o
Y f(Pm)~ ¥ f(n
2€n€x 2sn€x
est valable (voir (4) et (5)). Toutefois lorsque ¢ = 0 avec lim A(x) =c >0,
x=+w
on a plutdt

X f(Pm)= ¥ f(n

2<n€x 2<nsx

et enfin dans tous les autres cas on a

MZ‘ S(Pm)=o( 3 f(n).

2€n€x
3. Quelques résultats préliminaires. Au cours de la démonstration du
théoréme, on utilisera, entre autres, les deux résultats suivants connus:

THEOREME A. L€ ¥ <> il existe une constante B, = B > 0 et des fonctions
v et n telles que

L(x) =exp {v (x)+ }E}Q dr}
B

ou v(x) tend vers une constante lorsque x = +co et ou n(t) = o(1)
xL (x)
L(x)
Démonstration. Voir E. Seneta [10].

Remarque. Sans perdre la généralité et surtout dans le but de simpli-
fier la présentation de la démonstration du Théoréme, on supposera que

=0(1).

< n(x):=
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pour chaque fonction Le.#, la fonction v correspondante est constante et
ainsi on représentera les fonctions L sous la forme

L(x) = e"-exp .fn—?—)df.
B

en supposant ainsi que v est un nombre réel qui dépend de L. Qn supposera
de plus que, étant donné Le %, outre le cas ol L est une fonction corfstante,
la fonction correspondante n est une fonction continue et qu'a partir d'un
certain rang elle est soit décroissante positive, auquel cas L'(x) > 0 pour tout
x suffisamment grand, ou alors croissante négative, auquel cas L'(x) <0 pour
x suffisamment grand. Cette condition n’est pas vraiment restrir.flive, car
quelque soit Le %, on peut toujours trouver une fonction L, € & qui posséde
les propriétés que I'on vient de mentionner et qui est telle que L, (.x} ~ L(x}:
Or, comme on pourra le constater 4 la lecture de ce manuscrit, ce qui
importe, c'est le comportement asymptotique de ces fonctions et non les
valeurs exactes qu'elles assument.

THEOREME B. Soit Y (x,y) = # (n< x: P(n) <y}, alors
(a) Il existe une constante K > 0 telle que, pour x>y = 2,

w{x‘ y) < xe-Klo;xf!os}"

(b) Si on pose u=logx/logy, alors on a, uniformément pour
1 < u < (log x)/(log log x)***,

1 1
Y (x, y) = xl(u) (1+0¢ (M))‘

log x
lorsque x — + o0, ou l(u) est la fonction continue définie par les équations
l(wy =1 si0<su<l,
(16) ! .
wl'(w)= —Ilu—1) siu>1.
Démonstration. Pour (a) voir De Bruijn [3]; pour (b) voir Hilde-
brand [7]. Nous aurons également besoin des résultats suivants.

LemMe 1. Soit Le ¥. Alors il existe une fonction réelle ¢ telle que
lim ¢@(x) = +o0 et telle que
x=+m

L(x/n) = L(x)(l +O(ﬂ(\;)‘))s

uniformément pour 1 < n< @(x), ou 0 <e <1 est arbitraire mais fixe. En
particulier on peut choisir

1
o(x) = BXD(FL(\;‘;)P _‘).

Démonstration. Supposons que L(x) > 0, pour x sul‘ﬁ'sgmment_ grand
(le cas oi L(x) <0 est analogue et le cas o L'(x) = 0 est trivial). Soit donc
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@(x) = exp(l/(nL{\/)_c])"‘) de sorte que 0 < ¢(x) < \/; pour tout x > B; et
que lim ¢(x) = +o00. Alors pour x assez grand, on a

X+t x

1 > L(x/@(x))/L(x) = cxp(— I' E—(‘—)dt)

sdox t
>1- | "“d::vl —n(x/o (%) [—
x/p(x) xfwtxlt
= 1-n(x/@(x))log ¢ (x) > 1—n(/x)log ¢ (x)
=1—(n(\/;))‘.

ce qui démontre le lemme.
LemMe 2. Soit Le.¥. Alors pour chaque D > A; et chaque 6 >0, on a

d+1

5+1L(x)‘

Démonstration. En intégrant par parties, on obient

}u‘L(u)du e
D

d+1 x

L(u)| —
D

* u
Ji(x) = [ L(w)du =
1(x) :[ W du = ~—
En remplagant dans cette derniére intégrale u’*!L(4) par la quantité
équivalente u’ L(u) n, (u) et en utilisant le fait que », (u) = o(1), on arrive a voir
que

(u*! L (u)du.
1p

+1
J} (X) = 3 (x))s
d'ou le résultat.
LemMME 3. Soit Le.¥. Alors
lim (L(x})*' L(u) —du = + .

x=+ w

Démonstration. Encore une fois, sans perdre la généralité, on suppo-

se que L(x) > 0 pour x assez grand. Posons ensuite ¢ (x) = exp(1//7.(.'X))
et choisissons x grand, alors, en utilisant le Lemme 1 (avec & = 1/2), on aura

W § 20 Ligpen) | X
B xo(x) oz U
du
=Lk (l +0 (log (%) ))m{m PR

ce qui démontre le lemme puisque ¢(x) = +co lorsque x = + 0.
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Parmi les fonctions a oscillation lente, nous allons distinguer les fonc-
tions dites a oscillation trés lente définies ainsi:

DerFiniTioN. Une fonction L: [A, +00o[ = R™ est dite a oscillation trés
lente si la fonction M: [A, +ococ[ = R* définie par M(x) = L(e*) est a
oscillation lente. On dénotera par #* I'ensemble des fonctions & oscillation
trés lente,

On démontre maintenant deux lemmes qui caractérisent les fonctions
appartenant a #*.

LEMME 4. Le ¥* = L(x°) ~ L(x), pour chaque a > 0.
Démonstration. Posons M(x) = L(e*) et soit a > 0. Soit d'abord
Le %*, alors comme Me.%, on a
L(x%) = L(e"**) = M (alog x) ~ M (log x) = L(e"**) = L(x).

Supposons maintenant que L(x%) ~ L(x) pour chaque a > 0, alors posons y
= ¢*. On veut montrer que M €.#. Soint donc a > 0, alors

M (ax) = L(e®™) = L(&"¥¢") = L(y°) ~ L(y) = L(e") = M(x).
Ceci démontre le lemme 4.
LeMME 5. Soit Le %. Posons ny(x) = xL (x)/L(x) et Ay (x) = (log x) n.(x).
Alors
Le#* <= n.(x) =o0(l/logx) < A.(x)=o0(1).
Démonstration. Il est clair qu’il suffit de montrer la premiére implica-
tion double. Soit donc M(x) = L(e"). Supposons que L(x) >0 (le cas ou

L(x) <0 est analogue) pour x suffisamment grand. Si 7,(x) = o(1/log x), il
faut montrer que ny(x) = o(1). Or

xL'(e-‘)e"_x (e¥) <ex =¢
L) L loge*
Réciproquement, si Le ¥*, alors 5, (x) = o(1). Donc si on pose y = €%,
on aura successivement

nu (x) =

xn..(e) = o(1),
n.(e®) = o(1/x),

n.(y) = o(1/log y),
d’ou le résultat.
En terminant ce paragraphe, mentionnons qu’étant donnée une fonction
Le %, on utilisera les notations suivantes:

L
ne(x) =n(x) = xL(_S}
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Ap(x) = A(x) = xlong
L(x)’
eL(x) = o(x) = exp(1//In(L D)),
FU9=F( = |- =0

4. Les relations de bases. Puisqu'on limite notre étude aux fonctions
fortement additives, on a la représentation

(17) Sim= Y Yfo)= Zf(p)[ﬂ.

n€x 2<n€xp|n

Par ailleurs, en rappelant que ¥/ (x, y) = # {n < x: P(n) <y}, il est clair

que
(18) > fPM)=Yfp X 1=Yf(p» ¥ 1
2<€nsx pEx n<x pEx m<Ex/p
P(m=p Pimysp
= gf(p)w(x/p, p).

~ Comme y(x/p, p) = [x/p] lorsque Jx <p<x, (I18) pourra aussi
s'écrire

19 ¥ f(Pm)= Y f(P)W( ) e ¥ f(p)[ J

2€n€x PE Jx WX <p€x
Zf(p)H Z_f(p)H ):f(p)w( )
PEx PE Jx p PE Jx
*_*21—22+£3.

On verra_que dans le cas ol g >0, les expressions £, et Z, sont

négligeables par rapport & Z,. Ainsi puisque X, coincide avec Y f(n), il
2€nEx
s’ensuivra que

Y f(P)~ ¥ f(n).

2<n€x 2€n€x

Il en sera de méme dans le cas ou ¢ = 0 avec la condition lim A.(x) = +c0.
2 ]
Toujours avec ¢ =0, si lim A;(x) = ¢ > 0, on verra que les sommes Z,, X, et
X—+oo
Z, sont toutes trois du méme ordre de grandeur sans étre toutefois asympto-
tiquement égales. Mais lorsque ¢ = 0 et lim 4,(x) =0, on verra que Z, ~ Z,

et que X, — X, est du méme ordre de grandeur que X,. Ainsi dans ce cas de
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méme que dans les autres cas, la relation Y f(P(n))~ Y f(n) n'est
2€nsx 2€n€x
plus valable.

5. Le cas ot ¢ > 0. Il est clair que les expressior:ls Z, et X, apparaissant
dans (19) sont toutes deux d’ordre inférieur 2 x ). f(p)/p. Or pour g(1)

PE Jx
=t2L(t), 0 =0, on a, en dénotant par =n(t) le nombre de nombres premiers
dans [2, 1] et en utilisant le théoréme des nombres premiers sous la forme
n(t) = Li(t)+ E(t), ou E(t) <te” V¥,

2 9= I g(f)dﬂ(f)*'f

Py

9()

Voild pourquoi
v [0 _TRO 1@ L(t)

pevz P 3 tlogt I

dt < _fr"“”‘dt & X+,
3 tlogt

Ainsi X, et X, sont toutes deux o (Tx“) Donc pour démontrer (4), il

suffit de démontrer que

x¢*1{(e+1) L(x)
o+1 logx’

l e
On pourrait étre tenté d’écrire

(20) Zf(p)[ﬂ N AL Zf()(” ’;)

pEx pPEx pPEx
2 M20(3 10)

en espérant que la derniére somme 3 droite de (20) soit d’ordre inférieur a

x Y f(p)/p. Mais malheureusement les deux termes a droite de (20) sont
PEX
(dans le cas ol ¢ > 0) du méme ordre de grandeur, nous mettant alors dans

l'impossibilité d’obtenir une formule asymptotique par cette approche. Il
nous faut donc utiliser une autre astuce. On écrit alors

@ L/0)3]-5/0 £ 1-3 3 50
PEx PEx n<x/p n€xp<x/n

Mais en,utilisant a2 nouveau le théoréme des nombres premiers on obtient

3 1) = I R()dr (r)~jﬂdr

p<y

3 — Acta Arithmetica 52.1
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Et en faisant appel au Lemme 2, on obtient, puisque R(t) =t¢L(t), que

Ly
,,%,f{) 9+1 logy

Ainsi (21) devient, en supposant que x = X +3, avec X €N,
X (x/n)** ! L(x/n)

22 2 = kM a1 e

el péxf(p]lPJ Mz,,:q,(g+l]log(x/n)

Mais cette derniére somme peut étre remplacée par X, + Z,,+ X|;,, ot chacune
de ces trois sommes sont restreintes respectivement 4 {1 < n < @(x)!, lo(x)
<n< /x}et {\/:; < n < x). Evaluons d’abord Z, laquelle constituera d'ail-
leurs la seule somme importante. Grace au Lemme 1, on peut écrire

+1 1
5, _ et L(x](l+0(+lflogqo(x))]’ (H_O(gog_n))
e+1 1 chgom n? log x log x
XN L(x)(1+0(1)) 1 Iogn))
~ (e+1)logx ._séﬂx,n”' (l+0(logx ’
Or puisque
1 1
1)+0
lsgq{n"ﬁl =te+1) (‘;0“( ))
et que
 logn
X =0,
on a que
X L(x)
S Tog—xC(

Il nous reste a estimer X, et Z,,. D’abord considérons Z,,,. Puisque L(x) est
soit décroissante, soit non-décroissante, dans ] /x ,X], on a
xe+! 1 L(x/n)

)

o+l 5 r T Tog(x/m)

m=

< x** ! max (L(x), L(\/_)) [ r"“

<x??*! max(L(x), L(/x))
X+ L(x)

¢ el2+1+e _

< x*° o( e )

Nous évaluons maintenant Z,,. Si L est non-décroissante, alors, pour ¢(x)
<n<./x,ona L(x/n< L(\/J_c} < L(x). Par contre, si L est décroissante,
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alors, pour ¢(x) <n<./x, on a, par le Lemme 1,
L(x/n) < L(x/@(x)) = L(x)(1+o(1)).
Donc dans les deux cas on a

xet! 1 ) L(x/n)
e+1 w(qusjnaﬂ log (x/n)

xet 1 L(x) 1 ( (logn))
_ 140
% log x wmz‘:s —ne*t T log x

L) At x*1L(x) _o(x‘“L(x))

=

log x ¢E[c;‘“l (log x) @®(x) log x
Ceci achéve la démonstration de la partie (i).

6. Le cas o =0 avec A, (x) = +c0. On démontre d’abord que, si x est
suffisamment grand,

(23) L(x) > 29 L(/x).
En effect, pour x assez grand, on a
L) exp | ﬂd: x [ 4
L(/x x) s J—tlog

x d ~
> exp (l(ﬁ) }t_lotg:) = exp(A(/x)log 2) = 2403,

* Lt
ce qui prouve (23)..Posons maintenant F(x) = | U

dt. Nous allons utiliser
stlogt

(23) pour démontrer que
(24) F (/%) = o(F ().

Par suite, comme
f(P) L(t)
Zy=x) —+0(Y f(p) ~xF(x)+0 j—dr ~ xF (x),
psx PEx

et comme (24) nous permet de conclure que Z, et Z; sont toutes deux
d’ordre inférieur & xF(x), la partie (ii) (a) sera démontrée. Il nous suffit donc
de prouver (24). Pour cela, on va démontrer que, quelque soit M >0, on a

F(x) > MF(\/x),

si x est suffsamment grand.
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Puisqu'il existe X; > 0tel que (23) est vérifiée pour tout x > X, alors pour
chacun de ces x on aura

x X, x
()—I L(t) L P L(r) Fil. L(t)

stlogt 3 tlogt Itlogr

=0+ %d; > 0(1)+ } 2“:""“(\/’

x 9A() L(\/t-) ”

3 tlogt

L4

pour une certaine constante ¢, > 0. Mais en posant \/f =s dans cette
derniére intégrale, on aura

L(s)

ds.
slogs

F(x)> ¢, j 280

Choisissons maintenant X, > X, tel que 2**2 > 2M/c,. Alors pour x > X,

2*“' L(s) x 9A6) L(s)
F(x)>c
(x) 1 [ €y x‘; slogs
L(s)
A(X 2)
>c, F(X,)+e,2 [slogs
L(S)

> ¢, F(X,)+2M [

s;

pour une certaine constante c; > 0. On a donc obtenu que
F(x) > ¢, F(X;)+2M F(\/x)=2M F(X,) = 2M F(\/x)—(2M —¢;) F (X ,).
D'ou
F(x) > M= M- c;)F(Xz]_

F(\/x) F(/x)

Choisissons X; > X, de telle sorte que (2M —c,) F(X,)/F(/X3) < M. Alors
puisque F(x) est une fonction croissante, on aura, pour chaque x > X;,

F(X)/F(/x)>2M—-M =M,

ce qui établit la relation (24) et par le fait méme la partie (ii) (a) du théoréme.
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7. Une estimation de ) f(p)y¥ (x/p, p). Pour les cas qui vont suivre,
psx

lexpression ) f(p)¥(x/p, p) va jouer un réle important. Aussi pour en
pEx
obtenir une estimation précise, on utilise une idée introduite par A. Ivié

(communication privée avec le premier auteur) pour évaluer Z 1/log P(n).
. 2&nsx
Soit d’abord Z(x) une fonction qui satisfait aux deux conditions

lim Z(x)=+0o et Z(x)=o(logx).

x=+ o

Posons ensuite
L, (x) = exp(K log x/Z (x)),

ol K est la constante apparaissant dans I'énoncé du Théoréme B. On écrit
alors

(25) ):f(p)w =Y fov(=e)+ X rov(Ee
P

pEx psLa(x) La(x)<p<x
= ZA+23.

Nous allons montrer que X, est négligeable par rapport 4 X, laquelle
expression on va estimer avec précision. Pour majorer X, on utilise le
Théoréme B(a) et on obtient, en supposant (sans. perdre la généralité) que L
est définie sur [2, oo,

Lj(x)
Zo<x | 2O o xwns-iosonont gy
> tlogt
La(x)
Lt
€x [ 2O -riossost gy
2 tlogt
Klog x/Z(x) dw

<X _[ L(e") e Klosxiv
w
Klosx.’Z(x]

=x [ e "™aw,
log 2

gx—log L(e")+logw =

—dt+logw.

aiy= Klzgx e (t]

{=

2
On constate d’abord que exp(—g(w)) est non décroissante sur I(x)
= [log 2, K log x/Z (x)]. En effet,

Klog x 1 Klogx
B @)=k

+o(1),

g'(w) = -
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laquelle expression est négative sur I(x), puisque w = o(logx). De ceci, il
découle que

K log x
Z(x)

< xL(eXs*/2) exp (- Z (x)).

2y <€x

% exp(—g(K log x/Z (x))

En choisissant Z(x) = log L, (x) o L, (x) = max(L(x), 1/L(x)), on obtient que
(26) 2, <(x/L, (x)) L(eX"s*8L¥) = o(xL(x)).

Pour l'estimation de Zg, on fait appel au Théoréme B(b) et on obtient

log x log log x
Q) Zp= —1( 1)[1+0(——)J
’ ;.,mz;psx (P)P log p log p

= x[1+0(l°glogXI°gL*(x))] [ 1('0&_1)5}'1@(1)

log x Lyw \log?

- x(l+o(l))[l+0 (bgbg"l"gL“'["))J

log x
5 .0 Lt
x | J("’g"—l) O 4,
Ly \log! tlogt

) o 5 ; log x
ol on a fait usage du théoréme des nombres premiers. En posant log

= v dans la premiére intégrale & droite de (27), on obtient
(1/2)loglog x— l!(l.?)

= ' Ui+ 1)
(28) Xy =xE(x) ti' = L(x )dv,
ou
(29) E(x) =1 +o(l))[l +0 (l"g logx\o8 Le ("’)J.
log x

En utilisant le fait que I(v) < e "'*®", on voit que la relation (28) peut s'écrire

( )

(30) X =xE(x) [ L(x"®*Y)dyp.

En insérant (26) et (30) dans (25), on obtient

31 Zf(p)w( )—xs(x)T 'O | 0+ do-+ o (xL(x).

psx

Remarquons tout de suite que cette relation (31), méme si elle est valable
pour toute fonction L& &, ne nous aurait €té d’aucune utilité dans I'estima-
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tion de Z f(P(n)) dans le cas ou A (x) = + oo, puisqu’alors l'intégrale
2€n€x

dans (31) est en général difficile a évaluer, ceci étant du au fait que la
fonction L croit trop rapidement pour permettre de dégager L(x) de
I'intégrale. Cest par contre ce que nous réussirons a faire dans les cas (i1) (b)
(c) et (d).

8. Les cas ot o = 0 et ot 4, (x) tend vers une quantité finie. Considérons
d’abord le cas ou lim A,(x) = 0. En raison du Lemme 5, on a que Le.¥*.

x=+x
Nous allons maintenant montrer qu'a toute fin pratique I'expression
L(x'®*1) qui apparait dans I'intégrale a droite de (31) peut étre remplacée
par L(x). En effet, en posant

M(x) = L(e" et y =logx,

on a

32) L0+ Y) = [(evsT) = M (k’g 3 ) =M (__J’,,)

v+1 v+1

Mais comme M €.%, on peut utiliser le Lemme 1 (avec ¢ = 1/2) et écrire

1
(33) M(;%)= M) (Ho(logrp(y}))

1< @(y) ot ¢y =exp(l/\f|,,(\/;)|). cette derniére

en autant que 1 <v+

expression tendant vers + oo lorsque y — + 0o, soit lorsque x = +00. Fort
de ces relations (32) et (33), on a

(34) [— 1) L(x”‘"*“)dv
ov+1
@iyi—1 I(U} )
- L(xmw-l))d + (x”‘""”)dv
i!: v+1 qom[ 1V
1 e =1 |(p) = lv)
=M )(l +O( )) ——dv+ —— L(x"** V) dp.
W 108 2 () {[ v+ 1 w;f_, v+

Mais en utilisant les relations (16), on constate que

wﬂ () 3(0) - o
(39) £u+] e +ld +[ +l (!_ﬁdv l[f(v+l)dv

o

=log2—I(v+1)
1

=log2+1(2) = 1.
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Et comme M(y) = L(x), (34) devient

2 1I(v) 2 (u)

[ ——L(x"**Y)dv = L(x)(1+0(1))+

ov+1 ( ) wuns'!n v v+1
Mais cette derniére intégrale, que I'on dénotera ici par J,(x), est o(L(x)).

Pour démontrer ceci, prenons x suffisamment grand et analysons séparément

le cas ou L est décroissante et celui ou L est non-décroissante. Dans le

premier cas, puisque [(v) < e~ """, on a

( l;‘tu-i- l)) dv.

P () ® dv
Ja(x) < ——dv < —
2 w(los£} 1v+1 ﬂhs"[’_ (v +1)
2 dv " dv
= I — 11 = _[ _yw-2 1
otogn =170 Gy (—1)""v(v-1)

< ! ]3 dv '
(qo(log x)— l)ﬂlo“] E @llog x) U(U — 1]
Cette derniére intégrale étant O(1/(¢(logx)—1)), on a ainsi obtenu que
Jz(JIC] 4 (¢ (log x)— 1)~ (etes=1),

En posant L,(x) =(L(x))"', on aura démontré que J,(x) = o(L(x)) si on
réussit & prouver que

L, (x) = o((¢ (log x) — 1)®tes =~ 1),
lequel estimé découlera facilement i son tour de
(36) L, (x) < e?t82,
Mais comme L, €.%*, on peut certainement écrire que

e, (%) <1/(2log x),

ce qui entraine que

_ ¢(log x) = ¢, (log x) = ¢y, (log x) = exp(1/~/n(y/log x))

> eV8l%8* > log log x > log L, (x),

la derniére inégalité découlant du fait que L, est a croissante trés lente. Mais
ceci démontre (36) et par le fait méme que, dans ce cas, J,(x) = o(L(x)).
Dans le deuxiéme cas, c’est-d-dire si L est non-décroissante, on aura

L€ | ’(—"’1L(xmv+") dv

ollogx)—1 Y

log x 2 1) ( ( log x ))
M — dv=0o(M )
(mlogx))ﬂmi,-lwl P2\ e iog
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en raison de (35). Mais la relation (33) est encore applicable avec v+1
= @(logx) et y =logx, ce qui nous permet d’écrire

log x _ ( 1 ))= 1 1
M(t;o(logx)) M (log x) 1+0(__-_logrp(logx) L(x)(1+0(1)).

D’ou

Jy(x) = o(L(x)(1+0(1)) = o(L(x)),
tel que requis. Il s’ensuit donc que (34) devient
© 1(v)
[ v+1

Et en insérant cette estimation dans (31), on obtient

L(x"**Y)dp = L(x)(1+0(1)).

YIS ( )— xL(x)+o(xL(x)),

pEx

ce qui démontre (8). Par ailleurs comme

Zf(p)l vafo)W(Zf( p)

pEx pEx
— (1+o(D)x E—L“ dt+ O(]’L—@dt)

~x 2 4

ptlogt

k]

(9) est démontrée. Ceci compléte la démonstration de la partie (ii) (c).

Nous revenons donc a la partie (ii) (b), soit le cas ou A.(x) ~c avec
¢ > 0. On pose alors A(x) =c+¢(x) o ¢(x) =0 lorsque x — + 0. Puisque
A(x) =n(x)logx, on a

(37) L(x) = e"exp [m dt

* (1)
=erexp (jrl rlogrdr)

= e’ exp(c(log log x —log log B)) Lo (x)
= ¢3(log x)* Lo (x)

pour une certaine constante c¢; > 0 et pour une certaine fonction L, € £*, ol
on a fait usage du Lemme 5. Ainsi

L(/x) = ¢327°(log x)° Lo (/%) ~ ¢35 27 (log X)° Lo (x).
Parallélement, en posant M(x) = L,(e*) et en faisant un changement de
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variable approprié, on obtient, en utilisant le Lemme 2,
*es(logu) Lo(u *(logu) ™! Ly(u
Fu(x)=F(x) = | al g] o()d =c‘3j( g u) ol )du
2 ogu 2 u

log x

=c3 [ 7' M@)dv ~cye” (log x) Lo(x) = ¢ ' L(x),

log 2
ce qui démontre (7). D'autre part, la relation (31) est toujours valable et
lintégrale qui est dans son membre de droite est égale a

c; (log x) _‘ S+ (l){+|

ou on a fait usage de la représentation de L(x) donnée en (37). Enfin en
reprenant le méme genre de raisonnement que celui entrepris pour simplifier
oo

Lo(x"** ) dp,

lexpression | I(v)(v+1)~" L(x'“*")dy, la relation (31) devient
0

- < )
(38) Exftpw( )—(l+ou))xux) for Fr
d'oti en combinant (18) et (38), on déduit (6). La partie (ii) (b) se trouve
démontrée.

Si maintenant lim A;(x) = ¢ ol ¢ <0, on obtient facilement I'estimation

X o0
(10) soit en suivant le méme raisonnement que ci-haut, puisque nulle part
nous avons utilisé le fait que ¢ était positif. Par ailleurs (11) est facilement
vérifiée si 'on fait appel a la représentation de L(x) donnée en (33) et que
I'on constate qu’elle entraine la convergence de ) f(p)/p. D’oii la conclusion

. P
(i) (d)..

9. Le cas ou A,(x) tend vers —oco. On constate d’abord que la relation
(13) est facilement vérifée. Le point le plus délicat réside donc dans la
démonstration de (12). On a d’aprés (18), (25) et (31), que

(39) Y f(P(n)=xE(x) I' L(x"**Y)dv+o0(xL(x)).

2€nEx
Nous procédons dans un premier temps a I'évaluation de lintégrale qui
apparait dans (39). Dénotons la par J;(x). Puisque L est décroissante et que
[(v) < e™°"**, on peut écrire
;x. 1 ()
(40) J3() =(1+o(1) |

0

L(x”“’“’)dv (1+0(1)J4(x),
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disons. En posant w =v+1, on a
X J(w=1) dw _ log x

orx (x'*) I(w—1) ~ hiw)
= ——dw= | — 7 e dw,
S = [ = g ey T
ou '
h(w) = log L, (x"™)—log l(w—1)+logw

= log L, (x'"™)+(1+o(1))(w—1)log(w—1)+logw

= (1+0(1))(log L, (x'/*)+wlog w)

= (L+o0(1) ho(w).
Si on peut trouver le point wy = wo(x) pour lequel la fonction h, atteint son
minimum, alors on en déduira que .

1 log x

<J,(x) < -
@1 ou L.(x1 %000+ wozlog wox SJid < 08 L(x11%00) + wo(xllog wo(x)

Cherchons donc le minimum de hy(w). On a, en posant 4, (x) = —A(x),

, Ae ("™ e 1
hy(w) = Wx (—?. logx+1+logw.
Ainsi hj(w) = O entraine que —A, (x'*)/w = —logw, c'est-a-dire
42) 1, (x1%) = wlogw.

Soit donc wo = wo(x) la solution de (42). Alors pour cette valeur de wy, (41)
est vérifiée. On observe maintenant que

(43) wo(x) < /logx.

En effet, puisque, par hypothése, 4. (x) = o(log x), on a que

251 l""")< logx,

1
wo log we < —log x,
Wo

1
wo < wo logw, < —log x,
Wo
ce qui démontre (43). Ainsi

4, @) = dy
o) > t " dt > Ay (logx
log L, (x %) h;fx tlogt + (log x) b;;[x tlogt

1
= 4,4 (log x) (log (w— log x)— log log log x );
0
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mais en raison de (43), cette derniére expression est supérieure a

A4 (log x)(log (\/l;g-;) —log log log x) = 4, (log x) (3log log x — log log log x)
> A, (log x) log log x.
De ceci on déduit que
(44)  logx = exp(loglog x) < L, (x'0™)/A+082 _ [ _(x'*0Soty
En substituant (44) dans (41), on a que
Ja(x) = L(x""0)! oW exp(—wo (x) log wo (),
laquelle équation se raméne a
(45) Jo(x) = L(x”‘""{"])‘ tot)
En effet, en posant n,(t) = —n(t), on a puisque n, () est décroissante,

AL TN (D) _ ]
!:mg:d"g . dt > n, (x)logx = A, (x);

d’oli

xl/wglx)
wolx] "11- 3
wo()logwo(x) = 4, (x"™*) < | E

ooy L 1/wg(x) )
) Tlogt og L, (x )

ce qﬁi prouve (45). De la définition de E(x) donnée par (29), il découle
facilement que

(46) E(x) = O(loglog x) = L(x""™"o™)»,

En tenant compte de (40), (45) et (46), la relation (39) devient

@7) Y f(P(m) = xL(x™"o®)1+e 4 o (xL(x)).
2€nsx

Et puisque L est décroissante, le terme xL(x) est facilement absorbé par le
premier terme & droite de (47). Ceci termine la démonstration de (12) et par
le fait méme de la partie (ii) (e).

10. Le cas ot ¢ < 0. Soit R(x) = x?L(x) o ¢ <0 et Le%. En posant 5
= —p, n* =max {1, n} et Ly(x) = \/logxloglog x, on obtient

5 f(pe)= 22y (%, p)_

2€nsx pEx p" 4

+
p<elioglog )33 (loglogx)3/3 <p<eLotw/an®
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+ E +
eLolx)f4n® < ps e4n°Lgl(x) Lol < p<x

=2, +2,+2;+2,.
Nous allons montrer que

(48) Zy= xe ™ v Lol o)

et que X,, X, et X, sont négligeables par rapport a X;. Cela sera suffisant
pour démontrer (14). Et puisque (15) est évident alors cela achévera la
démonstration de la partie (iii) et du méme coup du Théoréme. Commengons
par estimer dans l'ordre, X, Z, et Z,.

En utilisant le Théoréme B(a), on a que

I, < xe~ Klosxllioglog /3 _ 4 (5= 2n Lo(x))

En faisant appel a la partie (b) du méme Théoréme, on obtient
elolx)f4n* L
. t
ZZ £ X ‘ L
! gat!tlogt
ellog Ioaxlsﬂ

¢~ Ulogx/logn)(loglog x~loglog®) s

Lox)/an®
Comme t <e """ on a que

I
- {)gg-j:-(log log x—loglogt) < —2n* Ly(x)

et ainsi

eLolx)/4n® L (I)

I, < xe~ Lo -

dt = o(xe™ 21"L0) = g (xe™ > Lot¥),

Par ailleurs, puisque L(t) <t"? pour t assez grand, on a

L(p) © 4y
La<x Y —m<x | omep
edn*Lo(w) < pEx en°Lplx)

<& xe—Zq"Lolxi = o{xe' JﬁLotxl}_
Il nous suffit donc maintenant de démontrer (48). Mais

e44°i;otri L(p) (logx l) dt
Zy=(1+0(1))x i+ -
3= (1) Lo "logt \logt

et en posant logt = w, on obtient

4,,.%[0[.:} L(elv]

wn
Lota)/ans WE

2y =(1+o0(1)x f(b%—l)dw=(1+o(1))x,',(x).
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Soit maintenant

(49) Jo(x) = log| ==

e )|

de sorte que

4n°Lo(x)
’ (w)
Js(x)= | e dw.
Lo(x)/4n®

Nous allons montrer que f; atteint son maximum en
1
(50) w=w,=(1 +o(1])\/—2_Lo(x],
n

auquel cas on aura, 4 cause des représentations (56) et (57),

(51) fowo) = = /21 Lo (x)(1+0(1)).

On pourra conclure de ceci que

e~ \ELam(Hoﬂn < Js{x} < (4?;' —L)Lo(x)e' \2n Lo(x)(1 +a(1:l_

4n*
D’ou
(52) Jo(x) = e~ 1 Lot ol
De (49), on a
!
(53) So(w) = —logw—nw+log L(e"’)+logf(%{_1)
|
= —qw(l+o(l})+logl(%—1),

puisque les expressions logw et log L(e*) sont toutes deux o(w). De I'estima-
tion bien connue

logl(u) = (1+o())ulogu,
il découle que

(54) Iogl(}o%—l)=(l+a(1})]°%(loglogx—logw).

Par ailleurs, comme w €[ L, (x)/(4n*), 4n* Lo,(x)], on a

(55 logw = (}+0(1))log log x.

Ainsi en tenant compte de (54) et (55), la relation (53) devient
(56) Fo(w) = ((+0(1) f (w),
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ou
1log xlog log x
7 S = —qw—3 2228 2EE,

1
Et f'(w)=0 veut dire que —q+§;5|ogxloglogx=0. soit lorsque w

1 . . 5
= ,Z_Lo(x), ce qui démontre successivement (50), (51) et (52) et par le fait
&
méme la partie (iii) du Théoréme.

11. Applications.

(i) La relation (2) démontrée par De Koninck et Ivi¢ [4] est en fait une
conséquence de la relation (4).
(i) La formule (14) donne une relation asymptotique pour Y 1/P(n)
2<nsx
qui est toutefois plus faible que celle obtenue par Erdds, Ivi¢ et Pomerance [6].

(iii) L'estimé Y logP(n) ~axlogx, ol a= | 1(v)(v+ 1)~ 2dv, obtenue
2€ns€x 0
par N.G. De Bruijn [3] s'obtient en prenant ¢ = 1 dans notre relation (7).

(iv) Puisque |[(v)dv = e’ (voir [2]), ou y désigne la constante d’Euler,
0
alors en utilisant la relation (13), on obtient la formule asymptotique

1 . X

: ~e s
2én<x 108 P(n) log x

qui découle de

T oy
2<énexnlog P(n) e’ log log x+ O (log log log x)

laquelle équation a été obtenue par G.J. Rieger [9]. Récemment cette derniére
formule a été améliorée par De Koninck et Sitaramachandrarao [5].
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On the 2-Sylow subgroup of the Hilbert kernel of K,
of number fields

by

ALan Canpiotrt (Madison, N.J.) and KennetH Kramer (Flushing, N.Y)

1. Introduction. Let F be a number field. For each non-complex comple-
tion F, of F, let m, be the order of the group of roots of unity u, = u(F,).
Let A.: F* x F* -, denote the Hilbert norm residue symbol ([11], Remark
15.10), as well as the corresponding map from K, F to yu,. By convention, we
take 4, and g, to be trivial at complex places. For non-Archimedean v, let g,
be the exact power of the residue characteristic dividing m, and let k, be the
residue field. The tame symbol 1“™: K, F —k¥ is obtained from A% by
reducing modulo v.

Let S be a finite set of places of F including the Archimedean ones and
those above the rational prime p. If Og is the ring of S-integers of F, we may
define K, Og as the kernel of all tame symbols on K, F at places outside S.
Assume that F contains the gth roots of unity u,, where g is a power of p.
Let As be the ideal class group of F modulo the subgroup generated by
classes of ideals over S. By [12], Theorem 6.2, Ag is related to the tame
kernel by an exact sequence of the form
(1) 0 = As/(A5) =K, 05/(K, 097 =[]y, —o0.

l'lﬂeolsco:l[gtrl
Let R, F be the kernel of all Hilbert symbols. In Section 2 we give an
analogous idelic interpretation of R, F/(R; F)%.

Suppose instead that F is a totally real number field with ring of
integers 0. Let K,0 be the kernel of all tame symbols. According to a
conjecture of Birch and Tate, the order of K, O is wg|(p(—1)|, where (¢ is
the Dedekind zeta-function of F and

we=4 [ (1/2In(E)l]

[E:F]=2

with the product being taken over quadratic extensions E of F. When F is an
abelian extension of Q the Birch-Tate formula is correct at least up to

4 — Acta Anthmetica 521
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