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1. Einleitung. Es sei f: N — C eine additive arithmetische Funktion. Eine
der wichtigsten (und bekanntesten) Ungleichungen bei der Untersuchung
zahlentheoretischer Funktionen ist die Turdn-Kubilius Ungleichung

(1) 'Y IfmM-AXPP<cB*(x) (x=2),
nEx
wobei
f(pm |f (p™)?
(2 A(x):= ¥ ——, B*x):= )
p"'zéx pM pPr<x pm

fir alle x = 2 ist(}). Eine Ungleichung obiger Art wurde zuerst von Turdn
[9], [10], in der allgemeinen Form von Kubilius [7] bewiesen. Es wiirde zu
weit fihren, Anwendungen der Turdn-Kubilius Ungleichung aufzulisten, wir
verweisen stattdessen auf Elliott [2].

In einer kiirzlich erschienenen Arbeit verallgemeinerte Ruzsa [8] die
Ungleichung (1) zu )

@ XY o(f(N-AM) < {¢(B(x))+ y 20/¢7) ’”}

ngx pPMEx p"‘
wobei ¢ die Bedingung

4) P (2x) < cP(x)

erfiillt. Fiir seinen Beweis bendtigte er ein Resultat von Burkholder [1] tiber
eine entsprechende Ungleichung fiir Summen unabhingiger Zufallsvariablen.
In dieser Arbeit soll ein kurzer und direkter Beweis des Resultats von
Ruzsa gegeben werden (Satz 1). Dariiberhinaus wollen wir eine entsprechende
Ungleichung fir schneller wachsende Funktionen & beweisen. Man sieht
leicht, dass eine Funktion &, die der Bedingung (4) geniigt, h&chstens
polynomiales Wachstum hat. In Satz 2 setzen wir voraus, dass

(') Diese Ungleichung entspricht der Gleichung von Bienaymé aus der Wahrscheinlich-
keitstheorie.
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() P(x+y) <P(x)P(y)

fur alle x, y > 1 gilt. Dies bedeutet insbesondere, dass ® exponentiell wach-
sen kann.
Beiden Resultaten (Sitze 1, 2) ist gemeinsam, dass (bei gegebenem @) die

Abschitzungen nur von B(x) und Y &(|f(p™|)p~ ™ abhiingen. Ist (5) nicht
Mmsx
erflillt, lisst sich eine additive Funktion f mit B(x) <1, ¥ &(f(p™)p ™"
pPMEx
<1 angeben, fir die limsupx™' ) &(f(n)—A(x)|) = éi*:;( (Satz 3). In

X0 nEx

diesem Sinne ist die Voraussetzung (5) und damit Satz 2 bestmdglich.

Zum Beweis der Resultate verwenden wir hauptsichlich Ideen aus [4]
und [5].

2. Resultate. Es bezeichne @: R,, — R, stets eine monoton wachsende
Funktion mit lim @(x) = o0 und c stets eine (geeignete) positive Konstante.

X =

Dann zeigen wir:
Satz 1. Sei f: N = C additiv und

(6) D(x+y) <tc(®()+®(y) fir x,y>0.
Dann gilt fiir alle x > 2
¢ m
™ x71Y o(f(n—-Ax)|) <(B(x)+ 3 M,
nEx pPmEx p”
|7 (p™| = B(x)
wobei die Konstante in < nur von c abhingt.
Satz 2. Sei f: N = C additiv und
(8) P(x+y)ScP(x)P(y) fir x,y=>1.
Dann gilt fiir alle x = 2
© xT' Y (f(m-A))
nEx
<exp (c’ (Bz{x}+ Y ———¢“f£‘pm)l)))max¢( Y. f-—-—({:} ).
pM<x P yex y<pMsx P
Ir(p™i =1 IftP™l<1

wobei die Konstante in < und ¢’ nur von ¢ abhéingen.
Satz 3. Es sei x> <P (x) fir x> 1 und
. Px+y)

(10) . i
xy21 P(x)D(y)
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Dann existiert eine additive Funktion f mit der Eigenschaft, dass

ST _ 2N
o o P

(11)

und
(12) lim x~! Y &(If (n—Ax)]) =

x—wm nEx

ist.

3. Beweis der Siitze. Wir verwenden
LemMa 1. Sei @ wie in Satz 1 und 22 0. Dann ist ¢ =1, und es gilt
P(Ax) <M @(x)
fiir alle x 2 0.

LeMMA 2. Sei g: N — R, multiplikativ und g(p™) < c fiir alle Primzahl-
potenzen p™. Dann gilt

Y g(n) <=xexv( ) g(p)-l)-

n€x PEx P
Hierbei hiingt die Konstante in <€ nur von c ab.

Die erste Aussage von Lemma 1 (¢ > 1) gilt wegen der trivialen Unglei-
chung

P(x+y) = 3(P(0)+2().

Der Rest des Beweises von Lemma 1 ist offensichtlich, wihrend sich
Lemma 2 mit bekannten Methoden leicht nachvollziehen ldsst (vgl. z.B. [4],
Lemma 2).

Beweis von Satz 1. Es sei
P:={p" ISP <BX},  2:={p™ m>1})\2;.
Wir definierten zwei additive Funktionen f; und f; durch

m_ (ST falls e,
J") = { 0 sonst
und setzen
B:= B(x), 1= A(x),

A:=Ax=Y LM furi=1,2.
pPMEx
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Dann folgt mit (6)

§ D(|f (n)— Al) < % ¢(!f1("}“"41l)+ Z ‘pﬂfz(")—Azl)
nEx n<x nEx

= 21+£3.
Wegen Lemma 1 folgern wir

(13) Z ¢(E.fl (ﬂ) I )<¢(B} Z clflin} .rll|f.ﬂ

n<x n<x

Wir verwenden die trivialen Ungleichungen |z| < 2max(|Rez|, [Imz|) (ze€O)
undze“' <e*+e * (xeR) und erhalten fur die letzte Summe in (13) mit ¢,
==

(14) Z cl.f;{nl-dlliﬂg Z :cllﬂefﬂu}—ncdtl.’ﬂ

nsx n<x

(=Refyim)+Red}/B +c{llm_."|tn}-lm4|lfﬂ

+cy (—Im_fl[n]+lmAl},'B}.

+c

Alle vier Summen auf der rechten Seite in (14) lassen sich durch Lemma 2
abschiitzen. Beachten wir |e*—1—x| < 2x? (fiir 0 < x < 1), so folgt

Z, €«x®(B).
Zur Abschitzung von X, stellen wir zunschst die Ungleichung
Lf {.t”")l2
b2 <X

2
phEx PMEx B (x)
1f(p™| >B(x)

fest. Dann verwenden wir die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

2\1/2
IAZI < ( Z |fz$’)¥ ) ( Z p—M)I.-'Z QB{X)
PMEx PhEx
17(p™| > B(x)

und erhalten

Z, <) &(f2(n)+xB(x):=Z5+xB(x).

nEx

Wir definieren eine additive Funktion w, durch

an={ o

0, sonst
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und schitzen wie in Indlekofer [S] ab:

Y @(f2(m)) = Z (Y £200M)

nE€x n€x - PMin

<Y Y o(f:0M)

REx Min
¢ m
& 3 (7 @0
mex p"'
1£(p™)| >B(x)
wobei wir in der letzten Ungleichung Lemma 2 auf die multiplikative
Funktion ¢”2 angewandt haben. Dies beendet den Beweis von Satz 1.

Beweis von Satz 2. Wir setzen #hnlich wie im Beweis von Satz 1
o= IfEMN <1}, Poi= PSP > 1}

und
A:=A(x), B:=B(x),

Nt
A= A =
== 3 U
e 0
B?:=B = )
eBie= 3
e

Jedes neN zerlegen wir (eindeutig) in ein Produkt n = n,n, teilerfremder
Zahlen (n,, n,) = 1, wobei aus p™||n, stets p"€2; (i = 1, 2) folgt. Dies fuhrt
wegen

P(x+y) €P(X)P()+P(X)+PY)+c; = P(X)(PO)+1)+P()+c

fir x,y=>0 zu
(15 Z:=Y o(f(n—-4)

ngx

< Y o(f(n)-4s) Y {®(f(n)—Ail)+1}

nySx nySxing
5 Z Z ¢([f(n1)—A1|)+c1x:=El+£2+c! Xx.
ny€xny €xng
Fir die innere Summe in Z, bzw. Z, folgt entsprechend wie in (14) mit
Lemma 2
T O(f(n)-Ail) <B4, — Ay (x/mg)l) L T

L1 €x/ng ny ‘xfﬂz

<(x/ny)exp(c’ Bf) ‘p(Ml —A, (x/"z)i)s
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d.h.

)¢(IA1—A1(x/"2)|)+x > —l*+x

np€x "2

Z <xexp(c’B}) ¥

ny€x

o (|f (n))— A4,
ny

<xexp(c'BY) (1 A;) max (14, — 4, o) ¥ 20D,
y<x 5

nySx

;Vegen |A,] < B} und der Definition von @ erhalten wir die Behauptung des
atzes 2.

Beweis von Satz 3. Wir verwenden das Beispiel aus Indlekofer—K dtai
[6]. Der Vollstindigkeit halber geben wir die Konstruktion noch einmal an.
Nach Voraussetzung (10) existieren Folgen x, / oo, y, # oo (flr v = c0) mit

(16) B(x,+y) >V B(x,)D(p,).
Weiter existieren Primzahlen p, # p), so dass
1 2 @ (x,) g 1
2vlog?v Py vlog?v’

1 20y 1
2vlog?v ~ p,  vlog*v’

O.B.d.A. sind alle Primzahlen p,, p,, v > 1, paarweise verschieden. Wir setzen
#* = |p,, p,: v=>1] und definieren eine additive Funktion f durch

x, m=1und p=p,
S =4y m=1und p=p,
0  sonst.

Ahnlich wie oben zerlegen wir jedes neN in ein teilerfremdes Produkt n
= N, Ny, so dass n, quadratfrei ist und nur Primteiler p € #* besitzt, wihrend
n, die Eigenschaft hat: p™||n, impliziert m>2 oder m=1 und p¢ #*.
Offenbar ist

A(x) <B*(x) < ) ot b ‘p(f") < f . N

2
pySx v py<x Py v=lv103 v

und somit

LOf-A)= Y (f(n)-A) ¥ 1

nEx nySx ny S xfng
Ux ¥ P(f (n)—A)])
ny<x L]
x5 W)

nyEx ny
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Die mittlere Ungleichung gilt nach bekannten Siebresultaten, die letzte ist
offensichtlich. Verwenden wir (16), so folgt

1
T o(f-A@)>x ¥ Ve

nEx PypySx
pr#py
und Satz 3 ist bewiesen.
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