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0. Introduction. Il existe un certain nombre de congruences, entre nom-
bres de classes de corps quadratiques imaginaires, de la forme

Y a;h(—e¢)=amod?,

ol o, €, «, r se définissent de fagon €lémentaire a partir de la donnée d’un
nombre premier ou d'un ensemble U convenable de nombres premiers
impairs. Celles de A. Pizer [P] proviennent de la théorie des algébres de
quaternions sur Q (via le dénombrement des classes d’isomorphie des ordres
d’Eichler) et elles utilisent essentiellement des e; diviseurs de 2pgq (ie. U
= !p, q), p, q premiers). Celles de M. A. Kenku [K] sont obtenues dans le
cadre de la théorie des courbes elliptiques, via la formule de Riemann-
Hurwitz, et conduisent 4 des congruences semblables('). L'article plus récent
de K. Hardy et K. S. Williams [HW] donne une congruence générale (ie. U
arbitraire) contenant les précédentes. Rappelons enfin qu'un certain nombre
de congruences générales de H. Lang et R. Schertz [LS] (voir également [L])
procédent a la fois de congruences de la forme précédente, et de congruences,
d’'une autre nature, qui traduisent en fait des propriétés du module de
continuité des fonctions L p-adiques: ce dernier point a été abordé par
Desnoux [D] puis Hikita [Hi], a la suite des résultats de Kaplan, Kaplan-
Williams et Williams (cf. [K], [KW1], [KW2], [KW3], [W1], [W2]); dans
ces travaux, on a en général |U| < 2, le cas d’un ensemble U arbitraire ayant
été donné dans [G1], en ce qui concerne I'aspect module de continuité.

Les congruences générales de Hardy-Williams, Lang-Schertz et Hikita
ainsi que celles de Kaplan-Williams-Desnoux, sont de type analytique et
sont obtenues par des transformations élémentaires complexes des formules
analytiques classiques pour les corps quadratiques, sans que soit dégagée
lorigine commune de ces congruences; cependant, celles de Desnoux sont
directement issues de la théorie des fonctions L p-adiques.

. (*) Voir [HW] au sujet de l'inexactitude de certaines congruences dans [K].
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Nous montrons dans cet article que les aspects structurels développés
dans [G1], pour la théorie des fonctions L p-adiques de Q (avec ici p = 2),
permettent de résoudre systématiquement et complétement ce type de
probléme: en outre l'intérét majeur des fonctions L, est de conduire, sans
apports techniques supplémentaires, a des relations congruentielles mettant
aussi en jeu des nombres de classes et unités de corps quadratiques réels. De
facon précise, nous obtenons d'abord un systéme maximal de 7 congruences
indépendantes, avec lesquelles nous decrivons et classifions I'ensemble des
relations lin€aires qui s'en déduisent (cf. théoréme (1.3)), et nous obtenons
alors, comme conséquence essentielle, une famille de congruences modulo
2"*5 ol n=|U|, U étant arbitraire (cf. théoréme (1.4)); lexistence de
congruences générales modulo 2"*® a été rendu crédible par Desnoux qui a
établi une telle congruence dans le cas n = 1 (i.e. modulo 64) [D, th. C], et
exceplé cet exemple, toutes les congruences citées ont pour module 2"*?
pour les plus générales et 2"*? pour les autres dans les meilleurs cas.

1. Enoncé des résultats principaux (théorémes (1.3) et (1.4)).
(1.1) NotaTtions. Pour tout entier e > 0 sans facteur carré on désigne
par: :
h(+e) le nombre de classes d'idéaux de Q(. +e), excepté pour
—ee|—1, =3}, ou l'on pose h(—1)=1/2, h(=3) =1/3 (donc h(+e) est
dans tous les cas le produit du nombre de classes par le facteur 2/w(+e), ou
w(+e) désigne le nombre de racines de I'unité contenues dans Q(\f’;)),
logé(e)
e(e) et
\'D(é’)
logarithme 2-adique par la racine carrée (positive) du discriminant du corps,

I'unité fondamentale (> 1) de Q(\-;) et le quotient de son

(E) le symbole de Legendre de reste quadratique modulo le nombre
premiefp impair, p fe,

(—i;) le symbole de Kronecker (nul si +e =2, 3(4), égal a—1 si +e
=5(8), égal & 1 si +e =1(8)). '

(1.2) DEFiNiTIONS. Soit m = | un entier impair sans facteur carré.
(i) Pour ZA€ll, 2], uei{—1, +1}, on considére les sommations:

S(—in= % (—1}"‘(1—( ))h:—mn(l—(T"“’)),

d =p(4) F,;
; n ld logs()d}
: dgzi’;:'["“ \/D(id) tlnm
d#Isid=p=1)
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ou d est toujours pris positif et ou n, désigne le nombre de diviseurs premiers
de d.
(ii) On obtient ainsi les 8 sommes fondamentales suivantes:

A=S(-1, )= ) (—I)"“h{—d)ﬂ(l—(_—!d)).

d|m Ijm
d=1(4) Lyd
—d
1=8(-1,-1)= —D)"h(=d)[](1={—) )
As(l,l}zﬂzm()(}ﬂq((lr))
d =-5(8) Lid
—-2d
B=S(-2,)= ¥ (—l)""h{—Zd}]'](l—(—f)),
d|m IIm
d=1{4) Lvd
-2d
B=S(-2,-= ) (—ll""h(-%)l'l('_(T))‘
djm Ilm /
d=-1(4) lid
loge(d d\,_
st 3 co(e( (-
a=1dnd %1 fim
I d
X=s5(1,-)= Y (-1)“¢h(d)°g£(d}[] (;)I ‘)
;—IN;M) \" m,l

" 1 2d 2d
Y=5@2. )= 3 (-0"hCd °g” 11 (1- T)f )
dlm \ ”m
d=1(4) Lyd

" | 2d
=52, -D= {_1,«h(zd;°“‘2‘” ( (7))

dlm
d=-1(4)

(i) On définit également

—d .
§*(-1, -1 = z (*1)"“!1(—&)1_1(1“-(‘—’—)) sim>1,

d|m Iim
d=-1(4) Lrd

S* (=1, —=1)=1/2 si m=1.

(1.3) THEOREME. Soient Iy, ..., l,, n=>0, des nombres premiers impairs

n
distincts et soit m = H l;; soient
i=1

- 2 log 5
t= 1=, —(1!/2)(2a0+ '081) et E=-22=31mod64

i=1 i= l'fi 4

(ot la fonction log désigne le logarithme 2-adique, et ou a, est une constante
universelle congrue a 8 mod 32 (cf. (3.2))).
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(i) On a la congruence suivante:
(co) S*(—1, —1) = n/2mod 2";

(i) On a les 7 congruences indépendantes suivantes (cf. (1.2), (ii)):

(cy) A—A+X—-X = —n+&n/2 mod 2"*3,
(¢5) A—B+Y—-X =(4/3)¢én/2 mod 2" 3,

(cs) A—A—B+B =(5/3)¢n/2 mod 2"*2,

(cq) A—B+X—- 17.% —n—(2/3)én/2 mod 2"*?2,
(cs) A—X =0 mod2"*2,

(ce) A—A =¢n/2 mod 2",

(¢q) B—A=¢n/2 mod2t!;

(i) L'ensemble de toutes les congruences, dont le ler membre est combi-
naison Z,-linéaire de ceux des c¢;, 1 <i<7, est décrit par la congruence
générale suivante:

aA+aA+bB+bB+xX+XX+yY+yY=oan+pén/2mod 2" *7,

a,a b, b, x, 5, 5, yeZ,, a+a+b+b+x+x+y+y=0,0ia=—x, f= —a
+(2/3)b+2y, ou 2" est le pgcd, dans Z,, des 7 nombres

at+b+x+y,

h-tb+2{_\-+.f]—{y+_ﬁ).

2(b+ 1) —4(x—y),

4(x+xX+y+Yy),

8(x+y),

8(x+X),

16.

(1.4) TuéoriME. (i) Les hypothéses et notations étant les memes qu'en
(1.3), on a la congruence géneérale suivante:

ayA+a, A+b;B+b,B+x, X+x; X+y, Y+, ¥
= —xyn+(—a; +(2/3) b, +2y,)&n/2 mod 2"*3,
ou ay =1—4f—8e—8h+16j—16i, a, = 1—2e+4f—8g—8h—16j, b, = 1+2f
+8e+8h+16i, b, =1+2e—2+4g, x, = —1, X;, = —1+2¢, y, = —1+12f,
vy =—1=2e—2f+4g+8h, e, f, g, h, i, j arbitraires dans Z,;

(1) En particulier on a la congruence suivante:

A+A+B+B-X-X-Y-Y=n—(7/3)&n/2 mod 2"*>,
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(1.5) Remarques. (i) On constatera que, par rapport aux congruences
déja connues, les congruences (1.3), (iii), et (1.4), ont une forme canonique; en
particulier, les constantes a, et { sont universelles.

(ii) La théorie des genres analytique fournit les congruences suivantes:

A =mn/2 mod 2",
A=B=B=X=X=Y=Y=0 mod2"

en effet, on verra au § 4 que chaque terme de chaque somme S est de la
forme L,(0,s), 0 caractére quadratique, se€ 0, 1], auquel cas [G1, (0.2)]
conduit au résultat dés que 0 #1: le cas 6 =1 concerne le terme de
A=S8(—1,1), relatif a d =1, et clest

-1 )
1/2 l—(— ) )=n/2 d 2"
(;’)H( ( ,) 7/2 mo

(iii) La nouvelle famille de congruences (1.4) donne toutes les congruen-
ces générales, de la forme (1.3), (iii), selon le module ES

(iv) Les résultats des § 4, 5 permettent de vérifier que les congruences de
Kenku, Pizer, Lang-Schertz, Kaplan, Williams, Hardy-Williams et Desnoux
(cf. § 0) sont des conséquences de (1.3), (1.4). On peut alors obtenir, a partir
de (1.3), (iii), et (1.4), un nombre considérable de congruences particulieres,
selon les modules 2"*! a 2"*3% (par exemple en imposant que certains des
coefficients a, @, b, b, x, X, v, ¥ soient nuls); nous laissons au lecteur le soin
décrire celles qu'il souhaite: les données numériques citées en (1.3), (1.4), (3.3),
(4.5) sont suffisantes pour conduire ces calculs €lémentaires.

(v) Voir le point (4.6) en complément aux résultats précédents.

2. Congruences entre fonctions L,. Des relations linéaires générales entre
les fonctions L p-adiques des différentes composantes d'un caractére de
Dirichlet y ont été obtenues dans [G2] comme conséquence des propriétés
standard des Z,-distributions de Stickelberger (cf. [G1]). Dans le cas qui
nous occupe (p = 2, x quadratique), ces congruences se simplifient et nous en
donnons un peu plus loin I'énoncé correspondant.

(2.1) DEriniTiONS. (i) Pour tout ensemble / de nombres premiers, on
désigne par Q, I'extension abélienne maximale de Q, non ramifiée en dehors
de Iuloo!:si InI' = @, alors Q, ;- est le composeé direct sur Qde Q, et Q).

(ii) Soit U un ensemble de n >0 nombres premiers impairs et soit S
= Uu!2!. On sait que Q.,, est le composé direct sur Q de Q,et Q,,ou Q,
= Q[\.-"jj ou Q{\_.-"(—_2}. et Q, la Z,-extension cyclotomique de Q; donc
pour tout J €U, Q, ., est le composé direct sur Q de Q;, Q, et Q.

(ili) On pose Gs=Gal(Qg/Q): on sait quiil existe un isomorphisme

canonique qui permet d'identifier Gg a [1Z} et donc de décrire tous les
ge§
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groupes de Galois des sous-extensions de Qg/Q, ce que nous faisons
systématiquement.

(iv) Pour tout I <85, soit X, le groupe des caractéres d’ordre fini de Q;;
le point (ii) précédent montre en particulier que pour tout J = U on a

X.i'u'.zr = Xo@)xm@xh
ou Xo, X, X, sont les groupes des caractéres des corps Q,, Q., Q, (on a
Xo®X, = Xo,,)- Si x€X,,;2,, on désigne par yo, X, Xy S€S composantes
sur X,, X, X,.

(v) On désigne par w le caractére d'ordre 2 de Q(\’j) et par y celui
de Q(.'2), par ¢ > le caractére d’ordre infini de Q, défini par <a)
=aw”'(a), pour tout a de Z% considéré comme sous-groupe de Ggz. On
désigne par w, le caractére d’ordre 2 de Q,; on a w, =w si Q, = Q{\s"—_lj,
0o = si Q= Q(/~2).

(vi) Pour tout [eU on appelle h, un progénérateur de Gal(Qg/Qs_;);
on désigne par h_, le générateur de Gal(Qg/Q,Q,) et par hy, un
progénérateur de Gal(Qs/Q, Q,); enfin ¢ désigne I'unique élément de Gy qui
fixe Qu{\/—_ij et est tel que (6> =15 (on a hy =0 ou ogh_, selon que Q,
=Q(, =1 ou Q(/-2).

(vii) On pose n = [[(1—-1"") et ¢ = (log5)/4.

lelU

Nous pouvons maintenant écrire les congruences fondamentales, issues
des théorémes (0.2) et (0.3) de [G2], avec les données suivantes (cf. [G2,
(0.1)]):

¥ est un caractére quadratique dont I'ensemble des diviseurs premiers du
conducteur est U ou Uui2},

E=U, Uui0}, Uui-1} ouUui-1,0};
en outre, si y, # 1 nous supposerons que —1¢E (cf. [G2, lemme, p. 17]).
Désignons par v la valuation 2-adique sur Q.

(2.2) ProrosiTion ([G2, (0.2), E = U). Pour tout caractére quadratique x
dont Tensemble des diviseurs premiers du conducteur est U(|{U|=n, U ne
contenant pas 2), on a la congruence

- Y (=¥ B, () [] (1=2())=n/2 mod2".

J U lelU=J

(2.3) Prorosition ([G2, (0.3)]). Soit y un caractére quadratique ddnt
lensemble des diviseurs premiers du conducteur est U ou Uu|2! (U] = n):
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(i) Si yo=we et E=Uu\0!, on a la congruence:

= Y (=W Ly(@oxw ks 8 [] (1=w@gxs2s(D<>77)

JeU leU-=J

- ¥ (=)'B () (1-2%,2) [T (1—2:(D) =0 mod2™,
= leU—-1J
ou ny=n+1 (resp. n+2+0(s)) si W¢xa = wy (resp. w);
(ii) si xo=1 e E=Uu|—1}, on a la congruence:

=Y (=Lt tss 9 [1 (1=@xexs(D A7)

JEU leU—J
+ Y (=W Ly (@0 Xwtss 9 1 (1—@wo xs2s(D <7
Jeu leU-J

= —2(1-2,(55"*) 'm mod2"*!;

(iii) si o =1 et E=Uu!0}, on a la congruence:

Y (=O'Ly(twxss 9 1 (1—@xexs (D <H7)

Jeu lelU—J

= z {‘—”mBI(onJ) l_l (l—wox;(ﬂ)

J U leU-J
= —28((1—1x(5)5" )" —(1=5w0(5)')mmod 2",

ot n,=n+1 (resp. n+2+v(s)) si Woxx =Y (resp. w);
(iv) si yo=1 e E=Uul—1,0}, on a la congruence:

Y (=) Ly(teiss s) [1 (1=0xoxs () <1>7)

JeU leU=J

=Y (=) Ly(woxw2ss 9 [T (1—wwex.xs () A>7%)

JeU leU—-J

+ Z (— DY B, (wo 25) H (l—wnx.a(-'))

FE= leU=J
- Y (=)"'By () (1=2,(2), [T (1—xs(D)

Jeu leU—J

= 26 ((1— 12 (5) 5" )" =(1 =50 (5)” ') mmod 2,
ou n,=n+2 (resp. n+3+v(s) si WoYo = Y (resp. w).

(24) Remarques. (i) Dans chacune des sommations des congruences
(2.3), nous avons posé systématiquement I = JUK, K < {—1, 0}, et décom-
posé le caractére y; sur Xo@X ,DX;;

(ii) Les signes des premiers membres sont tels que le module correspon-

dant de la congruence est toujours de la forme (wy ¢ Y, v[](1—h)) (cf.
teE
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(2.1), (v), (vi)), otr v est une Z,-mesure sur G5 qui ne dépend que du choix de
la décomposition de Gg en somme directe et de celui de E, et non du
caractére y (i.. qui ne dépend pas des valeurs de yx, et x.);

(iii) On ne fait aucune hypothése sur la parité de y; on rappelle que
L,(6) = 0 si 0 est impair, que B, (0) =0 si 0 # 1 est pair et que B, (1) = 1/2.

Avant d’utiliser les congruences précédentes, en vue de la démonstration
de (1.3), on remarque que pour x, = 1, les congruences (2.3), (ii), (iii) et (iv)
sont indéterminées en s = 1 (présence d'un pdle simple dans chacun des 2
membres).

3. Suppression des parties polaires. On est dans le cas ol xo = ¥, =151l
suffit, par différence, de calculer la limite (notée n) de

(3.1) n(s) = Ly (1, 9 [T (1~ () AY~*) =26 (1=5""9 " x,

leU

lorsque s — 1.

(3.2) LEMME. On a

log
limn(s) =n= (2a0+ —Og—)nﬂ,

s—1 IEUI_l
ou
ao = lim(L,(1, 5)—2£(1-5'"9 " ") eZ,.
51

D’aprés [S], on sait que la pseudo-mesure A telle que L,(1,s)
= ({ D75, A), est de la forme

Amo, T'+YaT, T=l-0,
iz0

-

ou

®, est la Z,-mesure de Haar sur 4 = Gal(Q,;,/Q,) égaleicid 1+t out
engendre A,

o eZ,[4],

c=¢ (cf. [G2, (38)]; la constante ¢ se détermine en écrivant que
Rés L,(1, s) = 1/2). .

Posons T(s) = {{ 7% T)=1-5'"%; Iégalité (3.1) devient

n(s) =(2ZTE) ™'+ X a TE))[J(1-H*17)=2%aT(s)™",

iz0 lelU

ol a;€Z, pour tout i > 0. Comme T(1) =0, il suffit d’étudier

M(s) = (26T()™ +ao) [T(1 = (Y 21" )= 2%nT(5)"!
lel
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ou encore

n2(s) = 26T(s) ™" ([T(1 = ' "7 =n) +ao .

leU

Ecrivons (! ™*= ) ((1—s)log I]‘/:‘ ! (série convergente dans Z,); on a alors
i=z0

[Ta==ry =T1(1=1"=1"* 3 ((1—s)logl)/i)

lel lelU iz1
!
s Y DLy i g,
IEUI_]'

ou f(1—s) est une série convergente en s = 1.
Comme (1—5)2 f(1=5)T(s)"' =0 si s =1, on est amené & étudier, au
voisinage de 1,
logl
ns(s) = =26 (1= T 'n Y ﬁmon
leU ! —

dont la limite est (puisque T(s)/(s—1) —log5)
log!
T (a0+[1/2) ) I—_g—l)
el
Comme 7 = 0mod 2", il suffit en pratique de connaitre a, modulo 32:

(3.3) LemME. On a & = —97mod 2° et a; =8mod 2°.

On a Ly(1,5)=26(1-5""9"'+ Y 4(1-5'"%, et pour s=—7, on
iz0 E
obtient

Ly(1, =7) = —2¢/(5® —1)+ao mod 2°
or  Ly(l, =7) = —(1-2") Bg/8 = (1-27)/240,

et il suffit de connaitre ¢ modulo 2°; un calcul élémentaire de log 5 modulo
2'! donne alors le résultat annoncé.

4. Démonstration du théoréme principal. Rappelons briévement les formu-
les analytiques p-adiques classiques de Hasse [H] (cas imaginaire) et Leopoldt
[L] (cas réel):

(4.1) LEMME. (i) Pour tout caractére quadratique impair 0, de conducteur f,
on a By(6) = —h(=f) (cf. (1.1));
(i) pour tout caractére quadratique pair 0 # 1, de conducteur f, on a

L6, 1) =2-0@)h(N' L (o Ly,

v/

5 — Acta Arithmetica 52.2
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(ii1) on a également, pour tout 6:
L,(0,0) = —(1—wb(2)) B, (w0).

On considére désormais U = I, ..., I,! (cf. (1.3)) auquel on va appli-
quer les résultats du § 2.

(4.2) LEmMME. Soit y un caractére quadratique de conducteur m, 4m ou 8m,
de parité quelconque:

(i) dans les congrvences (2.2),7(2.3), le caractére y;, J < U, est le

caructére non trivial du corps Q(. (—]}‘d), k=(d—=1)/2 oi d= I_IFJ, on a
Jed
alors la correspondance suivante (J < U. d|m):

LeQW/d  si d=14), Q(/-d) si d=-1(),
o 0(/—d) si d=1@), Q(/d) siod=—1(4),
Y eoQW/2d)  si d=1(4), QW/-24) si d=-1(,
oy, - Q(S—2) si d=1@), Q(WJSd) si d=-1(4);

(i1) on a (cf. (1.1)):

ol o) o) )

les signes convenables étant définis en (i) ci-dessus.

11 suffit maintenant de considérer les congruences (2.2) et (2.3), et de faire
varier x,, 1. respectivement dans |1, we}, {1, ¢}, avec les 2 choix possibles
pour @y € {@, wy!; on en déduit alors toutes les congruences possibles, d'une
part en s = 0 et d'autre part en s =1, en utilisant les formules analytiques
(4.1) et la correspondance (4.2).

Lorsque 'on est dans le cas s = 1, on tient compte du calcul effectué au
§ 3. On remarque enfin que si s = 0 et wg x4, = v, alors les congruences (2.3),
(i), (iii) et (iv) se réduisent 4 0 = Omod 2"

On obtient alors la liste suivante:

congruence issue de (2.2) (pour U # @, le terme en J = @ est nul):

(o) S*(—1, —1) = n/2mod 2",

congruences issues de (2.3) (on rappelle que x, = 1 sauf dans le cas (i)):

(r) (), s=0, wy1e =wY) A—B =0 mod2"*!
(r2) ((), s=1wo1e=w) A—X =0 mod2"*?
(r3) (@), s=1,woxe =Y) A—Y =0 mod2"*!
(rs) ((1), s=0,%po=1wo=0w) A—A =¢n/2 mod2"*!
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(rs) ((iD) s =0, xu =1, 0o =) B—A=¢n/2 mod2""!

(re) ((ii), s=0, xto =V, wo=w) B-—B=—({/3)n mod 2t

() (i), 5 =0. x0 =¥, Wy = WY) A—B = —(¢/3)m mod 2"*!

(re) (i), s=1 o=l wo=0) X—-X=nmod2""!

(ro) ((i), s=1, %0 =1, wo=0y) Y—X=n mod2""'

(rio) (i), s=1 yo =V, wo=0) Y=Y =—¢r mod2™"!

(ryy) (i), s=1, Yo =¥, 0o =) X—-Y=—¢n mod2"""

(ry2) (i), s =0, xo =1, wo =) B—A=(5/3)¢n/2 mod 2m+!

(ry2) (i), s =0, xoo =¥, Wg =) A—B=—(5/3)¢n/2 mod 2"*!

(ry3) (i), s =1, to=l.wy=0w) A—-X=n-<In/2 mod 2"* 2

(ria) (i), s=1, xo = |, o =y) B—X =n+(¢/3)n mod2"*"

(ras) (i), s = L Yoo = 0o =) A—Y = —3¢n/2 mod 2"

(rie) (i), s =1, o =¥, 0o =) B-Y = —-2({/3)n mod a2

(ri7) (iV),s=0,x0 =1L wo=0y) A +E—J§- = —5(&/3)n/2 mod 2"*?
(ryg) ((i"),5=0' Xm='|l"vwo=w) {—A—‘B B =5(/3)n/2 mod 2"* 2
(ro) (iVs=1lye=lw=0w) A-A+X- X = —n+¢én/2 mod 273
(rao) ((iv), s =1, X0 =1, 0o = W) A-B+X—-Y= —n—(¢/3)n mod2"*?
(ra) (V) s=1, fo =V 0p=0) A—A+Y- )_’ 3¢n/2 mod2"*?

(Faz) (V) s =1, Yoo =¥, Wo =@¥) A—B+Y-X =2({/3)n mod pLad s

(4.3) DeFiniTiON. Nous considérons maintenant le Z,-module libre %
engendré par les lettres 4, A4, B, B, X, X, Y. Y, et nous appelons par abus
congruence toute écriture de la forme

C =an+pén/2 mod2"* 1%, Ce%,

ou «, BeZ,, yeN sont fonction des coefficients de C; tout argument
d'algébre linéaire attribué, par abus de langage, au mot “congruence”™ concer-
ne en fait le ler membre Ce?.

(4.4) LeMME. Parmi les 22 congruences précédentes, ¢, = ryq, €3 =T23, C3
=g, Cy =Fa0, Cs=Try, Co=Trq, €, =Trs, engendrent un sous-module de
dimension 7 de €, facteur direct dans €, les autres congruences r; s'expriment
sur la base des ¢;, 1 <i <7, de la fagon suivante:

rn=(0 0 0 00 1-1 ro=(0 0 100-1 1)
Bo=(=1, 0 1 11-1 1 ra=(=1 0 001 0 0
re =( 0 0-1 00 1 0 re=(—-1 0 101-1 1)
rn=(0 0-1 00 2-1) rs=( 0 -1 -101 1 —1)
rg =(—1 0 0 00 1 0 re=( 0—-1 001 0 0
rp =( 0 0-1-10 2-1) ro=(0 0-100 2-2
r10=( 1—1 "‘2 "‘10 3 _2} r;l'_—"(_l 1 2 10 -2 2]
rp=( 0-1 -1 00 2-1)
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(4.5) LEMME. Il existe une congruence (a coefficients dans Z,) de la forme
C =aA+aA+bB+bB+xX+xX +yY+yY =oan+pén/2 mod 2"*'1*7,
qui soit combinaison Z,-linéaire des congruences c¢;, 1 <i <7, si et seulement

si a+a+b+b+x+x+y+y=0; on a alors

C=Y Ac¢ =an+pén/2 mod2"*!*7,

||'M %

ou
j'l =X+_§, j’?-:ys }'3=b+y_.]_',| ’1'4:_.]_”!

s =a+a+b+b, Agj=a—-b+x—y+2j, A, =b+b+y—j,
a=—x, PB=—a+(2/3)b+2y.

Les lemmes (4.4) et (4.5) résultent de I'étude (élémentaire) du systéme
linéaire qui se déduit de I'écriture

,
Y ke =aA+ad+bB+bB+xX+3xX+yY+jY.
i=1
Ceci termine la démonstration du théoréme (1.3), hormis le calcul du
module (2"*'*7) en fonction des coefficients, ce qui va étre effectué au § S.
Le résultat suivant compléte (1.3) dans la mesure ou il montre qu’il
n'existe pas de “8-iéme congruence” selon le module 2"*':

(4.6) ProrosiTiON. Il n'existe pas de congruence cg (au sens de (4.3)), de la
forme C =umod 2", telle que (c;); <i<s constitue une Z,-base de , et telle
que u = u(ly, ..., 1,) soit continue 2-adiquement (comme application de Z% dans

Q,).

D’aprés (4.4) et (4.5), I'existence de cg équivaut i ['existence d’une

congruence de la forme
A =u+on+pEn/2 mod2"t!, «, feZ,,

=p mod 2"*!,
ot v =v(ly, ..., I,) est aussi continue 2-adiquement, puisque 7 et 7 ont cette
propriété.
Prenons alors n=1 et m=3l, | = —1(8); on obtient
-3
~2(=3)(1-(F)) =008
soit

~e(1 —(5’)) = 0()®);
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orsi l=7(24), v() =0(8) et si | = —1(24), v() =4(8), ce qui prouve que v
n'est pas continue (en particulier elle ne peut étre de la forme an+ fén/2),
d’ou le résultat.

Abordons maintenant le calcul de 27 en fonction des coefficients de C.

5. Module de la congruence générale. On revient a la congruence [G2,
(3.15)] entre distributions de Stickelberger; elle est caractérisée par la décom-
position de Gg en somme directe et par E (une fois o fixé ainsi que les h,
t €E (cf. (2.1), (vi))), et en particulier elle ne dépend ici que du choix de Q, et
de E (cf. [G2, § 2).

On a donc 6 congruences distinctes dans la Z,-algébre A des mesures
sur Gg, dont les modules respectifs sont les suivants:

(5.1)
(i) (E=Uu{0}, Q= Q(/—1)): vi(1—ho) 4, avec hy = o,
(i) (E=Uu!0), Qo = Q(/—2): vs(1—ho) 4, avec hy = ch_,,
(iii) (E=ULi=1}, Qo= Q(/=1): vs(1—h_,)4,
(iv) (E=Uu{-1}, @ =Q(/=2): vs(1—h_)4,
W) (E=Uu!{=1,0}, Qo= 0 /=D): vs(1—h_,)(1—ho) 4,
avec hy = o,

(vi) (E=Uu}=1,0)}, Qo= Q(/=2): vs(1—h_,)(1—ho) 4,

avec hy =oh_,,

ot 4=[](1—h) et v,ed, 1<i<6.
el

Tout veA peut sécrire (cf. [G1, § 3]):
v=Y 8, d=1-50""1, o€,
iz0
ou A, est I'algébre des Z,-mesures sur A = Gal(Qg/Q,). Pour toutes les

congruences (2.2) et (2.3), le module s'obtient par intégration de wy { »* par
rapport aux mesures (i) a (vi) précédentes (5.1) (cf. [G2, § 4])).

(5.2) LeMME. On a {ox{ Y, 0> =1—xoxx(0)5'7% on a {wx{ ),
1—h> =2 pour tout 1eU; on a {wx{ Y, 1—h_,)> =2 (resp. 0) si o =1
(resp. xo = wo); enfin on a {wy { Y, 1=hy) =1—wo 1 (55"

Les vérifications sont élémentaires.

Posons T(s) = 1 —y0Xw(5)5'%; les 6 modules (5.1) conduisent aux
intégrales respectives suivantes:



160 G. Gras

(53)
() 2"(1—25(5)5) Y w T(s):
iz0
(i) 2"(1+ 15 5) T i T(s);
iz0

(i) 2" Y v, T();
iz0

(iv) 2" Y 5 T(s)':
=20

(V) 2" (1—x,(55) Z w; T(s);

iz0

(Vi) 2" (1+ % (5)5°) . w; T(s)'.

i=20

Tous les coefficients u;, @, v;, U;, w;, W; sont dans Z,. Seuls les y; et les i;
sont fonction de y, (car d’aprés (2.3), on a y, = | pour les cas (iii) 4 (vi)); on
les notera u; et & lorsque yo =1, puis u} et # lorsque yx, = w,; ainsi
précisées, ces 8 suites de coefficients sont indépendantes de s et de y,,. Enfin
le calcul de T(s) ne dépend de y, que dans les cas (i) et (ii).

On spécialise alors chacun des 8 cas (5.3) pour x,€ll,¥], xo€!l, o)
et se!0, 1!; en résumé on obtient le tableau suivant, dans lequel on indique
successivement la congruence r; concernée, 1 <i <22, le module 2"*'m
correspondant (au facteur 2"*' prés, et réduit modulo 16):

(54)

ry | up+ 6uy +duy + Buy ria | o+ 6uy +4uy+8uy
ra —2ug ris | —2u,

rs 3up + 6uy —4uy -+ 8uly ra | 3ig

ry | vo—4v, Fys | 3ug+ 6uy —4uy+8uy
rs Up— 41, re | —2iig—4u; —8ii,
re | bo+6u, +4v;+8u, rip | 2we— 8w,

ry FD+ 651 +4F; +853 s 2W0—4W| +BH'3

rg | ve rio | —4wg

re Ty rao | bW

o | to+2v; +4v,+8ry ray | 6wg—4w,; +8w.
Fiy | B+ 20, 44, + 805y raa | —4wo+ 8w,

rip | ig—4u,

Remarque. Pour y, = w, = wy, les congruences r, r,, ry introduisent
aussi les coefficients ij; on peut éliminer I'un des systémes et conserver par
exemple celui des ;.

On dispose alors de 16 relations, obtenues via I'expression des r; sur la
base des ¢;, 1 <i <7 (cf. (44)), qui induisent des relations entre les différents
coefficients intervenant dans le tableau (5.4) ci-dessus. Les calculs,
€lémentaires mais fastidieux, conduisent a la paramétrisation suivante des
modules (écrits sous la forme 2"*'m;) des congruences ¢;, 1 <i<7:
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my = 803+4ﬁ1 +852 +4t_‘0 (16],

m, = 40, (16),
my = — 60, +40, + 803 + 2iip+8uy (16),
(5.5) m, = 60, +40, + 80, (16),

mg = — 45, + 6l +8v, —4u, (16),
Mg = Bo— 26, — 4D, + 80, +ilo +4u) (16),
m, = 5,—45, (16).

On en déduit immédiatement que le module de la congruence générale
te (1.3) est donné par 2"*' M, ou

M = Go(a+b+x+y)+iio(6a+Ta+Tb+6b+4x+X+y+47)
47, (—4a—6a+4b+8b+4x—2x—4y+4j)
+,(—4a+8b+8x—4%+8y+8j) +u, (—4a—4b+4x +4y)
+04(8a+8X)+v,(8x+8y) mod 16;

on exprime alors que M est au moins le py.<.d. (dans Z,) des 7 coefficients
ci-dessus et 16, et aprés transformations élémentaires, on obtient que 2" est le
p.g.cd. de I'ensemble formé par 16 et les 6 sommes suivantes:

G+b+x+y b+b+2x+2x—y—y, 2b+2j—4x+4y,
4(x+X+y+9, 8(x+y), 8(x+X%).

Ce qui achéve la démonstration de (1.3), puis (1.4) facilement.
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An effective order of Hecke-Landau zeta functions
near the line ¢ = 1, Il (some applications)

by
K. M. Bartz (Poznan)

1. The present paper is a se:,uel to [1] and the notation of that paper is
used throughout. Let K be an algebraic number field of finite degree n and
absolute value of the discriminant d. Denote by | a conductor of a character
x of ideal classes in the “narrow™ sense.

We shall show some applications of effective order of Hecke-Landau
zeta functions (x(o+it, ) near the line ¢ =1, exactly for 1—1/(n+1)
< o < 1, which was given in the preceding note (see [1], th. 1). We first will
prove the following

Tueorem A (compare [1], th. 2 and [2]). There exists a positive constant
¢, > 1, independent of K and y such that in the region
(1) e=1-

A
10* max %log Ni, ¢, n** log?? (j1| + 3) (log log (|1] + 3))”3 max (1' log I:Jg i )}

the function {y(a+it, y) has no zeros except for the hypothetical real simple

- Slogd \"!
zero of lx(s,x1). y1 real, where A, =n'? 'dD and D= (Z(Tgll)
denotes the constant from Siegel's theorem on fundamental system of units (see

(5D).

Remark. Putting f = R, we obtain obviously a zero-free region for the
Dedekind zeta function (in this case Nj=1).

Next, as an application of Theorem A we get an effective version of
Chebotarev density theorem. Let L be a normal extension of K with Galois

denote the

group G = G(L/K). Let P denote a prime ideal of K and

conjugacy class of Frobenius automorphisms corresponding to prime ideals
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