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LII (1989)

Une nouvelle caractérisation des éléments
de Pisot dans l'anneau des adéles de Q

par

MarTHE GraNDET-HuGoT (Caen)

Les €éléments de Pisot d’'un anneau d’adéles de Q ont été introduits par
F. Bertrandias [1], elle en a donné une premiére caractérisation analogue a
celle des nombres de Pisot réels.

En appliquant 4 ces ensembles une méthode voisine de celle qui nous a
permis d’améliorer certains résultats de Pisot, dans le cas réel (cf. [4]), nous
aboutissons a des caractérisations plus fines.

1. Définitions et notations. Soit P 'ensemble des valeurs absolues de Q,
on note ||, la valeur absolue archimédienne et ||, la valeur absolue p-
adique normalisée.

On désigne par Q, le corps des nombres p-adiques, par Z, son anneau
de valuation et par C, la complétion de sa cloture algébrique (on pose Q.

=Ret C,=0()
On note:
D,(a,r) = xeC,; |x—a|, <r},
15P(a, r)=xeC,; |x—al,<r],
Cola,r)= xeC,; |x—al|,=r
Soit I un ensemble fini de valeurs absolues de Q, on pose:
I"=Iuvjo] et I =1I\|low].

Si I contient la valeur absolue archimédienne, on appelle I-adéle de Q
tout élément de I'anneau:

=R [] Q,;
pel ™
si I ne contient pas la valeur absolue archimédienne, nous désignons par A,
le sous-anneau de A4;+ formé des éléments dont la composante réelle est
nulle. L’élément unité de A+ est noté e, et pour tout élément x = (X,),.s+
de 4;, on note |x|, = |x,|,.
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Si I'on pose:
Q' =ixeQ; |xl, <1, Vpgl™],

alors, le groupe additif Q'e,;, que nous identifions avec @', est discret dans
A;+ et le groupe quotient A4,+/Q" est compact. Ceci permet de montrer que
tout élément x de A, peut s'écrire d’'une maniére unique sous la forme:
x = E(x)+¢&(x)
avec:
E(xe@', le(x)l,<1 pour pel”, ey (x)e[—%, 3

(pour p¢l, on pose &,(x) = —E(x)). Une telle décomposition est appelée
décomposition d Artin.
Si 0 est un élément algébrique de A,, nous désignons son polynome
minimal par Pmg, nous dirons que 6 est entier algébrique si Pm,eQ'[X].
Avant de rappeler les résultats antérieurs, nous définissons les ensembles
que nous nous proposons de caractériser.

DeriniTion 1.1 [3]. On désigne par U, I'ensemble des éléments 6 de A,
entiers algébriques sur @', vérifiant |6], > 1 pour pel, et dont le polynome
minimal Pm, a tous ses zéros dans le disque D, (0, 1) de C,, a 'exception de
6, pour pel.

DerFiniTion 1.2 [1]. Soit p’ une valeur absolue de Q, on désigne par sy
'ensemble des éléments 8 de U,, tels que les zéros, dans C, de Pm,
appartiennent au disque D (0, 1), 4 I'exception de 6, si p’ appartient & I.

Nous posons: S] = () Sf.

r'el

L'ensemble S;° est appelé ensemble de Pisot de A,.

Notations. Si (4, 6) est un couple d’éléments de A, tel que |6], > 1
pour tout pel (8, > 1 si oo €l), nous posons:

I = n”’la‘” I~ = n |A|Ip et q= l—[ llglp'}

pel pel ™ pel ™

u,=E(@8" et ¢, =¢(40".
On définit des suites (s,), (¢,) et (x,.,) par les égalités:
{s,, =u,—0u,., =0¢,_,—¢, pour n=1,
So = Ug = A—¢gp;
tlo=¢, ti=-60, t,=0 pour n=2;
=2 2 tiljUntn-a+p-
i=0j=0

Nous désignons par D, le déterminant de Kronecker d’ordre r+1 de la
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suite (u,), c'est a dire:
D, =Det(4+), i=0,1,...,retj=0,1,

et par X, la matrice d’éléments x,, od O<m<ret O<sns<r
Les caractérisations déja connues des ensembles precedents s'expriment
par les théorémes suivants:

Tueoreme 1.1 [3]. Un élément 6 de A, vérifiant |6, >1 pour pel
(0., > 1 si oo €l) appartient a U, si, et seulement si, il existe un element A de
A, tel que |A|,>1 pour pel, et que I'on ait pour tout n€N:

1
2eq?(1+0%)(1+logl)’

TueoreME 1.2 [1]. Un élément 6 de A,, vérifiant |0], > 1 pour tout pel
(0, >1 si oo€l), appartient a SY' si, et seulement si, il existe un élément
inversible i de A, tel que I'une des condmons suivantes soit verifiée:

(i) 0 est algébrique et lim g, (40") =

n—o

(i) La série Y |e(A0")3 converge.

e (A0")] o <

Dans les deux cas A appartient a I'anneau Q'(6).

Au § 2, nous 1nd1quons de nouvelles caractérisations de I'ensemble de
Pisot S°: puis au § 3 nous donnons un critére.de rationalité qui constitue
une version adellque de celui de Cantor (cf. [2] et [4]), et dans les
paragraphes 4 et 5 nous appliquons ce critére 4 de nouvelles caractérisations
des ensembles U, puis S7.

Nous ne démontrons que les conditions suffisantes, les conditions
nécessaires étant contenues dans celles de résultats antérieurs. De plus, dans
tous les cas envisagés 4 appartient a Q'[6], nous ne le répéterons pas.

2. Caractérisation de S{°. Nous démontrons d’abord le théoréme suivant:

THEOREME 2.1. Un élément 0 de A, vérifiant |6|, > 1 pour pel (6, > 1 si
oo €l), appartient a S[° si, et seulement si, il existe un élément inversible A de
A, et des nombres réels (u,),.p vérifiant 0 < p, < 1, avec p, =1 sauf pour un
nombre fini dindices, tels que I'on ait, pour n assez grand:

le(A0"| o < poon™ 2,
le(A0")|, < pp,  pour p # 0,

avec la condition suivante:

3 [k <

peP

1
2eq* (1+6,)*

La démonstration utilise le lemme suivant:
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LemMmE 2.1. Si, pour toute valeur absolue ultramétrique p, il existe deux
nombres réels p, et o, vérifiant:

O<u,<1 e 2,20
avec p, =1 et a, =0 sauf pour un nombre fini d'indices, et tels que I'on ait:
le(A0"), < pon P pour n>1,

e, < .
Alors:

22 [T 10, < 1= (a* TT wY(e—1Y) **=".

p#om pE®
Démonstration. Pour tout p # oo, on a l'inégalité:
ID,|, < max |u;g, Sy4ips -5 Serilp
ou (ig, iy, ..., i,) décrit I'ensemble des permutations de 0, 1, ..., r, d’ou:
D, < {”FIAIpr’Ip'((r—l)!)_“" si pel,
r - =t .
N V74 (2 V1) I si p¢l*
et 'on en déduit le résultat.
Démonstration du théoréme 2.1. En effectuant, au besoin, une
translation des indices et en modifiant la valeur de 4, on peut supposer que

toutes ces inégalités sont vérifiées pour neN.
Alors, d’aprés le lemme 2.1, on a:

(2.3) [T 1D, <17 (q* TT -

p#oo p# o

Si I contient la valeur absolue archimédienne, un calcul analogue a celui
qui a été fait pour I'ensemble S (cf. [4], § 3) permet d’écrire:

T Y [l < 442 (r4+1)(14+6,.)* +0(log ).

m=0n=0

Alors, en utilisant successivement la majoration d’'Hadamard et linégalité
entre moyenne arithmétique et moyenne géométrique, on obtient:

l r r r+1
IDrlfn = IDC( Xr,i: g (— z.- Z Ixm.ulgo)
r+1 0

m=0n=
d’ou:

(24) ID,|Z < (4p2 (1 +0,)* +o(1)) 1.
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Si I ne contient pas la valeur absolue archimédienne un calcul analogue
permet d’écrire:

r r r r

Y X maln= Y X umenln S 4l (r+1);
m=0n=0 m=0n=0

d'oui:

(2.5) |D,|%, < (4pi)y*t.

En combinant, suivant le cas, les inégalités (2.3) et (2.4) ou (2.3) et (2.5),
on obtient:
[11D, < K (247 (1460 (koo +0(V) [T )
peP p#E®
ou K est une constante. Par conséquent si la condition (2.1) est vérifiée on a:
lim [T1D,], = 0,
r—opeP
ce qui implique que D, est nul & partir d’'un certain rang, donc la série
Y u, X" est rationnelle et 6 appartient & S;°, d’aprés le théoréme 1.2.

neN

Le corollaire suivant donne une caractérisation simple de S/°, qui
rappelle celle de I'ensemble S [4], il se déduit immédiatement du théoréme.

CoroLLAIRE. Un élément 0 de A; verifiant 0|, > 1 pour tout p€l, appar-
tient a S{° si, et seulement si, il existe un élément inversible A de A, tel que 'on
ait:

£ (A0") = o(n™ 3.

En prenant I = {00!, le théoréme 2.1 permet d’obtenir des conditions

suffisantes pour qu'un nombre réel soit un nombre de Pisot; par exemple:

THEOREME 2.2. Soit 8 un nombre réel strictement supérieur a 1, s'il existe
un nombre réel A non nul et un nombre premier p tels que I'on ait:

1467 = O (n™ %)
et

lim u,|, =0

n—o

alors 6 est un nombre de Pisot et A appartient a Q(6).

3. Critére algébrique de rationalité. La démonstration de ce critére se fait,
dans ses grandes lignes, de la méme maniére que dans le cas réel, aussi nous
contenterons-nous de I'énoncer.
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Notations. A une suite (u,) déléments de Q' on associe la famille des
matrices A(Q,) délinies de la maniére suivante:

On désigne par 2, l'ensemble des suites croissantes de r+1 entiers
naturels, de la forme:

2, =(0,9y,....9) ou0=g,<gq, <...<gq,,

et 'on se donne une suite (r,) d’éléments de A, vérifiant ¢, = e;; on pose
alors:
A(Qr)=(xqi.j)t f=0,...,r:j=0,...,r,

Nous pouvons énoncer:

TuEoRrEME 3.1. Soit (u,) une suite d'éléments de Q' vérifiant uy # 0, et soit
(t,) une suite déléments de A, telle que t, = e.

La serie Z u, X" est rationnelle si, et seulement si, il existe un entier
neN

naturel r tel que I'on ait;

[1Det4(Q)l, <1  pour tout Q,€ 2,.
pe P

4. Caractérisation de U,. Nous allons d’abord indiquer des majorations
pour les différentes valeurs absolues de Det A(Q,).

Par ailleurs, si I contient la valeur absolue archimédienne, il est souvent
commode de supposer u, > 1, c'est pourquoi nous supposons dans ce cas:

0.>1 et A,>3/2; en ce qui concerne les autres valeurs absolues, nous
supposons 6], > 1 et |4], > 1.

Lemume 4.1. Soit (4, 0) un couple d’éléments de A, vérifiant les conditions
ci-dessus. On suppose qu'il existe des réels (u,),.p- et (2p)pe p- tels que:

O<u,<1, «,20,

avec p, =1 et a, =0 pour presque tout p (c'est-a-dire pour tout p n'apparte-
nant pas un certain sous-ensemble fini), et que soient réalisées les inégalités
suivantes:

4.1) [e(A0"), < u,n P pour peP~ et neN.

Alors, pour tout entier r et tout Q,c 2, on obtient les majorations
suivantes:

luoly (1 1017 (r—= 1)) pour pel-,
4.2 Det A < 2 et
42) IDet 4(Q,), {lé”((?—l)!) . kit
La démonstration utilise le méme type de calculs que celle du lemme 2.1.
LemmE 4.2. On suppose qu'il existe deux nombres réels o et a veérifiant:
0<o<l ea 0<o<1/2,
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tels que linégalité suivante soit réalisée pour n=1 et m = 0:

(4.3) (1+6,)? mf le (A0 ) —e (2092 < (o(n+ 1))

i=m

alors, pour tout reN et tout Q,€ 2,, on obiient les majorations suivantes:

, (er+1)*

( T 0.+ 1)’
(4.4) [Det A(Q,)| . < {Q 4 1))0’(r+ 1) sioo¢l.

1/2
) (e(r+ 1))y sioco€el,

Démonstration. La premiére inégalité s'obtient comme dans [2],
pour la seconde on remarque que l'on a:

Xmn = sm(gm"'n)'
et lon utilise la majoration d’Hadamard.

THEOREME 4.1. Un élément 0 de A, vérifiant |0], > 1 pour pel (0, >1si
o €l), appartient a U, si, et seulement si, il existe un élément 7 de A, et des
nombres réels (Hy)pep-, € € o fels que:

|Al,=1 pour pel, 4,232 si ®© el,
0<pu,<1 et p,=1 pour presque toul p,
0<o<1/2 ea 0<pg<l,
et que soient réalisées les inégalités (4.4) et:
4.5) le(A0M|, < u, pour neN et peP™,
en supposant vérifiée Tune des deux conditions suivantes:

a

) i wel,
(4.6) max(e, Q(pel;I— e e oo Tlog (- W +D7) si o0
g :
(4'7) max(g'; Q( 1_[ ;‘qu)”a) < 3[20 ;log}_} St 0 ¢I'

pelP™

La démonstration de ce théoréme rejoint, dans ses grandes lignes, celle

du théoréme 2.1 de [2]. ‘ o
Le résultat suivant peut étre considéré comme un corollaire du théoréme

4.1:

TueoreME 4.2. Un élément 0 de A; vérifiant 0], > l pour pﬂef @6, > lds:
w €l), appartient a U, si, et seulement si, il existe un élément A de A, et des

nombres réels (jt,),cp tels que:

|Al, =1 pour pel et Ao =3/2 si wel,

3 — Acta Arithmetica L113
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O<pu,<1 e O<p,<(1+6,)7%,

avec p, =1 pour presque tout p, et que I'on ait:
le(A0"), < 4, pour n=0 et peP,

en supposant réalisée la condition suivante:

1
48 G e ,
e max(pre]p#’ a2 )ce(l+9j(2+.flogf)

5. Caractérisation des ensembles S{. Pour tout couple (I, J) de sous-
ensembles finis de P, le théoréme 3.1 permet de caractériser 'ensemble S7.
Les caractérisations obtenues s’expriment soit par des conditions asymptoti-
ques, soit par des conditions devant étre vérifiées pour tout n; elle s'obtien-
nent & partir des inégalités établies dans les paragraphes précédents, nous
n'énoncerons que les plus importantes.

THEOREME 5.1. Un élément 0 de A, vérifiant |6], > 1 pour pel (6, > 1 si
o €l), appartient a S{° si, et seulement si, il existe un élément de A, et des
nombres réels a et (u,),.p vérifiant:
A, =1 pour pel et Ayo=3/2 si wel,
0<a<1/2,
0<w,<1, avec p,=1 pour presque tout p,
tels que lon ait:
[e(A0")| < pon™*  pour n>1,
el < toos
le(A0"), < pu, pour n>0 et peP”,
et que soit vérifiee la condition suivante:

(1—20)! ¢
54 ﬂ.“" = 2eq?(1+0,)7 (2+(log ) )

On démontre ce théoréme en utilisant des méthodes analogues a celles
qui nous ont permis d’obtenir les théorémes 4.1 et 5.2 de [4].

THEOREME 5.2. Soit J un ensemble fini de valeurs absolues de Q ne
contenant pas la valeur absolue archimédienne. '

Un élément 6 de A, verifiant |6|,>1 pour pel (0,>1 si o €l),
appartient a Sj si, et seulement si, il existe un élément ) de A, et des nombres
reels A, 0, (&,)pes e (Up)yes Verifiant:
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Al,=1 pour pel et Ay=3/2 si wel,
>0, O<yp,<1, 0<o<1/2, A>0,

et tels que I'on ait:

(5.2) Jllf-(le")l,, <u,n P pour n=1 et pel,
- le(Dlp < Kps
m+n—1
(5.3) Y le(A6*Y) < A*n**  pour m=0 et n>1,

en supposant de plus, veérifiee I'une des conditions suivantes:

) o-Y a, <0,
ped
ii A < L
(i) o= Ej“ﬂ % a Bﬂ’ eq*(1+0,)

Démonstration. En utilisant I'inégalité d’Hadamard, on peut montrer

(cf. [2], démonstration du théoréme 2.1) que I'on a:

D2, < (u3+ A% (140,) (r+1)2°) (A% (1 +0,0)* (r+ 1)y
d’ou:

4 20y +1 uj 1 He
DAt < (A(1+6)" -+ DY (A2(1+9,0)“(r+1)3’+(1+9m)3)
et: .
(5.4 D, < k(A(1+6*(r+1)°Y*!,  pour neN,

ou k est une constante ne dépendant que du couple (6, 1) et de la constante
A.
Les inégalités (4.2) et (5.4) permettent d’écrire:

TTIDJ2 < k™ (A1 +02(r+1)°F* 1 TT (1,100 ((r— 1))~

pelP pel ~
oll nous avons posé & = ) a,.

ped
D’aprés la formule de Stirling on a:

r—1
=13 (’:1) J2rr-1)

d’autre part, on a:
r+1\7! 2
log( 1 =(r—1)log|1+ <2
r—

r—1
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d’ou:
(r+1y*t <e?(r+1)*(r—1y"1;

par conséquent nous pouvons €crire:

[11D, < K(r+ 12— 1y~ (eg? sy (r— 1)~
reP
ol K ne dépend que du couple (8, 4) et de la constante A.
Dongc, si 'une des conditions (i) ou (ii) est vérifiée, 'on a :

lim [T D/, =0,
) r=opep
et D, =0 pour r assez grand ce qui implique la rationalité de la série

Y u, X", et la démonstration s'achéve comme dans les cas précédents.
neN

En modifiant A et en effectuant une translation des indices, on obtient le
corollaire suivant:

THEOREME 5.3. Un élément 6 de A, vérifiant |6], > 1 pour pel, appartient
a Si si, et seulement si, il existe un élément inversible } de A, et des nombres
réels positifs (x,),; tels que I'une des deux conditions suivantes soit vérifice:

(i) le(26"), = O(n" ")  pour peJ,
avec:
a=) a,>1/2 et a,>0.
ped
(ii) le(A0M), = O(n""")  pour pel,,

le(A6")], = o(n" ")  pour peJ,
ou J, nest pas vide, et ou J, et J, forment une partition de J, et ou, de plus:

1
@, >0 pour peJ, e a,20 pour peJ,, a=Y a,> 3

L'originalité et I'intérét de cette caractérisation résident dans le fait que
la valeur absolue archimédienne n’y joue pas de réle particulier. De plus,
nous pouvons en déduire des conditions suffisantes pour qu’un nombre réel
soit un nombre de Pisot.

ped

THEOREME 5.4. Soit (A, 6) un couple de nombres réels vérifiant: i # 0 et
0 > 1. Alors, si I'une des conditions suivantes est vérifiée, 0 est un nombre de
Pisot et A appartient au corps Q(6).

) 1467 = 0(n ") ou &g >0,

et il existe un ensemble fini J de nombres premiers, et des nombres réels positifs
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(a)pes tels que I'on ait:
lul, =O0(n""")  pour pel,
avec:
a= Y o, 1/2.
ped
(ii) 107 = O(n *®) ou oy >0,

et il existe deux ensembles finis disjoints de nombres premiers J, et J,, et des
nombres réels (a,)pes, w1, tels que lon ait:

[ul, =0(n "), a,>0 pour pelJ,,
lup, =0(n""?), o, >0 pour peJ,
avec:
Y a=2% siJ#0,

pelyudsy
a>3 siJ,=0.
pedyudsy
ConcLusioN. Nous avons obtenu plusieurs caractérisations de types
différents, celles s'expriment par des conditions asymptotiques ou des condi-

tions devant étre vérifiées pour tout n.

Cest dans le cas des ensembles S7 que I'amélioration est la plus sensible.
Les caractérisations obtenues nous permettent en plus d’obtenir des résultats
concernant les nombres de Pisot, bien qu’il ne s'agisse pas de propriétés
caractéristiques.
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