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B, & ¢, S e4,4, such that £,[b}] = f,[c;]. This shows that there are feas%ble sequences
BF ¢ sﬁch ’chgt Fxo = fx, for all (k,b,c)-amenable sets X,, X, which concludes
the proof of (8). : . .
(7) is an easy consequence of (8) and Claim 14, because En[m(0), m(1)) is
a #-witness and F*(X)nm(1) = F¥(X;)nm(1)" for all amenable X, and X.
This concludes the proof of Sublemma 15, Lemma 6 and Theorem 1. B & B
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Sur le nombre de céotés d’une sous-variété
by

Robert Cauty (Paris)

Abstract. Let 4 be a connected, locally connected and Iocally closed subset of a metric spaceX
which is locally two-sided in X in the sense that every point x of A has arbitrary small connected
neighbourhoods I such that N4 has exactly two components whose closure contains x. We use
elementary methods from sheaf theory to study when A is globally two-sided in X (i.e., 4 has a con-
nected neighbourhood ¥ such that ¥\ 4 is not connected). We give some applications to concrete
examples.

1. Introduction et notations. Soient X une variété de dimension n+1, et A une
variété connexe de dimension 7 (pas nécessairement fermée) contenue dans X, On
dit que 4 a deux c6tés dans X si elle a un voisinage ouvert connexe W dans X tel
que WN\A ait exactement deux composantes; sinon, on dit que 4 n’a qu'un c6té
dans X. Le problgme de reconnattre quand A a deux cotés se pose naturellement,
et divers résultats partiels sont connus, I'un des plus généraux étant celui de Rus-
hing [7] selon lequel une n-variété simplement connexe localement plate dans X
a deux cdtés (et 2 méme un double collier dans X). Rushing remarque aussi que les
techniques de la topologie algébrique ne semblent pas suffire & montrer quune
n-variété orientable non fermée dans $**! a deux c6tés. Nous montrerons dans cet
article que I'utilisation des premiers éléments de la théorie des faisceaux permet de
caractériser les sous-variétés ayant deux cotés (voir le corollaire 2.2). L’avantage de
notre approche abstraite est qu’elle s’applique  des espaces beaucoup plus généraux
que les variétés; il suffit que 4 soit un sous-espace localement fermé et localement
connexe d'un espace métrique X “séparant localement X en deux morceaux”. A titre
d’exemple d’applications de ce raisonnement général, nous prouverons les résultast
suivants:

(1) Soit 4 un sous-ensemble connexe et localement connexe d’un espace mé-
trique X qui a en tout point un double collier local dans X (voir section 2 pour
la définition). Alors

(@) Si 4 n’admet pas de revétement non trivial & deux feuillets, 4 a un double
collier dans X. )
(b) Pour toute distance admissible d sur X, 4 a un double collier dans X si, et
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seulement si, il existe une suite de fonctions continues f,:'4 - X\4 qui converge
localement uniformément vers Iinclusion i: 4 — X.

(2) Soit Q une variété ouverte connexe de dimension n. Si le compactifié de
Freudenthal Q* de Q peut &tre plongé dans une variété de dimension n+ 1, alors Q
contient un compact K tel que O\K soit orientable.

(3) Si M est une surface non orientable, la S-courbe 4,, de Borsuk [1] n’admet
aucune immersion dans une surface orientable.

L’idée de départ de notre construction est celle que Rushing appelle dans [7]
la “démonstration évidente” et qu'il discute en détails pour conclure quelle est
impraticable. Si P est un ouvert de X tel que P\4 ait exactement deux composantes,
le choix d’une composante de P\A détermine une orientation “cohérente” de tout
“vecteur” transverse & 4 en un point de P 4. Inversement, s’il est possible de choisir
de fagon “cohérente” une orientation de tout “vecteur” transverse & A en chaque
point de 4, on suppose que 4 a deux cdtés dans X. La construction du faisceau N
4 la section 2 donne un sens & cette approche informelle, et montre que cette supposi-
tion est juste. .

Tous les espaces considérés dans cet article sont supposés métrisables. Sauf
mention du contraire, une variété est supposée sans bord. Une surface est une
variété de dimension deux. Un disque D est un espace homéomorphe au disque
unité fermé du plan R?; son bord est noté D, son intérieur D; un espace homéo-
morphe & D est appelé un disque ouvert.

Notre référence générale pour la théorie des faisceaux est [4]. La restriction d’un
faisceau & 2 un sous-espace 4 sera noté |4, et son image réciproque par une
application f par f*#

Notre référence generale pour l’homologle est [5]. Nous noterons H?(X, A)
le groupe de cohomologie d’Alexander-Spanier de dimension p du couple (X, 4)
4 coefficients entiers (cochaines arbitraires), et H°(X) le groupe de cohomologie
réduite en dimension zéro de I'espace X. Si U est un sous-ensemble de X et ¢ un
&lément de H °(X), nous noterons z| U Pimage de ¢ dans f °(U) par I'homomorphisme
induit par Pinclusion de U dans X.

Si X est un espace localement compact et G un groupe abélien, nous noterons
H(X, G) le groupe d’homologie de dimension p introduit au chapitre 4 de [5].
Quand G est le groupe Z des entiers, nous écrirons simplement H,"(X). Rappelons
que, si U est un ouvert de X, il y a un homomorphisme naturel ¢: H(X;6) -
~ H(U, G).

Si A est une variété de dimension #, le faiscean d’orientation O , de A est le

faisceau associé au préfaiscean U~— HP(U) (avec les homomorphismes de restric-
tion p mentionnés ci-dessus).

2. Un faisceau. Dans cette section, X désigne un espace métrique, et 4 un

sous-ensemble localement fermé de X vérifiant en omtre les deux conditions
suivantes :
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(H1) A est connexe et localement connexe et a dans X un voisindge localement
connexe

(H2) Tout point x de A a dans X des voisinages ouverts connexes afbitréirement
petits P tels que P\A ait exactement deux composantes, la fermeture de chacune
d’elles contenant PN A.

Un voisinage ouvert P d’un point x de A4 satisfaisant I’hypothése (H2) sera
appelé un voisinage distingué de x, et les deux composantes de P\A4 seront alors
notées Pt et P™. .

Les deux exemples les plus classiques de couples (X, 4) vérifiant ces deux con-
ditions sont les suivants:

ExeMpLs 1. X est.une variété de dimension n+1 et 4 une variété de dimension n
(pas nécessairement fermée dans X ni localement plate).

ExeMPLE 2. A est connexe et localement connexe et a en tout point un double
collier local dans X, i.e., pour tout @ dans 4, il existe un voisinage ouvert U de a4
dans 4 et un homéomorphisme 4 de Ux [—1, 1] sur un voisinage de'a dans X tel
que i(x,0) = x pour tout x dans U. (Si U = 4, nous dirons que 4 a un double
collier dans X.)

LemMe 1. Si U est un sous-ensemble connexe de A ouvert dans A, et W un
ouvert de X contenant U, il existe un ouvert connexe M de X vérifiant

@) MnA =10,
i) Mcw,
(iii) M\A4 a au plus deux composantes.

Démonstration. Pour tout x dans U, (H2) permet de trouver un voisinage
distingué P(x) de x contenu dans W et tel que P(x)n 4 < U; soient P*(x) et P™(x)
les composantes de P(x)\4. L'ensemble M = |) P(x) vérifie évidemment (i) et (ii).

xeU

Soient x, x" deux points de U tels que P(x)nP(x)nA4 # @, soit y un point de
P()NP(x)INA, et soit Q un voisinage distingué de y contenu dans P(x) nP(x").
Puisque ye P¥(x), QnP*(x) # @, et I'une des composantes 0%, 0~ de O\4,
soit Q%, rencontre P¥(x), donc est contenue dedans. De méme, P (x) contient un
des deux ensembles Q% et Q7 ; puisque P~ (x)nP*(x) = @, P (x) contient Q7.
Par le méme raisonnement, QF est contenu dans une composante P*(x') de
P(x')\4, et 0~ dans I'autre PF(x’). Alors, (P(x)UP(x))\4 est.réunion des deux
ouverts connexes PT(x)UPE(x") et PT(x)UPF(x'). Par récurrence, si X, ..., X,
sont des points de U tels que P(x)nP(x;4;)NnA # D pour 1<i<n, alors
(PGxp)U... UP(xIN\A a au plus deux composantes connexes. La connexité de U
entraine alors que M vérifie (jii).

Nous dirons que 4 a deux cétés dans X s§’il posséde un voisinage connexe P
dans X tel que P\4 ait deux composantes. Dans le cas contraire, nous dirons que- 4
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n’a qu'un cété dans X; alors, pour tout voisinage connexe P de 4 dans X, P\A est
connexe.

Si U est un sous-ensemble de 4 ouvert dans 4, nous noterons .4 (U) ’ensemble
des ouverts M de X vérifiant

D Mnd=U,
) M A est fermé dans M.

Puisque 4 est localement fermé dans X, 4 (U) # . Ordonné par inclusion,
# (U) est filtrant. Par suite, les groupes H°(M\4), M e # (U), avec les applications
de restriction H°(M\A) - HO(M'\4) (M, M'e #(U), M>M’) forment un
systéme inductif, dont nous noterons N(U) la limite inductive. Pour M dans . (U),
nous noterons ji I’application naturelle de H°(M~\4) dans N(U).

Soient ¥V < U des ouverts de 4. Pour M € 4 (U), soit M' = M\(U\V). Puisque
U\V est, d’aprés (1) et (2), fermé dans M, M’ est ouvert dans X; M'n4
= MnANUNY) = Vet M'n A = M’ n(Mn A)est fermé dans M’. L’ensemble M’
appartient donc & (V). Les applications de restriction de Ho(M\A4) dans
H°(M'\4) déterminent alors un morphisme du systéme inductif définissant N(U)
dans celui définissant N(¥). Nous noterons sa limite inductive ry: N(U) — N(¥).

Nous obtenons ainsi un préfaisceau N sur 4. Nous noterons N Ie faisceau associé.
Pour tout ouvert I/ de 4, nous noterons N (U) Pensemble des sections continues
de N auv-dessus de U, et 8y, ou simplement 6, application naturelle de N(U) dans
N(U). La fibre de N en un point x de 4 sera notée N, et la valeur d’une section
se N(U) en un point x sera notée s,.

LemMe 2. N est un faisceau localement constant de fibre Z.

Démonstration. Il suffit de montrer que, pour tout point x de A, il existe
un voisinage ouvert connexe U de x dans 4 vérifiant

O NV =z2Z,
(i) Pour tout y dans U, l'application s ~- (6y(s)), de N(U) dans N, est un
isomorphisme.

Soit P un voisinage distingné de x dans X. Soit U un voisinage ouvert connexe
de x dans 4 contenu dans Pn.A. Soit #'(U) le sous-ensemble de .# (U) formé
des ouverts M contenus dans P et tels que M\A ait au plus deux composantes.
Draprés le lemme 1, .#'(U) est cofinal dans .# (U). Pour M dans 4'(U), M\A
est réunion des ensembles disjoint MNP+ et M P ™. Puisque x est adhérent 3 P*
et & P~, ces deux ensembles sont non vides; ce sont donc les composantes de M\ A.
Par suite, HO(M\A4) = Z et, si My c M, sont deux ensembles de . "(U), lapplica-
tion de restriction de H °(M,N\A4) dans F°(M,\A4) est un isomorphisme, 11 en résulte
que N(U) = Z et que, pour tout M dans 4'(U), 3 H°(MN\A) - N(U) est un
isomorphisme.

De méme, si ¥ est un ouvert connexe non vide de 4 contenu dans U,etsi #4'(V)
est Pensemble des éléments M’ de .# (V) contenus dans P et tels que M'\4 ait au
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plus deux composantes, alors N(V) = Z et j: A%M'\4) > N(¥) est isomor-
phisme. Mais, si M e 4'(U), alors M' = M\(U\V) vérifie M'\4 = M\d4, d’ou
il résulte que M’ appartient & #'(V) et que I'application H(M\4) - HO(M '\ 4)
est Iidentité. Ceci entraine que ri: N(U) > N (V) est un isomorphisme pour tout
ouvert connexe ¥ de 4 contenu dans U. La connexité locale de 4 entraine alors
que U vérifie (i), d’olr le lemme.

Rappelons quelques faits connus. Un faisceau N localement trivial de fibre Z,
regardé comme espace étalé dans A4 est un revétement. Si N, est le sous-ensemble
de N qui est la réunion des générateurs des fibres N, x € 4, alors N, est un revéte-
ment 2 deux feuillets de 4. Si U est un ouvert connexe de A, alors N(U) s 0 si, et
seulement si, la restriction de N, & U est le revétement trivial de U; dans ce cas,
N(U) = Z et, si s est un générateur de N (U), alors s, est un générateur de N, pour
tout x dans A.

TuforEME 1. Pour fout ouvert U de A, Papplication 8,: N({U)— N(U) est
surjective.

Démonstration. Nous allons montrer que, pour tout seN(U), il existe
Me #(U) et te HY(M\A) tels que 0, /¥ (£) = 5. 11 suffit de le faire quand U est
connexe. En effet, soient (U));.; les composantes connexes de U, et soit 5; = s|U;,
ie I Puisque X est métrisable et les U; ouverts dans 4, nous pouvons trouver des
ouverts deux & deux disjoints de X, (V)ics, tels que V;n.4 = U; pour tout jel.
Supposons que, pour tout i dans I, il existe L;e #(U)) et ;e AL A) tels que
0, ° j,f;‘(ti) = 5;. Soit M un élément de .#(U) contenu dans ile)l (Lin V). Alors M

est la réunion disjointe des ouverts M; = Mn(L;nV; , donc Papplication naturelle
HO(MA) - T] BYMN4) est surjective; si te HO(M\A) est tel que 1|M A
iel

= t;|M\A pour tout i, alors

0, o JHONU; = Oy, 01 0 131 (E) = B, 0 i (tIMNA) = 5;  pour tout iel,
d’ot 8, oY) = 5. .

Supposons donc U connexe. Si s = 0, P'existence de M et ¢ est évidente; sinon,
d’aprés les remarques précédant le théoréme, N(U) & Z, et nous pouvons supposer
que s est un générateur de N(U). La démonstration du lemme 2 montre que, pour
tout x dans U, il existe un voisinage connexe U, de x dans A4 et un €lément M, de
A (U, tels que M, N\A ait deux composantes My et My, et que ju~: HO(MNA) —
— N(U,) et 8,.: N(U,) — N(U,) soient des isomorphismes. Soit

t,= () 6,110 5

c’est un générateur de H°(M\4) = Z. Nous pouvons identifier H(M,\A4) au
groupe des fonctions localement constantes de M,\4 dans Z modulo le sous-groupe
des fonctions constantes. L’élément de H °(M,\4) représenté par la fonction ¢, qui
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vaut I sur M et 0-sur M est un générateur de H°(M\A4); nous supposerons les
riotations choisies de fagon que ce générateur soit z,.

Alors, si W est un ouvert connexe de 4 contenu dans U, et L un élément de
M (W) contenu dans M, tel que I\A ait deux composantes, la démonstration du
lemme 2 montre que ces deux composantes sont LY = LMy et L™ = LA M.
La fonction { de L\A dans Z qui vaut 1 sur L* et 0 sur L™ est la restriction de (p,,
donc Pélément u de HO(INA) qu'elle représente est t]LN\A. Par suite, 8,, o jE(u)
=0, °ji*(t)|W. Si U, contient aussi L, nous avons encore I\A = (Ln UHu

U(LNU.) et nous pouvons "définir une fonction " analogue 3  représentant u’
tel que 6,¢ jEen = B0 _]u: AN = 0, 0 j2=(2)|W. Puisque 0,, o j= est un iso-
morphisme d’aprés la démonstration du lemme 2, ¥ et Y’ représentent le méme
élément, dott LY = LU} et L~ = LnU;.

Puisque X est métrisable, nous pouvons trouver une famille ¥~ d’ouverts de X

recouvrant (J M, et telle que, si ¥V et ¥’ sont deux élements de ¥~ qui se rencontrent,
XeAd

il existe xe 4 tel que M, contienne VU V’. Soit {W,/f € B} une famille de sous-
-ensembles ouverts connexes de A recouvrant U telle que, pour tout § dans B, il
existe un élément ¥ de ¥ contenant W,. Le raisonnement du lemme 2 permet de
trouver un Lge . (W), contenu dans ¥V, donc aussi dans un élément de
{M,/xe A}, et tel que L,\A ait deux composantes connexes L; et L;. D’aprés
ce qui précéde, nous pouvons supposer les notations choisies de fagon que, pour
tout x dans 4 tel que M, contienne Ly, Ly = L,nU; et Ly =L;nUy.

Soit M = U L,,, c’est un ouvert de X contenudans |J M, ettelque M4 = U;

xed

si U est fermé dans U M. (ce que ’on peut obtenir en prenant les M, contenus dans
xed

un élément fixé de # (U)), alors M appartient & . (U). En outre, M\A = MTuM™
ot M¥* = JL; et M~ = L; . Les ensembles M* et M~ sont disjoints car sinon

B B
il existerait §; et f, tels que @ # Lj, nL;, < ¥, 1\ Vp,; il y aurait donc un x dans 4
tel que M, contienne ¥, U Vp,, d’olt L, = Ly, " My et Ly, = Ly, n My, contraire-
ment au fait que les ensembles M, et M, sont disjoints. Par suite, la fonction [0}
égale d 1 sur M™ et 2 0 sur M~ représente un élément ¢ de H°(M\4). Pour tout g
dans B et tout x tel que. M, contienne Ly, il résulte de ce qui précéde que ¢|(L,\4)
= ¢,{(Lp\4), donc que ¢|(LN\A4) représente 7,|LN\d, d’ol

0,012 O Wy = By, o i (B LNA) = 5| W
Ceci étant vrai pour tout § dans B, 6,jM() = s.
CorOLLAIRE 1.1. 4 a deux cotés si, et seulement s5i, N(4) # 0.

Démonstration. Que 4 ait deux cotés quand N(4) 5 0 est implicite dans la
démonstration précédente. La réciprogue découle de la démonstration du lemme 2.

Draprés les remarques précédant le théoréme, si N(4) = 0, alors N, est un
revétement non frivial & deux feuillets de 4, d’ol le
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CoROLLAIRE 1.2. Si A n’a pas de revétement non trivial a deux feuillets, il a deux
cotés dans X. .

Notons le cas particulier suivant du corollaire 1.2, qui généralise le résultat
de Rushing cité dans l'introduction.

COROLLAIRE 1.3. Soit A un sous-ensemble connexe et localement connexe d'un
espace métriqgue X ayant en tout point un double collier local dans X. Si A n’admet
pas de revétement non trivial a deux feuillets, alors A a un double collier dans X.

Démonstration. D’aprés le corollaire 1.2, il existe un ouvert P contenant A
tel que P\A ait exactement deux composantes P¥ et P~. Alors, 4 a en tout point
un collier local dans P* U 4 (resp. P~ L 4) donc, d’aprésun théoréme de M. Brown [2],
a un collier dans Pt u 4 (resp. P~ W A4). Le corollaire en résulte immédiatement.

3. Le cas des variétés. Dans cette section, nous supposerons que X est une
variété de dimension n+1 et 4 une variété connexe de dimension », pas nécessaire~-

-ment fermée ni localement plate dans X. Nous commencerons par étudier les relations

entre le faisceau N et les faisceaux d’orientation 0, et @y de A4 et de X respectivement.

Nour aurons besoin de la forme suivante de la dualité de Poincaré (voir [5],
pages 361-363): Soient M une n-variété orientable, et U un ouvert de M. Toute
classe fondamentale pue H;°(M) définit un isomorphisme

D,: HY(M,U) - HZ (M\U).

Le remplacement de u par —pu change D, en —D,. De plus, si M, est un ouvert
de M, Uy = M;nU et p, la restriction de p & M,, le diagramme suivant, ol les
applications horizontales sont induites par des inclusions, commute,

Hq(M’ U’)‘"‘—'_—)Hq(er UI)
(*) ,¢Dn Dy,
Hniq(M\U) —— H2 (M\U,) .

(Cette propriété n’est pas énoncée explicitement dans [5], mais sa vérification est
immédiate.)

TaEOREME 2. Les faisceaux N ® (Ox|A) et 0, sont isomorphes.

Démonstration. Soit % l’ensemble des ouverts U de A vérifiant les conditions
suivantes

(i) U est connexe et orientable,
(i) N(U) 0,
(iii) U est contenu dans un ouvert orientable de X,

Il est immédiat que % est une base de la topologie de A. Par suite, pour construire
un isomorphisme de N ® (0y|4) sur 0, il suffit de construire, pour tout U dans %,


Artur


80 R. Cauty

un isomorphisme a,: N(U) @ (0xl4)U) ~ 0,(U) de fagon que, si U’ < U sont
deux éléments de %, le diagramme suivant commute

W) ® O 4)(U) ——0,(U)
(+)
RWU) @ O A) (U ——0,U".

Pour U dans %, soit #(U) le sous-ensemble de .# (U) formé des ouverts M
connexes vérifiant

(iv) M\A4 a exactement deux composantes,
(v) M est orientable.

Compte tenu de (ii) et (iii), il résulte de la démonstration du théoréme 1 que
M o(U) est cofinal dans . (U). Soit M e M o(U). 1l résulte de la démonstration du
lemme 2 que 6,07 est un isomorphisme de H (M\4) sur N(U). Puisque U est
connexe et orientable, HX(U) est isomorphe & 0,(U). Puisque M est orientable,
Oy|M est trivial, donc, U= MnA étant connexe, Ox|ADHU) = HG (M) = Z;
si p est un générateur de H,3 (M), le générateur de (0x]4)(U) qui lui correspond
est la restriction 2 U de la section de Oy au-dessus de M correspondant & p. Soit
pe HS (M) = Z un générateur. Considérons le diagramme

3
0 —» BM~A) — H (M, M\4) - H'(M)

Dy

4
H>2(U)

dans lequel la suite du haut est une portion de la suite exacte de cohomologie du
couple (M, M\A), et D, est lisomorphisme de dualit¢ de Poincaré. Puisque
HY M, M\A) = H*(U) = Z = A%M\4), et que H'(M) est sans torsion (ce
groupe est isomorphe au groupe de cohomologie singulidre de dimension un de M,
qui est sans torsion d’aprés le théoréme des coefficients universels), 6 est un isomor-
phisme. Par conséquent, f, = D, o & est un isomorphisme. Le remplacement de p
par Pautre générateur —p de H,5,(M) change le signe de D,, donc celui de §,.
Nous- obtenons ainsi un isomorphisme

Bu: Ho(MNA) ® H (M) » H(U) .

Si nous identifions, comme indiqué plus haut, les groupes HO(M\A), H5 (M)
et H*(U) 2 N(U), (0x4)(U) et 0,U) respectivement, il lui correspond un iso-
morphisme

o N(U) ® (04 (U) ~ 0,0).

Si U’ U sont deux éléments de %, si M’ est un élément de #o(U’) contenu
dans M, et si u € HS (M') est la restriction de ue H,% (M), la commutativité
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du diagramme (x) entraine celle du diagramme

HOUMNA) —— H'(M, MA) —> H2(U)
1

R ¢ a D, ¥
BMN4) — H'(M', M'\4)— H(U").

11 en résulte immeédiatement que «, ne dépend pas du choix de M et que le dia-
gramme (*x) commute, d’ott le théoréme.

Pour exploiter le théoréme précédent, nous avons besoin d’une observation
élémentaire.

LemMe 3. Soient X espace connexe, P et Q deux faisceaux localement triviaux
de fibre Z sur X, et R le faisceau produit tensoriel P ® Q. Si deux des faisceaux P, Q,
R admettent une section non triviale sur X, il en est de méme du troisiéme.

Démonstration. Soient P,, Q., R, les fibres des faisceaux P, O, R en un
point x de X. Alors R, = P, ® @, = Z. Si une section d’un des faisceaux P, Q, R
sur X n’est pas triviale, elle ne s’annule en aucun point, donc il est clair que si P et O
ont des sections non triviales sur X, alors R aussi. Si P et R ont des sections non tri-
viales s et ¢, ils en admettent telles que, pour tout x, s, et #, engendrent P, et R,
respectivement. Il est facile de vérifier que I’on définit une section continue u de @
en prenant pour tout x le générateur u, de Q, tel que s, ® u, = f,.

A étant connexe, le faisceau 0, a une section non triviale si, et seulement si, 4 est
orientable; N en a une si, et seulement si, A a deux c6tés dans X. Enfin, 'existence
d’une section non triviale de @y|4 équivaut 2 celle d*une section non triviale de Oy
au-dessus de 4; celle-ci peut s’étendre 4 un voisinage de 4 dans X (voir [4], II. 3.3.1),
donc ceci équivaut & existence d’un voisinage orientable de 4 dans X. Le théoréme 2
et le lemme 3 entrainent donc le

COROLLAIRE 2.1. Supposons A orientable. Alors, A a deux cétés dans X si, et
seulement si, elle admet un voisinage orientable dans X.

Si x, est un point d*une variété M, nous noterons w(M, x,) le sous-groupe de
7ny(M, x,) formé des éléments conservant P’orientation. Rappelons qu'un élément
de ny(M, x,) représenté par un lacet w: I — M basé en x, conserve I'orientation si,
et seulement si,  se reléve en un chemin fermé non trivial (i.e. ne s’annulant pas)
dans 0.

Fixons un point x, de 4 et notons i I'inclusion de 4 dans X et i,: n;(4, x) =
— 7;(X, xo) Phomomorphisme induit. Remarquons que, 4 étant un rétracte absolu
de voisinage, il existe un voisinage ouvert N de 4 dans X et une déformation
h: NxI— X telle que (i) 2(x,0) = x pour tout x dans ¥, (ii) A(x, 1) € A pour
tout x dans N, et (iii) #(a, t) = apourtout f e I'siae A. Alors, m,(N, x;) et 7 (A, x0)
ont la méme image dans 7,(X, x,), et il en résulte que 4 a un voisinage orientable si,
et seulement si, iy7,(4, xo) (M, xp).

6 — Fundamenta Mathematicae 132.1
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COROLLAIRE 2.2. A a deux cdtés dans X si, et seulement si, w(4, xo)
= iy o (X, x,)).

Démonstration. Le corollaire 2.1 et les remarques qui précédent traitent le
cas olt 4 est orientable.

Supposons 4 non orientable. Le théoréme 2 et 'argument utilisé dans la démons-
tration du lemme 3 montrent que si un lacet w dans 4 a des relévements fermés
non triviaux dans deux des faisceaux 0, Ox|4 et N, il en a également un dans
le troisieme.

Supposons que A4 ait deux cdtés. D’aprés la section 2, tout lacet » dans 4 a un
relévement fermé non trivial dans N. Par suite, il admet un relévement fermé non
trivial dans 0,4, i.e. conserve orientation dans 4 si, et seulement si, il en a un dans Oy,
i.e. conserve 1”orientation dans X, d’on Pégalité w(4, xo) = iy (@ (X, %o)).

Inversement, supposons que (4, xp) = i, ’(w(X , X)) Daprés la section 2,
4 a deux cotés si, et seulement si, le revétement N est trivial, ce qui, par un argument
élémentaire de théorie des revétements, équivaut a prouver que tout lacet @ dans 4
a un relévement fermé non trivial dans N. Si w conserve lorientation de 4, donc
aussi celle de X, il a des relévements fermés non triviaux dans @, et dans Oy, donc
aussi dans N. Si o renverse I"orientation de 4, donc aussi celle de X, soient w, et w,
des relévements continus de w dans @, et Oy respectivement tels que, pour tout ¢ €/,
o4(t) (resp. @,(2)) soit un générateur de la fibre de 0, (resp. 0y) au-dessus de w(?).
Soit w,(2) le générateur de N, tel que w3(?) ® w,(¢) = ,(¢). L est facile de vérifier
que 5 est un relévement continu de w dans N. Puisque o renverse I'orientation de 4
et de X, 0,(1) = —0,(0) et 0,(1) = —w,(0), d'olt ©3(1) = w;(0), donc w; est un
relévement fermé non trivial de o.

- PROPOSITION 1. Soient X une (n+1)-variété, A une n-variété connexe, f et g deux
plongements homotopes de A dans X. Si f(4) a deux cbtés dans X, g(A) aussi.

Démonstration. Soit #: 4x I — X une homotopie entre f et g. Soient x, un
point de 4, ¥o = f (%), y1 = g(xo) et fi: ny (4, Xo) = T (X, ¥o), gxt mi(A, Xp) —
— 7,(X,y,) les homomorphismes induits. Soit «: - X le chemin defini par
a(t) = h(xy, t); on définit alors un isomorphisme oy : 7;(X, yo) = 7:(X, ;) par
as([0]) = [07 o ). Mest connu que wx(o (X, ¥o)) = 0 (X, y1) et que ay, o fy = gx
Par suite, @ (4, Xo) = f; (@ (X, yo)) entraine w(4, xo) = g, (@ (X, y1)), d'out le
résultat d’aprés le corollaire 2.2.

4. Application au compactifié de Freudenthal. Par une compactification d’un
espace Y, nous entendons un espace compact ¥ contenant ¥ comme sous-ensemble
partout dense. Si Y est un espace localement compact, connexe et localement connexe,
il admet une compactification Y* vérifiant (i) ¥* est localement connexe, (ii) Y*\Y
est totalement discontinu, et (iii) pour tout ouvert connexe U de Y*, UnY est
connexe. L’espace Y*, qui est caractérisé & un homéomorphisme prés par les pro-
priétés (i)-(iii) est appelé le compactifié de Freudenthal de ¥ (voir, par exemple, [6]).
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PROPOSITION 2. Soit Q une variété ouverte connexe de dimension n. Si le com-
pactifié de Freudenthal Q* de Q peut étre plongé dans une variété de dimension n+1,
alors Q contient un compact K tel que Q\K soit orientable.

Démonstration. Supposons que Q* soit plongé dans la variété X" de dimen-
sion n+ 1. Montrons que le couple (X, O*) vérifie les hypothéses (H.1) et (H.2) de Ia
section 2. Clest clair pour (H.1). Pour vérifier (H.2), remarquons d’abord que tout
ouvert connexe U de Q* vérifie les deux conditions suivantes

W) HA(U; Z) = Z, :
(2) Si F est un sous-ensemble propre de U fermé dans U, alors HP(F; Z,)=0.

En effet, puisque Q*\Q est un compact de dimension zéro, la propriété (1) résulte
de lexactitude de la suite :

0 = HP(UNQ; Z,) = HY(U; Z,) » HX(Un Q; Z,) — H.((UNQ; Z;) = 0

et du fait que HP(Un Q; Z,) = Z, puisque UnQ est un ouvert connexe de la
n-variété Q. . .

La propriété (2) résulte de méme de I'exactitude de la suite

0 = HP(PNQ: Z5) — HE(F; Z) ~ HI(F0 Q5 Z3) — HR (NG Z) = 0
et du fait que H?(Fn Q; Z,) = 0 puisque Fn Q est un sous-ensemble fermé propre
de la n-variété connexe UN Q.

Soit alors B un ouvert de X homéomorphe & R**1. La dualité d’Alexander
(15}, corol. 11.17, p. 364) et les propriétés (I} et (2) entrainent que, si U est une
composante connexe de Bn Q%, alors BxU a deux composantes dont U est la fron-
titre commune. La condition (H.2) en résulte facilement.

Nous pouvons donc définir le faisceau N pour le couple (X, 0*). Chaque point x
de QO est contenu dans un ouvert O, qui est orientable et tel que la restriction de N
a O, soit triviale. Puisque Q*\.Q est un compact de dimension zéro, nous pouvons
done trouver un nombre fini d’ouverts deux & deux disjoints Oy, ..., O, de X re-
couvrant O*\ Q et vérifiant

(3) O, est orientable, i =1,..,m,
(4) La restriction de N & U; = 0;n Q* est triviale, i = 1,...,m.

L’ensemble U = U, U...u U, est un ouvert de Q* contenant Q*\Q, contenu
dans 'ouvert orientable O = 0, u...u0,, et tel que la restriction de N a U soit
triviale. Soit K = Q*\U; c’est un compact de Q. Appliquons le théoréme 2 a chaque
composante connexe ¥ de O\K. Puisque N|V est trivial et que ¥ est contenue dans
Pouvert orientable O de X, il entraine que chaque telle composante ¥ est orientable,
d’otr le théoréme.

5, Approximations dans X\ 4. Revenons au cas général de la section 2 oir X est
un espace métrisable et 4 un sous-espace localement fermé vérifiant les conditions

g+
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(H.1) et (H.2). Soit d une distance admissible sur X. Nous dirons qu’une suite de
fonctions (f,) d’'un espace topologique ¥ dans X converge localement uniformément
vers une fonction f si tout point de ¥ a un voisinage ¥ tel que la suite (f,) converge
uniformément vers f sur ¥ (pour la distance d). Si ¥ est localement compact, cette
condition équivaut a la convergence uniforme sur tout compact.

TrEOREME 3. Supposons qu'il existe une suite de fonctions continues f, A—X\A
qui converge localement uniformément vers Pinclusion it A — X. Alors A a deux
cbtés dans X.

Démonstration. La convergence uniforme locale de la suite ( f,) vers i entraine
que si P est un voisinage d'un point x de 4 dans X; il existe entier ¢ et un voisinage ¥
de x dans A4 tels que f,(¥) = P pour tout p = g. Prenons pour P un voisinage distingué
(voir section 2) de x. Puisque A4 est localement connexe, nous pouvons prendre V
connexe; alors, pour tout p 3> g, f,(¥) est contenu dans 'une des deux composantes P
et P~ de PNA. Soit B l'ensemble des points x de A vérifiant la condition suivante:

() Il existe un voisinage distingué P, de x dans X, un voisinage ¥, de x dans 4

©

¢t un entier g, tels que | f(V,) soit contenu dans I'une des deux composantes de
P\ A4. p=a

1l résulte de ce qui précéde que, quitte & remplacer la suite ( f;) parune sous-suite,
nous pouvons supposer I'ensemble B non vide. Montrons qualors B = 4. D’aprés
sa définition, B est évidemment ouvert dans 4, et il suffit de montrer qu’il est aussi
fermé.

Soit y un point de 4 adhérent & B. Prenons un voisinage distingué P de y dans X,
un voisinage connexe ¥ de y dans A et un entier g tels que S (V)< P pour p=gq.
Soit x un point de VN B, et soient Pg, V), et go vérifiant la condition (*) pour x.
Soit P, un voisinage distingué de X contenu dans PN P,, ct soient g; un entier

> g, g, et V; un voisinage connexe de x dans 4 contenu dans V tels que f,(V) = Py
pour p>gq;. Le raisonnement du lemme 1 montre que chaque composante de
PNA (resp. Po\A) contient I'une des deux composantes de PyN\4. Appelons Py la

composante de Po\4 qui contient \J f,(¥o), P; la composante de P\\.4 contenue
PZ4o

dans P¥, st P* 1a composante de P\A contenant P{. Alors, si pzqy, [,(V)
< f,(Vo) < Pj et, puisque Jo(Vy) est connexe et contenu dans P, nous avons donc
V)< P{. Pour p>q, > g, Pensemble £,(V), qui est connexe, contenu dans P\A4,
et qui contient f,(¥1) < P§ = P, est donc nécessairement contenu dans Pt ce qui
montre que x vérifie la condition (x), donc que B est fermé. )
Etant donné un x dans 4, soient Py, V, et g, vérifiant la condition (x) pour X,
o0

soit Py la composante de Po\A contenant | f,(Vy), P l'autre composante de
P=40

P4, et soit Uy = Py 4. Soit ¢ Pélément de Hy(P\A) représenté par la fonction

qui vaut 1 sur P et O sur P;. Le raisonnement fait pour prouver que B est fermé

montre que la valeur en x de la section 0,,(j52(¢)) ne dépend pas des choix de Py, Vo
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et q,. Puisque B = 4, nous définissons ainsi une section globale continue non nulle

de N. D’aprés le corollaire 1.1, 4 a donc deux cbtés dans X.
Lorsque 4 a un double collier dans X, il est facile de construire, pour toute
distance admissible d sur X, des fonctions continues f,: A — X\4 telles que

1
d(x, f,,(x)) < - pour tout x dans 4. Nous obtenons donc le
n

COROLLAIRE 3.1. Soit A un sous-ensemble connexe et localement connexe d’un
espace métrique X ayant en tout point un double collier local dons X. Soit d’une distance
admissible sur X. Alors, A a un double collier dans X si, et seulement si, il existe une
suite de fonctions continues f,: A — X\A convergeant (localement) uniformément
vers inclusion i 4 — X.

COROLLAIRE 3.2. Soit Q une variété non orientable de dimension n. Aucune variété
orientable de dimension n+1 ne contient une famille indénombrable de copies deux
a deux disjointes de Q.

Démonstration. Supposons au contraire que la variété orientable X de di-
mension n+1 contienne une famille indénombrable {Q;}:.; de copies deux 2 deux
disjointes de Q. Nous pouvons supposer Q connexe. Pour tout i, fixons un homéo-
morphisme #; de Q sur Q,. L’espace des fonctions continues de Q dans X, muni de
la topologie de la convergence uniforme sur tout compact, est métrisable et sépa-
rable, donc, 7 étant indénombrable, nous pouvons trouver des éléments distincts j
eti,, ne N, de I tels que A;, converge uniformément sur tout compact vers #;. Alors,
hi"oh;lz Q; — X\Q; converge uniformément sur tout compact vers Pinclusion
i: Q; - X. D’aprés le théoréme 3, Q; a deux c6tés dans X, ce qui contredit le co-
rollaire 2.2, puisque X est orientable et pas Q.

COROLLAIRE 3.3. Soit X une variété orientable de dimension n+1. Alors X ne
contient aucune famille indénombrable {Q};.; de sous-ensembles deux & deux disjoints
qui sont des variétés compactes @ bord (éventuellement vide) non orientables de di-
mension n.

Démonstration. D’aprés Cheeger et Kister [3], il n’y a, & homéomorphisme
prés, gqu'un ensemble dénombrable de variétés compactes & bord de dimension 2.
Nous pouvons donc supposer que les Q; sont toutes homéomorphes 4 une méme
variétd Q. Si le bord de Q est vide, le corollaire précédent s’applique; s’il n’est pas

2

vide, nous pouvons lappliquer & la famille {3} des intérieurs des variétés Q;.

6. Généralisation aux immersions. Une fonction f: 4 — X est appelée une
immersion si tout point a de 4 admet un voisinage ¥ tel que la restriction de fa V"
soit un homéomorphisme de ¥ sur f(¥). Dans le cas particulier ol 4 est une variété
de dimension n et X une variété de dimension n+1, nous allons associer & f un
faisceau N s généralisant celui construit a la section 2.

Soit alors % la famille des ouverts U de 4 tels que la restriction de & U soit un
homéomorphisme de U sur f(U); % est une base de la topologie de 4. Pour U
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dans %, soit .# (U) l'ensemble des ouverts M de X tels que £ (U) soit fermé dans M.
Puisque A est localement compact, F(U) est localement fermé dans X, donc tout
ouvert de X contenant f(U) contient un élément de 4 (U). 1 est clair que 4 (U),
ordonné par inclusion, est filtrant. Nous noterons N (U) la limite inductive des
groupes HO(M~\f (1)), ot M parcourt 4 (U). Si V est un ouvert de 4 contenu dans
un &lément U de %, alors V appartient & %, et, pour M dans A (U),
M= MN\(f(ON(V)

appartient & 4 (Vj. Ceci permet de définir, comme dans la section 2, un homomor-
phisme de N,(U) dans N«(¥). Les ensembles N (U), Ue %, et les homomorphismes
de retriction ainsi définis forment presque un préfaisceau sur 4, la seule différence
étant que les N(U) sont seulement définis pour les ouverts Ue %. Puisque % est
une base de la topologie de 4, la construction habituelle du faisceau associé & un
préfaisceau peut néanmoins &tre appliquée pour obtenir un faisceau N ¢ sur A
Comme 2 la section 2, il est facile de voir que N est localement constant de fibre Z.

Nous avons alors le résultat suivant, qui généralise le théoréme 2. Nous en omet-
trons la démonstration, car c’est une généralisation immédiate de celle du théoréme 2,

TaforEME 4. Les faisceaux N 1 ® f#(0x) et 04 sont isomorphes.

Nous allons appliquer ce qui précéde aux S-courbes introduites dans [1] par
Borsuk. Soit M une surface fermée. Une S-courbe dans M est un continu localement
connexe de dimension un A contenu dans M, tel qu'il existe une suite {D;} de disques

deux 2 deux disjoints dans M avec 4 = M\'L_Jiﬁi. Drapres ([1], (7.4)), deux

S-courbes dans une méme surface M sont homéomorphes; suivant Borsuk, nous
noterons 4, Iunique (3 homéomorphisme prés) S -courbe contenue dans M. Si D;

est le bord du disque D;, la réunion des D, est appelée le bord de Ay, et 4 MmN\ plDi

est appelé Pintérieur de 4,,; d’aprés ([11, (8.1) et (8.3)), lintérieur et le bord de Ay
sont caractérisés topologiquement dans Ay.

Borsuk a prouvé ([1], th. (11.1)) que, si M n’est pas orientable, alors A4, n’est
pas homéomorphe & un sous-ensemble d’une surface orientable. Nous allons généra-
liser ce résultat comme suit.

PROPOSITION 3. Si M west pas orientable, il wexiste aucune immersion de Ay
dans une surface orientable.

Démonstration. Supposons au contraire qu’il existe une immersion g de Ay
dans la surface orientable X. Soit C une courbe simple fermée contenue dans M et
p’ayant quun seul cté dans M. D’aprés ([1], (8.5)), nous pouvons supposer que C
est contenue dans lintérieur de 4. :

A Tinclusion de C dans M est associé, comme & la section 2, un faisceau N]‘
sur C. Puisque C n’a qu'un cdté dans M, le corollaire 1.1 montre que

) N(C)=0.
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La Ttestriction f de g & C est une immersion de C dans X; nous lui associons un
faisceau N, sur C. Puisque X est orientable, f*(0) a une section non triviale; C étant
orientable, le théoréme 4 et le lemme 3 entrainent '

@ N{C) 0.
Notons la propriété suivante de Ay:

(3) Si p est un point de C, tout voisinage ¥ de p dans M contient un disque D
vérifiant '

(i) p est dans lintérieur de D, .
(iiy DN C est un arc qui sépare D en deux composantes,
(iii) Ie bord de D est disjoint de tous les disques D;, i= 1,2, ...

Pour voir cela, soit M le quotient de M obtenu en identifiant chaque D; & un
point, et soit m: M — M la projection naturelle. Alors, ¥ est homéomorphe
a M ([11, (3.1)), n/C est un homéomorphisme de C sur z(C), et 7 (D)) est un point d;
de M, i=1,2,.. 1l est alors facile de trouver un disque D contenu dans n(¥),
dont Pintérieur contient m(p), dont le bord est disjoint de I’ensemble dénombrable
des d;, et tel que Dn=(C) soit un arc. Il suffit de prendre D = n~*(D).

Chaque tel disque D posséde en outre les deux propriétés suivantes.

(4) Si D est comme dans (3) et @ est une composante de B\C, alors Q Ay
est connexe.

Ceci se démontre a I'aide du lemme (4.1) de [i] (voir la démonstration de

(1], @.1).

(5) Si D est comme dans (3), Dn A4, est homéomorphe a la S-courbe 45,
et p est dans Iintérieur de la S-courbe DnAy.

En effet, DA, est un continu localement connexe d'aprés ([1], (4.1)) et, si
nous représentons S? comme réunion de D et d’'un disque D’ tel que DnD’
= Dn D' = D, alors S™\Dn A4, est la réunion de I'intéricur de D’ et des intérieurs
des D, qui sont contenus dans A,,; ces disques sont deux & deux disjoints et aucun
ne contient p.

11 résulte facilement de (3) et (4) que le couple (4, C) vérifie les conditions
(H.1) et (H.2) de la section 2. Nous pouvons donc lui associer un faisceau N, sur C.
En outre, si D est comme dans (3), linclusion de (4 DINC dans D\C induit un
isomorphisme de A°(B\C) = Z sur H°((4,,~ D)\ C); il en résulte facilement que
les faisceaux N, et N, sont isomorphes.

Comparons maintenant les faisceaux N, et N +. Pour cela, étant donné un point p
de C, soit ¥ un voisinage ouvert de p dans 4, tel que g|¥ soit un homéomorphisme
de ¥ sur g(¥) et que ¥ C soit un arc ouvert J. Soit E un disque ouvert de X con-
tenant f(p) et tel que Enf(J) soit un arc ouvert séparant E en deux composantes £ *
et E™. Soit D un disque comme dans (3) contenu dans V'ng Y(E), et soient b+
et B~ les deux composantes de D\C = D\J.
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(6) Chacun des deux ensembles E* et E~ contient exactement I'un des deux
ensembles g(D*) et g(DH7).

En effet, g(D) est une courbe de Sierpifiski contenue dans E et g(p) un point
de Tintérieur de g (D), d’aprés P'invariance topologique de Iintérieur. Le raisonne-
ment de ([1], (8.3)) montre alors que g(p) est adhérent 4 g(D)nE* et A g(D)nE~;
chacun des ensembles E* et E™ rencontre donc g(D\C), d’on (6). ’

1t résulte de (6) que la restriction de g & D\C induit un isomorphisme de
HYENf (7)) = Z sur H(D\J), d’olt I'on déduit facilement que les faisceaux N,
et N, sont isomorphes.

Nous arrivons alors & une contradiction car les faisceaux Ny, N, et ¥, sont
tous isomorphes, ce qui est impossible, d’aprés (1) et (2).
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