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Certaines propriéiés des opérateurs de Riesz
par
PETER YVOLKMANN ¢t HANS-DIETER WACKER (Karlsruhe)

Résumé. Soit R{E) la classe des opérateurs de Riesz sur un espace de Banach complexe E,
Nous donnons des caractérisations de ces opératevrs, et nous introduisons deux classes
d'opérateurs A(E), I'(E), telles que A(E) = R(E) = I'(E).

1. Introduction et résultats, Soient E un espace de Banach complexe et
L(E) Tespace des opérateurs linéaires continus 4: E — E. Nous désignons par
E* Yespace des fonctionnelles linéaires continues sur E et par 4%: E* —E*
Popérateur conjugué de AeL(E). Si M est un sous-espace de E (non
nécessairement fermé, c.-a-d. non nécessairement M = M), nous écrivons
brievement M ¢, E.

La classe R(E) des opérateurs de Riesz peut &tre donnée par

(1 - R(E) = {AeL(E)|codim{(A—U)(E) < o0 (2 # Q)]

(voir p.ex. Heuser [2]; I: E - E désigne I'opérateur identique). En cherchant
des caractérisations de ces opérateurs, Aiena [1] a introduit la classe

@ Q(E)={AcL(B)|[M c.E, A(M) =M, A|M: M —E injectif,
' (4] M)~ ! continu] = dimM < 0}

(ot A|M signifie la restriction de Fopérateur 4 & lespace M), et il a
démontré Tinclusion

3) R(E) < Q(E).
Dans la présente mote nous considérons les classes
4 Ad(EY={AcL(E)|[M < E, AM) <=M,
E=M+A{E)] = codimM < o},

(5) T'(E)={AeL(E}|[M =M cE, -

AMyE M, E=M+A(E)] = codim M <o}

THEOREME 1. On a les relations suivantes: h

(® - 4(E) = R(E) =T (B),
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(7N A*el'(E") = A Q(E),
(8) O A*eQ(EM = Ael(F).

Remarques. 1. En vertu de A eR(E)=A* e R{E*), I'inclusion (3} est
une conséquence de (6), (7):

AER(E) = A*cR(E¥) = A*el(E*) = AeQ(E).

2. Les classes S(E), T(E) des opérateurs de Kato et de Pelczynski,
respectivement {voir Pietsch [37), peuvent éire données par

S(E) = |4 eL(E}|[M < E, A|M: M — Einjectif, (4] M)™ ' continu]
= dimM < oo,

T(E)= 'AeL(E)|[M =M c_E, E=M+A(E)] = codim M < x»!.

Les rapports de ces classes aux classes Q(E) et I'(E), respectivement, sont
évidents, et (7), (8) sont analogues aux formules connues de Pelczynski

A*eT(E%) = AeS(E), A*eS(E¥) = AeT(E),

3. Quant aux inclusions (6), nous montrerons que les situations
A(E) # R(E), R(E) # I'(E) peuvent arriver (voir le paragraphe 2),

THEOREME 2. Pour A elL(E), les conditions suivantes sont éguivalentes:

(A) A eR(E).

(B) Si M E, AMYcM, E=M+A(E), alors M = M<>codim M
<. :
(O) [M S E, M # M=E, A(M) =M, E = M+ A(E}]=codimM = co.
D) [Ms ,E, M=E, AMy= M, E=M+A(E)]=codim M = 1.

TuEOREME 3. Soit V un espace vectoriel sur un corps A, Pour un opérateur
linéaire A: V—V les conditions suivantes sont équivalentes:

(A) Si led, A#0, alors codim(4—AD(V) < 0.

(BY Si M est un sous-espace de_ V rel gue

(9 V=M+A(V), AxeAx+M (xeV),
alors codim M < oo,

Remarque. En vertu de (1), le théoréme 3 aussi fournit une
caractérisation des opérateurs de Riesz.

2. Exemples d’inégalités dans les inclusions (6). 1. Read [4] a donné un
opérateur 4 €L{l;) qui n'est pas un opérateur de Riesz et pour leque! it
n'existe aucun sous-espace fermé M </,, {0} £ M £ [, tel que A(M) < M.
De plus A n'est pas suriectif. On a donc Ael'(l;), mais A¢R(l}), don
R(l) # I'(1y).
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2. Socient E=1, et A: E —E donné par

A(xy, Xg, X3, ) = (xy, X5 % X3, ..) = ki%xk .
Cet opérateur est compact et injectif, Les formules

Ae, =lek. Ale, =Lze,¢, o k=12,

k k

entrainent e, e A"(E) (k, n =1, 2, ...), et Tenveloppe linéaire N = [ey, ez, ...]
satisfait done aux relations
{10) dmN=w, NgdA"E r=12 ...
Soit R un complément algébrique de A(E),
(11) E=AE)®R,
A étant injectif, il en résulte A(E) = A*(E) ® A(R), donc

| E=A*E)®R®A(R),
el par récurrence
{12} E=A{E)RR®AR ® ... ® A" (R).
La somme directe algébrique
(13) _ M=RQAMR DA*RD...
est un sous-éspace de E tel que
(14) AM)=M, E=AE+M
(voir (11)). Montrons
(15) NnM =10}
Soit donc xeN M. Draprés (10), (13) il existe n tel que

XeAME) NRBAR S ... @A 1(R)),

dot x =0 (en vertu de (12)). Les formules (10), (15) entrainent codim M
= o, et en tenant compte de (14), il en résulle A¢ 4(ly). Dautre part 4 est
compact, donc 4 €R(ly), d'ou finalement A (ly) # R(L).

3. Un lemme. Pour la démonstration de nos théorémes nous utiliserons
le lemme suivant,

LEmME. Soient V un espace vectoriel sur un corps A, A&€A, A0, A
V =V un opérateur linéaire et M un sous-espace de V tel que

: _ (A—-AD(V) & M.
Alors A(M) =M, V = M+4(V).



icm

96 P. Volkmann et H.-D. Wacker

Démonstration. 1. 8i xeM, alors
AX = (A x+ixeM+M =M.
2. 81 xel, alors
N (A AD[(= 1A X)+ A1/ x) e M+ A(V).

4, Démonstration de (6). 1. Soit 4 €4 (E}. Pour A comiplexe, #0, posons
M =14 —iN(E). Il découle du lemme et de (49 que codim (A —AL)(E) < w,
Tinclusion «(E) = R(E} est donc élablie.

2. Pour démontrer R(E) = I'(E), soient AcR(E}) et M =M = E lels
que

{16} A{M)yc M, E=M+A(E).
Selon (5) 11 sufliL de vérifier que
(17 codim M < au.

Pour expliquer la signification de (16), considérons I'espace quotient E
= E/M, et désignons par 7: E —E 'homomorphisme canonique. La relation
A(M) < M nous permet de définir I'opérateur (lindaire, continu) A: E - E,
en posant

(18) A{x+M)=Ax+M,

et daprés E = M+ A(E), cest un opérateur surjectif.
Solent A # 0 et N un complément algébrique de (4 —A){E),

E=(A-ADE) ON.
Il en résulte
. E=(A-2D(E)+r(N)
(T désignant Popérateur identique de E), donc
codim (A — ATy (E) € dim n(N) < dim N = codim (4 — AI)(E) < .

Par conséquent, A: E - E est un opérateur de Riesz surjectif, et il est bien
conn que dans ces circonstances Pespace de Banach E doit étre de
dimension finle. L'inégalité (17) est donc établie.

5. Démonstration de (7). Soit 4 € L(E), A¢Q(E), et montrons
(19) A% ¢ T'(E*). |
D’aprés I'hypothése il existe un sous-espace M < E tel: que
AM) =M, A|M: M —E injectif, {4|M) 'continu, dimM = o

(voir (2)). L’ensemble M* = (¢ eE*|p| M =0} est un sous-espace fermé de
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E*, et (19) sera une conséquence des formules

(20) A* (MY < ML,
(21) E* = M*+ A*(E¥),
(22) cadim M+ = o0,

L'inclusion (20) découle de 4(M) = M. Quant i (21), observons que la
continuité de (4| M)™' entraine la surjectivité de Topérateur (4| M)y*: E*
—~r M* (voir p.ex. [2], théoréme 57.3). Si yy ¢ E*, alors | M € M*, el il existe
donc @ eE* telle que (AIMy*o=y|M, c-a-d. @(A|M)=1|M, donec
—pAeM*, d'ou .

Y= —pAd+A*pe M+ A% (E¥),

Pour établir (22), partons de dim M = 2. Soient x;, x,, ... des éléments
linéairement indépendants de M. Si J: E = E** désigne I'isomorphisme
canonigue, on voit facilement que

s3]
M+ o M ker{Jx,).

n=1

Les Jx,, Jx,, ... étant lindairement indépendants, il en résulte (22).
6. Démonstration de (8). Soit AeL(E), A¢I'(E), et montrons
(23) A*¢Q(EY).

IDraprés [lhypothése il existe un sous-espace fermé M € E tel que
AM) e M, E=M+A(E), codimM =xv. Comme dans le paragraphe
précédent nous avons A*(M*) = M*, et (23) sera donc une conséquence des
formules

(24) A*| MY M* - E* injectif, (4*| MY~ continu,
(25) ‘ dim M* = 0.

Daprés le paragraphe 4, A: E/M —E/M, A(x+M}=Ax+M est un
opérateur surjectif, ce qui entraine que A*: (E/M)* —(E/M)* est injectif et
(A%~ est continu (voir [2], exercice 553). L'application j: (E/M)* —M*
définie par '

JUYX) = f(x+M)  (fe(E/M)*, xek)
est un isomorphisme surjectif (voir [2], exercice 54.2). Si x€E, ¢ eM *, alors
(A* @) (x) = @ (Ax) = ™" (p)(Ax+ M) ﬂj_"l-_(w)(ff(x-i_*l\’l))
= A L) x+ M) = (A% ) (9)) (0),
donc A*| M+ =jd*j~1. Cette formule et les propriétés de A* entr'ainent,(_24).

7 =~ Studia Mathomation 92.1
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Preuve de (25):
codimM = oo = dimE/M = o0 = dim M"* = dimj{{(E/M)*)
= dim(E/M)* = o0,
7. Démonstration du théoréme 2. Dans ce paragraphe nous supposons
toujours que A &L(E).

1. Montrons d’abord que pour deux polynémes p, g sans diviseurs
communs on a

(26 p(A)(E) ng(A)(E) = p(A) g(A)(E).

En effet, il existe des polyndmes r, s tels que
rp+s@gql) =1,
et pour z €p{A)(E) nq(A)(E), z = p(A)x = g{A)y, 1 résulte
z mp(/‘i)(r(fl)p(A)XjH‘(A)61(1‘1)x)
= p(A)(r (A} q{A) y+5(4) g(A4) x) = p(A) g (A)(r () y+5(4) x),
d’ott p(A) (E) nq(A)(E) = p(A)g(A4)(E). Linclusion inverse est évidente,

2. (A)=(B). Soient AeR(E), M S E, AMM) =M et E=M-+A(E).
Iimplication M = M=-codimM < o0 étant une conséquence de
R(E) = I'(F), il reste 4 démontrer que codimM < =M = M.

Soit donc codim M < oo, Alors E = E/M est de dimension finie, et 4

cause de cela Topérateur surjectif A: E —+E, donné par (18), est bijectif. Par
conséquent, si :

m() = 1 (A~4)™
k=1

est un polyndme de degré minimum tel que

(27) m(d) =0,

ses racines A, ..., 4, sont différentes de zero. De (26), (27) il résulte que

0 (A=4D"™B) = mA)E) £ M.

A étant un opérateur de Riesz, Tespace m(A4}E) est donc fermé et de
codimension finie, et les mémes propriétés sont vraies pour M,

3. (B)=(C), (C)=(D). Evident.

4. (D)=>(A). Soit A¢ R(E). Alors il existe 4 # 0 tel que codim (4 — A1} (E)
= o0, et on peut trouver un sous-espace M de E satisfaisant aux conditions

(28) (A=D(BycM cM=E, codimM =1,

Draprés notre lemme il en résulte 4 (M) =M, E = M+ A(E), Ces formules
et (28) entrainent que 4 ne satisfait pas a (D).
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8. Démonstration du théoréme 3. 1. (A)=-(B). Supposons que (A) soit
satisfaite et que M soit un sous-espace de V tel que (9) ait lieu, Observons
que la deuxiéme condition de (9} entraine

(29) AM) e M,

(30) Ax = L) x+m{x) (xelV\M),

ol les scalaires A(x) et les vecteurs m(x) de M sont uniquement déterminés.
Montrons que

(31) Ay =20 (x, yeViM).

En effet, si x, y sont linairement dépendants par rapport 4 M, disons
y = px+u, ot ueM, alors Ay = pdx+ Au = u(A(x) x+m(x))+ Au = A(x) y
+Mm, ot Mme=pm(x)+Au—A(x)ueM, donc A(x)=4(y). Si x,y sont
linéairement indépendants par rapport 4 M, alors la relation

A+ Y (x4 ) +m(x+y) = A(x+y) = Ax+ Ay = AH{x) x+ 1) y+m(x)+m(y)

fournit
(Ax+y—A))x+(A(x+y) —1()yeM,

dod A(x) = A(x+)) = A(y). La formule (31) est donc établie: Ai{x) =4
= const, et de (29), (30) il découle Ax—~AxeM (xe&V), c-a-d.

(32) (A—AD(V) = M.

Dans le cas 4 # 0, la condition (A) et (32) entrainent la relation désirée
codimM < oo. Dans le cas A =0, il résuite de (32) que A(V) =M, et la
premiére condition de (9) west autre que ¥ =M, on a donc codimM =0
< 0.

2. (B)==(A). Soit 1e4, A 0. 11 suffit de montrer que M = (A—AD(V)
satisfait 4 (9). En effet, notre lemme fournit V= M+A(V), et Ax eAx+ M est
une conséquence de Ax = Ax+(A—A)x (xeV).
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