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SUR LE THEOREME DES IDEAUX PREMIERS

PAR

C. TOUIBI et H. SMIDA ZARGOUNI (TUNIS)

Nous donnons une nouvelle démonstration élémentaire du théoréme des
idéaux premiers, n'utilisant pas la méthode de Selberg. La méthode utilisée
s’inspire de celle de Daboussi [3].

I. Soient K un corps de nombres de degré d et Ox son anneau des
entiers. Dans ce qui suit, on désigne par a un idéal entier et p un ideéal
premier de K, et on considére la fonction de von Mangoldt généralisée
définie par
LogNp sia=p,r=>1,

0 sinon

A(a)={

et la fonction de Mobius généralisée définie par

1 Si 0=0K,
pl@=<(=1F si a=pi-pyr...op,; i #p; si i #]j,
0 sinon.

On note, comme il est d’usage,
P)= Y A0 e M@= Y u(d

Nas<x Na<x
et on rappelle que [4]
1) By(x) = ) 1=¢gx+0(x'"1M),

Nasx
ou o deésigne le résidu en 1 de la fonction {4 de Dedekind du corps K.
LemmMmE 1 ([2], [S]). On a

() Y LogNa=gxLogx—gx+0(x' " Logx),

Na<x

3) Y (No~!=gLogx+C,+0(x™ 9,

NaSx
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ou C, est une constante,

4) Y (N =0(x'*%), oi 0<1+f<1
No<x
Log Np

(5) = Logx+0(1).

sz<x Np

LEMME 2. On a

1 1

© 3 5 = Loslog+C:+0 (=)
1
) lm (2 N I+J+Log5) C,—
6>0

ou y est Ya constante d’Euler et C, est une constante.
Démonstration. On note

1 Log Np
D(x) = — et Cx)= .
NPZ$ x Np szs: x Np
On a alors
LogNp 1
D(x) = .
() szs: « Np LogNp

Or on a [5]

C(x) =Logx+1t(x), ou t(x)=0(1);
par conséquent:
1 Cx = C@ T(x) = dt * t(r)de
—_— = dt =1
2, Np Logx+£tLog2t Logx+£tLogt+§tLog2t

Np<x
T () 7(x)
dt
> tLog?t +Logx

= LogLogx—LogLog2+1+ l

°‘? (1)
.t Log? t &
or 7(x) = 0(1), donc si on pose
© ()
C,=1—LogLog2+ zl tLothdt’

on a

1 1

Np<x
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Par ailleurs

1 °°D(t)

LogLogt * d ® dt
ZNpHa_‘S‘ 1+6 ( )

Or d’une part le changement de variable u = 6Logt nous donne

LogLogt , =
5g—°gmidt [ e Log(u/8)du = —y—Logs,

o~

d’autre part

par conséquent

1 2 LogLogt+C,

dt
;W=-y—Log6+C2 él 11+8 d+0(6.t”"Logt)

= —y—Logd+C,+0(J)
et donc on a bien

lim () 1/Np'*%+Logd) = C,—y.

é—0 p
LEMME_3. On a
(®) lim (Logy)~* [] 1—1/Np)~! = ge.
y-w Np<y

Démonstration. Soit

F(8) =Y |Log(1—1/Np'*%+1/Np'*?!.
P

Cest une série uniformément convergente et, par conséquent,
lim F (6) = F (0);
é—0

de plus on a

F(d) = —Log{x(1+0)+) 1/Np' "% = —Logd(x(1+6)+) 1/Np'*?+ Logs.
P

p

o ¢tant le résidu de la fonction {x en 1, on a
lim(—Logdlx(1+)) = —Loge
80

et donc d’aprés (7)
9) lim F (3) = ) {Log(1 —1/Np)+1/Np} = —Logo+C,—

5-0 .
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Alors
[T 1—1/Np)"' =exp(~ ¥ Log(l—1/Np))
Np<y Np<y
=exp( Y 1/Np+ Y {Log(1-1/Np)+1/Np}~F(0)).
Np<y Np>y

D’aprés (6) et (9) nous aurons

[I A—1/Np)~! =exp(LogLogy+C,+0(1/Logy)+0(1)+Logo—C,+7)

Np<y

= gLog ye’(1+0(1)),

d’ou le lemme.
Remarque. Il est clair d’aprés le Lemme 3 que

(10) [T 1-1/Np)~! = O(Logy).

Np<y
LeMME 4. Soit f la fonction définie par
1 2C
f(a) = Log Na-ad(a)+—z)—l-,

oud=1*%1. Alors

(11) Fo=Y f(@=0(), oa0<a=1-1/2d<1.

Np<x

Démonstration. La méthode de I'hyperbole donne

Y d(@=2 Y Bi(x/No—(Bx(/x)

Na<x NasS . x
=2x0 Y (Na) '+0(x'"'4) ¥ NqWo-1
Na< Vx Na< vx

(o /x +0 (x4’
d’aprés (1); donc d’aprés (3) et (4)

2. d(9

Na<x

= 2xg[3eLogx+Cy +0(x™ V2] + 0 (x! " V24) —[o? x + O (x! ~ 1/24)]
= 0> xLog x+0(2C; — ) x+0 (x! "1/,

Donc en utilisant (1), (2) et ce qui précéde on a

Fx)=Y LogNa—1 ) d(a)+2£ Yo,

Na<x Na<x Na<x
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d’ou
F(x) = oxLogx—px+0(x' " Logx)—oxLog x—(2C, —0) x
+O0(x' 124 2C, x+0(x' 1) = O (x! ~1/?9),
ProPoSITION 1. On a au voisinage de Tlinfini
M(x) =0(x)= ¥Y(x) ~ x.

Démonstration. On remarque que la fonction d définie dans le

Lemme 4 peut s’écrire
1, 2C
f=1f"(A——1+ ‘e),
0 0

ou e est I'unité pour la convolution, donc

1 2C
Y (uxfNe= 'I’(x)—'g'Bx(x)'FTl;

Nasx

d’autre part la méthode de.l’hyperbole donne
Y )@= ) u(@F(x/No+ Y f(QM(x/No—M(y)F(x/y),

Na<x Nas<y Na<x/y

donc M(x) =o0(x), F(x) =0(x*) avec 0 <a=1-1/2d <1 et (4) nous don-
nent

Y w(@F(x/No=0(x* ¥ 1/Ne)=0(x*y'"9

NaSy Na<y

et
M) F (x/y) = 0(x* y~9),

d’autre part

Y f(9M(x/No| < Sup IM(x/Na) Y |f(ad).

Na<x/y Na<x/y Na<x/y

Posons t = x/v et choisissons v = ¢x, ou ¢ tend vers zéro, nous aurons alors

X X 1 2C,
M{—]1<SupM|— ]]|- d(a)+ Log Na+——Bg(t) |.
Nﬁ\:s:f(a) (NG) Na$pr (Na)[QNaZs: (9 ansx gNa (0] K()]
Or
1 2C
[— Y d(o+ Y LogNa+— B,((t):'
Q_NuSl Na<t 0o

= ot Logt—gt+0(t' " Logt)+ ot Logt+(2C, — @)t + O (t)+2C, t+ O ('~ /)
= 0(t Logt),

i1 — Colloquium Mathematicum 57,1
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d’ou
Y. f(9IM(x/Na) < §usle(x/Na)I O(tLogy).
Nast ast

De plus, puisque M (x) = o(x), on peut choisir x assez grand pour que
Sup |M (x/Nd)| < x/t.

Na<t

On aura alors

5, f@M( ) of

Na<t

‘Logt

)x =0(—¢eLoge)x = o(x),
donc
1_ 2C, -
'I’(x)-—EBK(xH——Q— =¥Yx)—x+0(x*)=0(" "*x)+0(x),

soit
Yix) ~ x.

II. Nous allons a présent donner la démonstration du théoréme des
idéaux premiers.

Soient y>2 et u, v, deux fonctions complétement multiplicatives
définies par

1 si Np>y, _)1'si Np<y
y (P) = {0 siNp<y o W= {0 si Np > y.

On note

V0= 3 v,(apu(a).

Na<t

LEMME 5. Avec les notations précédentes, on a

1 .
lim — ) uy(a) e 11 (I—N—p)

X Ne<x Np<y
Démonstration. On commence par remarquer que les séries

vy(d) v,(a) .
Na & L NgH0

a

sont absolument convergentes et que I'on a

a Np<y a Np<y
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D’autre part, de la relation u, = v,u*1 on déduit que

Y@= Yo,®ubm= Y ndab ¥ 1

Na<x Na<xb|la Nb< Na<x/Nb
v, (a) ( vy(a)
- i\ Oxt-11
o % NaHO 2, N1
comme
v,(a) ( 1 )"
Nuzsx Nal—l/d = Ngy Npl 1/d
et que
1 -1
l—— o(),
on a

1 1
— u,(a = (l——)+o(l).
ox Nozsx g NQ y Np
LEMME 6. Soit h une fonction définie sur [y, + o[, positive, décroissante
de deérivée continue. Alors
1. pour tout u>1, on a

y Wy =Y

y/lu<Np<y Np y

dv+0(h(y));

2. pour tout u=y, on a

Log N
5 ZE T b Np) = | " do+ O(h().
Np<y p
Démonstration. On pose
Log Np
Y.00)= s
! szsx Np

le lemme résulte de la relation ¥, (t) = Logt+O(l).
LeMME 7 ([3]). Pour s > 0, définissons la fonction

k(s) = [e™*e/Pdx, ou f(x)={ 1-e du.
0 0

Alors k est une fonction positive, decroissante et de derivée continue; de plus

on a
s+1
sk(s)— [ k(wdu=1 pour tout s >0

s
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et
2
(k(wQ2—udu =c—1.
1

D’aprés une remarque de H. Delange, on peut établir que ¢ =¢’, ou vy
est la constante d’Euler. En effet:

2 2 o©
(k@) 2—u)du = [([e "* /¥ dx)(2—u)du
1 10

® 2
= [P ([e " (2—u)du)dx
.0 1

_ ?Jm (e"‘—l-i-x
0

De plus, si g(x) = (1 —e™ *) e/~ Loex

x2

)e"‘dx = c'j?[(l —e ¥ e/ Loex] dx
0

1 *1—e™"
lim g(x) = lim /™~ 8% = lim —exp(j ue du): Y

x *a X *aU P Sad & 0
et
limg(x) = lime/™ =1,
x -0 x—0
d’ou ¢ =e¢’.
III. Nous passons a la déemonstration du theoréme des idéaux premiers.
1. De la relation u,*v, =1 on déduit que
u(uy, *vy) = pu, * po, = p.
On a alors
Mx)= ) un(a),
Na<x
donc

ME =Y p®u® Y #9o,0= Y u@u(qV(/Na.

Nbs Nc<x/Nb Na<
Soit a présent:
A={n<x;n=Nbou b=p,-...-p, avec p; # p; si i #j et Np; <y},

alors A est une partie non vide de N, nous pouvons donc l'ordonner par
ordre strictement croissant; soit alors 1 =d; <d, <... <d, la suite croissan-
te d’¢élements de A.
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Si Nae]x/dj.,, x/d;], on a
VN) = Vd)+ Y o0 ub)=Vd).

dj<Nl)* x/Na

Par conséquent

lim

X =

Mx ’| zww,»{l Y u(@— ¥ u,(a)}

x-+:o i1 Na<x/dj X Nasxldjyq

11 1
5o (i-32))e JL0-55)

en vertu du Lemme 5. En remarquant que

1 A
2@ (-7 )= 12

jz1 1
on obtient
— [M(x) ( )(“’IV(I)I )
Iim < | —— )
smo| X QN[L Np ] t?

2. Etude de Tlintégrale

|V, (t
B0,
 t
Pour y > 2 on ecrit
°°|V(t)l LY (t)l IV(t)I
= [
1 1 y
2.1. Etude de Tintegrale
Y IV(t)I
=5

1

Si aest un idéal tel que Na < y, alors v,(a) = 1, donc ¥, (t) = M (t) pour
tout t < y. Posons

M (x)
x

5 = lim

X~ 0

alors pour tout B > 4 il existe x; tel que

x 2 xp =M ()| < Bx,
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et posons

{Q si ¢ >4,
k= )
1  sinon,
alors k = g. Choisissons é < f < 2k.
LeMME 8. Il existe une constiante M telle que pour tous nombres a, b
positifs on a
b

[

M()

| <M.

Deémonstration. On a

bM(f) M(a) M (b) p(a)
Itz a b +a<§$bm’

la formule u*1 = e donne

u(a) 1
L=ox 2, N—a+0<l > Na—/)

Na<x Na<x

donc

p(a)
=0(1);
Wz, N~ °0

d’autre part

MO < o+0u),

d’ou le résultat.

LEMME 9. Pour tout y > x,, on a
y V ﬂ

Logy+0(1)

-

ou a = inf(2, 1+,82/4kM).
Démonstration. Soit y, le premier réel > x; pour lequel M(y,) = 0.
Nous recouvrons Tintervalle ]y,, y[ par des intervalles [y;, y;+[ ou la
fonction M garde un signe constant, nous avons donc

IM(x)l < Bx  pour x > x,,

M(Vj) =
Yi+1 M(t)
—dt|< M

|

¥j
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Nous allons étudier
oA

| =
¥j t
pour chacun des trois cas suivants:

. a Yj+1
(1) M < - Log —;
h B Y
dans ce cas
LY LM (e ~

) 2 \ 2 -

¥j t Vj t « Vi
. B YVi+1 YVi+1 1
(ii) M >— Log~~ et < ;

o ;i 7 1-6/2k

dans ce cas on écrit

M@ =IM@O-M@y)l < Y | <e—y)+0@ 1)

)’jQNa\
et
yj Be B
< i t—y)<t— <t—
Vi St <Yj+ <1_ﬂ/2k=>e( ) <t5p <t
(car ¢ < k), donc
Moi<broe-1
et
Yi+1 ¢ . Yi+1
[ O B orog riio( [ e ea).
yj « Vi §j
B Yi+1 Yi+1 1
i) M >—Log=— et > ;
( x 0y, v, I-pjk
dans ce cas
YLy (s yJL-BI20 1 Ny
‘~ I"g)ldt= f I’i)ldt+ i |y§)|dt
y ¢ v t vl =gz L
et
Vit V(¢ Vi1 IM(¢
( I’g)ldt= | ()Idt
=gz L yja=-p2ky 1

Yj+1 )
<B ?=ﬁLog¥”—‘(1-§),
yy(1 = B/2k) Yi
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d’ou
Yit1 |V, @)l —B B Yi+1 B Yit1
By, < 2P (1—— Lo '—(1—— o( [ =1~ dp).
y",- t? y o8 2k)+ﬁ 57y 2k)+ ‘y-f- )
Comme 0 < B/2k < 1, l'inégalité Log(l—u) < —u si 0 <u <1 entraine
Yi+1 V Yj+1
(B0 < B proghitivo( | - ma)
.\:j t I Yj
Or
] ﬁz B Yi+1
= —_ t M>-—Log~——,
o mf(z l+4kM e >a og v,
donc
2+ﬂ Log 2+t <M(1—a)+ﬂLog Yit1 <'B Log 25+t
" 4k Y 7 Yj
et
Yi+1 IV(t)I ﬂ Yi+1
\ yz P yJ+l+0( " p=1-1d gp),
vj Yi Yj
d’ou
Y IV (t 2V (t LIV (e Vit y (¢
RO, RO, TR0, 5 7 R0,
1 t 1 xg iz1 y; t

donc d’aprés le Lemme 8:

y V t y
II ()I M+Z Log J"’1 O(j‘t-l—llddt)
1 21 @ i 1
soit
A4
i‘l :£)|dt<§Logy+O(l).

2.2. Etude de Tintegrale

1%, @) de

LeMME 10. Soit h une fonction positive, décroissante de classe C!; alors

f lV(t)I[h(t)Lo (—va

y

\

1V, » h
| (t)l(j f)v)

J 2
1t

)dt+0(h(y) Log y).

y
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Démonstration. On a

fl 2N iLog phwde < f| 3 v (0)#(G)L08Na|—dt
y

y Nast
@®
+J
¥

puisque h est positive et décroissante, on peut €crire

h(t)

Y. vy(a)p(a)Log — R

dt,
Na<t N

o

[|2 v

y INast N

dt

tz

mdt\h(y) fl

y

Z y(a) Log_

Nao<1t

< h( )Z ’(“) L:f“ du

l

et
v (a) @ Logu

du = O(h(y) Log y)

h( )Z

(Lemmes 3 et 5); d’autre part, de la relation
—pv,Log = v, A *pv,

on déduit

= [ X v(dnu LogNaI—dt

y Na<1t

< (r)
(I’ (a)A(a)V(NQ)

y INa<t

h(t)
V(Np) IR

t
v,
y (Npr)

Log N p IV @,
t2

<[ X v(p)LogNp

Np<t

ou

a

f Z v,(p") Log Np
y ;’

h(t)

F f—zdt,

N/A

LogNp < |V,
Fehp)y 2N ¢ B0y <y

Np' P y/INo" Ny’
r=2
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Soit F = O(h(y)Logy) par les Lemmes 3 et 5. Par ailleurs, on a

w h
{ M‘Z@v »(p) Log Np|V, (Np) t(zt)d
_ h(z)
TV, (Np) e
Log N h N
- °Agl ”{jw(n @ N 4 +j|V()l (“ ¥ }
Npsy p y/Np .
Or
Log Np . h(u NP)
V.
szs:y Np ,,{,,I y W) ——=—
RAACTE LogNp,
_i[ u? u,..;m\, Np " Np)]du
AU ’fh(")d +0(h(y))]du
1 U Ly
Y |V, )| [* h
= i[' 22“)' f l(’”) dv]du+0(h(y)Logy),
de méme
LogNp ©® h(u Np)
N;\,y Np HV( )|
2|V, W) [ Log N
© Y [ yu h
- T T X 0 (hi)
© |V
~ 7! :42“)' | ()dv]du+0(h(y)Logy)
En résumé, on \a
?I » () (Logt)h(t)dt < } [yj' h(®) dv +0(h(y))]dt
y 1 y
aol » h(v)
+ T T2 4o+ 0 fa-+0 (b0 Low).
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Soit

;flVy()l[h(t)Logt_[Q ] } U‘h(v) ]t

t2 1 1 y U

+0 (h (y) Log y).

LeMME 11. Pour tout y = x4, on a

© |V, (t
f | :E )Idt < B(e’—1) Logy+0(1),
y

ou vy est la constante d Euler.

Démonstration. On considére la fonction h définie par

h() = 1 k(Logt);

Logy \Logy
alors d’aprés le Lemme 7 on a, en posant s = Logt/Logy,
1+s
?fl—'(;)—)dv = [ k(wdu et h(t)Logt— " —-(——)dv =1,
y 1
donc
1O % h(v)
R
_ *p |M(t)| [l+s (t) 1+s
1
Or
*g M 1+s k(1 L
f! (t)'[ [ kwd]dr <7~ “ IIM()I o ds
1
k(l) Log? x,
< gl (e +0(1))
et
k(1) (Log?x, _
Logy( > +0(1))—0(1)
et
1+s y
A J k() du] de = jk(u) | IMz(tht]du
xg sup(xp,y“‘ 1,

< f(e’—1)Logy.
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2.3. Conclusion.
ProprosiTION 2. On a

s M)

X

=0.

Démonstration. Nous avons vu que

s_ i M) Qn(l__)?lV(t)Idt,

J 2
X—x X Np<y Np 1 t

donc

0 B v
< e Toay (i +O(y))[ Logy+pB(e’—1) Logy+0(l)J

lorsque y — + o0, nous trouvons é < f[1—e~7(1—1/a)]. Le coefficient de g
étant < 1, il résulte en faisant tendre B vers 6 que 6 = 0.
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