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1. Gegenstand unserer Note sind die Eisensteinschen Reihen

Ex= Y. ik k=1,2

wel + x

zu einem Gitter L=Zw,+Zw, in der komplexen Ebene C mit nicht
verschwindender Basisdeterminante D(L) = w,®,—®,w, # 0. Diese Reihen
sind zuerst von Eisenstein in einer grundlegenden Arbeit (vgl. [4]) untersucht
worden, wo u.a. gezeigt wird, daB absolute Konvergenz fiir k > 2 vorliegt, der
Wert der Reihen aber von der Anordnung der Glieder abhingt, falls k=1, 2
ist. Um den Reihen einen Wert beizulegen im Falle k = 1, 2, benutzte Eisen-
stein den Summationsprozess

M N
2e = lim Y (lim Y ), o=mw,+nw,+x,
wel+x M—-om=—-M N*< =y
der von der Wahl einer Z-basis fiir L abhingig ist. Ein von solcher Wahl freies
Verfahren zur Summation der Eisenstein-Reihen wurde spiter von Hecke
eingefiihrt. Er betrachtete die in einer rechten s-Halbebene absolut konvergente
Reihe

1
O‘Jk les

Hx,s)= Y

wel +x

und zeigte, daB H,(x, s) eine analytische Fortsetzung in die gesamte komplexe
s-Ebene besitzt. Als Eisenstein-Reihen vom Gewicht k = 1, 2 definierte er dann

H*(x):= Hk(x| 0)!
und bewies die Relationen ([1], S. 412, 451, 475)

2

D(L)

2mi

D(L)

X0, —Xw, @,

H,(x) = E,(x)+ -~

» Hylx)= E,(x)—
2
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Im folgenden wollen wir eine neue und elementare Summation der Eisen-
stein-Reihen vorstellen, die das Ergebnis von Hecke impliziert. Dazu betrach-
ten wir die fiir positive ¢t endliche Summe

'l 1
Si= Y —.
"f%’“

SATZ 1. G,(x):= lim S(t) existiert fiir k > 1, und es ist

2

D(L) 2
G (%) = Ey(x) fiir k> 2.

_ XD, — X, | | 2ni | @,
Gu() = Ey(9 {5l 202, Ga() = Ea()— [l

Es handelt sich hier also um die Summation der Eisensteinschen Reihen
nach wachsenden Normen der Glieder. Aus der Existenz der Grenzwerte G,(x)
folgt bekanntlich

G,(x) = lim S(t) = lim H,(x, s) = H,(x).
1= 5—0

Damit ist das Heckesche Ergebnis in unserem Resultat mitenthalten.

2. Fiir k > 2 ist nichts zu beweisen da absolute Konvergenz vorliegt, und
der Fall k = 2 ist bereits in einer friiheren Arbeit ([3], Satz 10) ausfiihrlich
untersucht worden, so daB wir uns hier auf den Fall k =1 beschrinken
konnen. Wir betrachten die WeierstraBsche Zetafunktion

)=+ Y, (—lu—l+i2).

X meL\(0} m+x m m
Diese Reihe konvergiert absolut. Anwendung der Eisenstein-Summation ),
ergibt .
(1) {(x) = E;(x)+xE;(0),

wihrend die Summation nach wachsenden Normen

(2) {(x) = G,(x)+xG,(0)—lim Z -1—
1= mel\(0}
Im+x|<t

liefert. Dabei haben wir die elementare Tatsache benutzt, daB
: 1 . 1
lim Y —=Ilm ) —
1= meryo) M° 1= meL\(0) ™
|m+ x| <t |m| <t

ist, vgl. [3]. Der Vergleich von Satz 1 mit (1) und (2) ergibt, daB alles darauf
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hinausliuft, die folgende Grenzformel zu beweisen,
1
lim ) —=-—

1= a0 meL\[0} m
|m+x|<t

2mi
D(L)

X,

wobei wir ohne FEinschrinkung x # 0 annehmen konnen. In dieser Reihe
tragen Glieder mit |m+x| < t und |—m+ x| < t zur Summe nichts bei. Daher
geniigt es zu zeigen, daf

2
D(L)

lim ! X.

120 |y x| <t < m+x| T

Geometrisch gesprochen, lauft hier die Summe (bei festem t) iber alle
Gitterpunkte me I)\{0}, die zwischen zwei (in Richtung von x:= x/|x| parallel-
verschobenen) Kreisen vom Radius ¢ liegen, s. Zeichnung. Die Fliche dieses
kreisférmigen Streifens ist

ZIz(grcsin.y +y/1=y),  y=Ix/t|
= |4xt|+O0(1/t) fiir t— 0.

—ixt

Nach dem bekannten Satz von van der Corput ([2], Satz 565), ist die Anzahl
der darin enthaltenen Gitterpunkte gleich

8x

D(L)

t+0(t") fiir t— o0

mit y < 1 (sogar y < 2/3, doch brauchen wir das im folgenden nicht). Genauer
gilt sogar, daB die Projektion dieser Gitterpunkte in Richtung von y gleich-
miBig verteilt ist auf der Verbindungsgeraden von —ixt nach ixt, d.h., die
Anzahl der in ein Geradenstiick g fallenden Punkte ist

4x

) [+0() fir |- o0,
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| = Linge von g. Nach dem Gesagten ist jetzt klar, daB

D(L)

2yi t
8x |t ):

L (e-xl<1<i1/n)o+x @
eine Riemannsche Summe ist, die fir t— oo gegen das Integral
: d(ixy) y dy : T
=i =2i[/1=y*dy = —
S1x(1=yr 40y S S1—=y +iy £ 2
konvergiert. Damit ist alles bewiesen.
AbschlieBend ist noch zu bemerken, daB der Satz von van der Corput nur

zum Beweis von Satz 1 im Falle k = 1 bendtigt wird, nicht jedoch im Falle
k =2, wo ein vollig elementares Argument zum Ziel fiihrt.
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Cnpunoxcyka noceawaemcsa

1. Beenenne. Llens npennaraemodt paGotbi — oBobiuenne Ha npocrbie
UEHTpaNbHble aarebpsl TEOpHH MOBOPOTOB LEJLIX BEKTOPOB, MNOCTPOEHHOMH
B. A. BenkoBeiM [1] mns rypBuueBa mnopsaka anre6pbl KBaTEPHHOHOB
TamunbroHa Haj mosieM pauMOHanbHBIX uucen. B 3ToH cTaThe MBI NMOJbL-
3yeMcs ODIEeNnpUHATHIME ONPe/ie/IeHUAMH H H3BECTHBIMH Pe3yIbTaTaMM Teo-
pun konen u anrebp — cm. [14], [23], [27], [11]. Teopus nosopotos B. A.
Benkosa 06001anace Ha Apyrue KBaTepHHOHHBIE anrebpbl M anrebpsl Mat-
pur Broporo nopsanaka FO. B, Jiunnukom [4], [5], A. B. Mansiueseim [7], A.
B. Manbimessim 1 Y. M. [Mauessim [8], FO. I'. TerepunsiM [9] (cM. Taxxe
Paiic [24], Pem [22] u Wemancke [25]). Haubonee unrepecHsie u obuime
pesynbTatel 3aeck npuHamnexar FO. I'. Terepuny [9], xoTopblii nocrpoun
TEOPHIO TIOBOPOTOB LENbIX BEKTOPOB TNOPS/IKOB B TPOW3BOJILHBIX KBaTEp-
HHOHHBIX anrebpax Haj NMojieM pauHOHANbHLIX 4ice (10-BHAKMOMY, TONBKO
TeXHHYECKHE TPYJHOCTH BO3HHKAlOT NpH 00OOGLIEHWH METOOWKH H pe3yib-
TatoB pabothl [9] Ha xBaTepHHOHHBIE anrebpsl Han anrebpanyecKUMH YHC-
JNIOBBIMH TOJIAMH).

B Hameit pabote 06o6lIeHHe ITHX PE3yJbTATOB Ha NPOCTHIE LUEHTPAIb-
Hbie anreOpe! Haj anrebpandeckiMK YHCIOBBIMH MONSAMH JOCTHrAeTCs CyIec-
TBEHHBIM W3MEHEHHWEM METONWKH WCCJIeOBAHMA: TPEAIaraeTcs HHas KOH-
CTpYKLHMA NOBOPOTOB, Mbl pacCMaTpUBAaeM HE TMOBOPOTHI LENBIX BEKTOPOB,
2 ,,NIOBOPOTHI” COOTBETCBYIOIIMX BJIOXEHMH pPACIUMpPEHWH OCHOBHOTO MOJIS
B paccMaTpHBaeMyto anredpy. Takasi KOHCTPYKUHMS B HACTHOM ClTy4ae KBaTep-
HUOHHOH anrebpnl Oblia npeanoxeHa B cTaThe [2] (AN MPOW3BONBLHBIX
NpOCTHIX UEHTpaJbHBIX anrebp oHa HamedeHa B 3ametke [3]).

B §2 Haiue#t paboThl JeTanbHO OMMCHIBaeTCA M OBOCHOBBLIBAETCH KOH-
CTPYKLUMA LEJNIOro MoBOpOTa B NPOCTOH UEHTpasbHO# anrebpe Haj nosem
anrebpanyecknx uucen. ITocTpoeHHbIM NMOBOpOTaM (TOYHEE, MX ,,CBA3KAM™)
B32HMHO OHO3HAYHO COMOCTABJISIIOTCSA KJIACChl HAEAJI0B COOTBETCTBYIOILETO
KOHEYHOro pacilipeHHs 6a3ucHOro anre6pau4eckoro 4HCIOBOTO noJis (CM.
Teopemy 1). B Teopeme 2 nonyuena dopMyna Juist YHCIA OpOMT CBA30K NpH
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