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Sur les extensions totalement décomposées
de certains corps de fonctions

par

JEAN CLAUDE Doual (Paris)

Soient X une courbe projective, lisse, géométriquement irréductible,
tfinie sur un corps k complet pour une valuation discréte 4 corps résiduel fini
o K son corps des fonctions.

S. Saito et K. Kato ont défini dans [9] et [4] a partir du K, un groupe Cy
rfsp. Cp ) (noté C% (resp. C2 ) dans [4]) jouant le réle de groupe de classes

Pidaes (resp. de classes d'idéles pour la relation d’équivalence associée a un
Module m). Iis ont établi les suites exactes

y 0-(Q/Zy » H'(K,Q/Z) » (C* =0,
@) 0= (Q/ZY — H' (U, Q/Z) — (Lim C,n g)* — 0

0y désigne un entier lié 4 la réduction de X modulo I'idéal maximal de k, nul
Bs [e cas de bonne réduction, U un ouvert non vide de X, m dans la limite
Projective parcourant les modules de X tels que U n m = ensemble vide. Que
Viennent ces résultats dans le cas ol k = ko ((¢)) avec k, algébriquement clos
Don plus fini? L’objectif de ce papier est de montrer qu’il existe alors des
Wites exactes

(ty 0-(Q/2)~ > H'(K, Q/Z) » (C* =0,
Qy 0 (Q/2)~* = H' (Uy, ©/Z) ~ (Lim Cp)* — 0

Yy type précédent ou cette fois Cy (resp. C,, x) désigne le vrai groupe d’idéles de
K (resp. des classes d’idéles pour la relation d’équivalence associé¢ & un module
+ de X) mais qu'elles sont anti-analogues a (1) et (2) en ce sens -que le rdle de
Chtier r est joué par 2g—¢ ou g est le genre de X, & I'invariant de Ogg associé
t_la réduction de X modulo t et est maximum précisément dans le cas de bonne
“uction, Si U = X , lexactitude de (2)' (resp. (2)) traduit exactement le fait que
l:,s revétements abéliens complétement décomposés de X correspondent
"Univoquement aux revétements de méme nature de la courbe réduite X, ou
: désigne un modéle régulier de X sur Spec ko[[¢1] (resp. SpecO,). Les
®Sultats obtenus ici précisent et complétent ceux de [3].
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Notations. Dans la suite, sauf mention expresse, nous désignerons par ko
un corps aigébriquement clos, de caractéristique 0 (pour simplifier), k = ko (1))
un corps de séries formelles en une variable, X une courbe algébrique, lisse,
projective, irréductible, définie sur k, K = k(X) son corps des fonctions.

1. Nous aurons besoin du résultat suivant qui a été établi pour un faisceau
F quelconque fini de torsion dans [1] et qui étend au cas des courbes définies
sur les corps quasi-finis du type k, ((¢)) le théoréme de dualité analogue pour les
courbes définies sur les corps finis.

1.1. THEOREME. X étant muni de la topologie étale, soit p, le faisceau des
racines q'*™* de l'unité (q entier quclconque = 1). Pour i> 3, les groupes
Hi(X, Hg) sont nuls; ils sont finis pour 0 <i < 3, et il existe un accouplement

H(X, p)@H>"'(X, p)~ Q/Z
qui met en dualité parfaite les groupes H'(X, p,) et H>™'(X, p,).
Remarquors que p, >~ Z/qZ.

1.2. En particulier, les groupes H' (X, y,) et H*(X, p,) sont des groupes
finis en dualité parfaite. Il en résulte:

CorOLLAIRE. H2(X, p) ~ H' (X, Z/gZ)* ~ n,(X)®/q 7, (X)*®.
Par un passage 4 la limite inductive, on en tire
H*(X, Q/2) ~ n, (X)*®Q/Z.
1.3. Considérons le diagramme suivant ou les lignes sont exactes
(3) K KX — () Z —>=SKy(X) ——0

xex' |
(" l i :

() kOXK(XN =2 ($)219Z == H(X, tq) —>=Br(Xq

x€x'
1 N
H'(SpeckiX),ite) = (F)HC(Spec k(x), q)
x€Xx

(X! = ensemble des sous-vari¢tés de codimension | de X pour un schéma
X quelconque).

La suite exacte (3) dans (*) correspond dans la situation k, algébriquement
clos 4 la suite exacte

K,(k(X))—» @ K,(x)—> SK,(X)->0
xeX!

|
@ K 1 (k(x))

xeX!

utilisée dans le diagramme de la page 247 de [5] pour le cas k, fini.
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L:e morphisme vertical de droite en pointillé dans le diagramme (*) se
factorise par

SKylX) == Pic(X)

e\

0 —— Pic{X)iqPic(X] — H(X,ptq) — B¢ [X)q —»0
i
X1 %1g - (X)°°
L4 ProOPOSITION. Le conoyau de lapplication Pic(X)— H*(X, 1) est
1Somorphe a (Z/qZ)* .

) En. eﬂ'e_l, ramenons-nous au cas g premier; par le corollaire 2.3 de [1], on
Sait qu'il existe une dualité entre Br(X ), et le sous-groupe (Jy ,)4iv des éléments
de Ji.q Qui sont divisibles (i.e. qui appartiennent a mJy , pour tout entier m = |
(ka. [71, p. 194)) ou J désigne la Jacobienne de X, Ji.q les g-points rationnels sur
‘ de J’ Or par (71, p- 194, (Ji 9%y = (Z/9Z)* ¢ oui ¢ est l'entier de Ogg associé
a'la réduction de J mod (t) (I'isomorphisme entre Br(X), et (Z/qZ)** "¢ est aussi
démontré dans [2]).

1.5. COROLLAIRE. La suite

{6) - 0= Pic(X)@Q/Z—»xI[X)""@Q/Z_,(Q/Z)Zg—a__,o
€t exacte.

i 1.6. Remarque. Pic(X) est extension de J, par Z. Utilisant les proprié-
es c!"un modéle minimal de Néron de J sur Speck, [[e1], on voit que J,
Contient un sous-groupe divisibl/c d’indice finr. Il en résulte que Pic(X)® Q/Z

- - k] -“‘\‘ . -3
%t en fait isomorphe 4 Q/Z et m, (X)** a (Z)** 1% (le symbole A désigne ici le
cml*lplélt":-}. Si I'on définit 79 (X)*™® & étre le noyau de 1;, (X)** - Gal(k/k) ~ Z,
dlors 79 (X)*® ~ (Z)%,

2. Extensions complétement décomposées. Soit ¥ un modéle régulier de
sur Speck, [[]], ie. un schéma de dimension 2 régulier muni d’un
Morphisme propre X — Speck, [[z]1] plat tel que ¥ ® k ~ X. Désignons

g Speckollr]
Par X, 1a fibre spéciale de X et par 7, (X)** le groupe quotient de n, (X)*® qui

:I?SSi‘ﬁ_e les revétements (abéliens) complétement décomposés de X (cf. la
®finition 2.1, chap. I1 de [9]). L'exactitude de (6) traduit la propriété
Arithmétique suivante:
2.1. PROPOSITION. [ existe un isomorphisme m, (X)** = 7, (X )5,
de [Cettc proposition correspond dans notre cas 4 la proposition 2.2, chap. 11
9].
N On sait qu'il existe un homomorphisme surjectif de 7y (X)S vers m, (X,)°5.
Ous allons montrer qu'il y a une suite exacte

O 0 H@, 0/2) H'(X. 0/2) > Hom (Pic(X), 0/2) -0,
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(6)* sera la suite duale de (6) et I'analogue dans la situation k, algébriquement
clos de la suite exacte

0— E, — H' (X, Q/Z) - Hom (SK, (X), Q/Z)

considéré dans la proposition 2, §2, p. 246 de [5] pour le cas _ko l'!m.
Dans (6)*, llinclusion de H'(X,, Q/Z) dans H' (X, Q/Z) est induite pgr
homomorphisme surjectif 7, (X)™ — 7, (X,)*° et le 3™ hom(fmqrphxsme_ e
(6)* par 'homomorphisme 0 — Pic(X)®Q/Z — H?*(X, Q/Z) déduit des suites
exactes de Kummer (5). Pour établir I'exactitude de (6)*, nous de\io.ns m0n~trer
que tout élément y de H' (X, Q/Z) annulant Pic(X) vient d'un élément ¥ de
H!(X,, Q/Z). Pour chaque point fermé x de X,, x induit un e’lemen,l ¥, de
H'(K,, Q/Z) ou K, est le corps des fractions dt_‘. O, (completé 'df"' ’'anneat
local @ ,). Pour chaque peP = Spec(0y,)', soit K, la complétion de K«
pour la valuation p-adique. Il existe une partie finie S de P telle que tous 1615
idéaux de P—S proviennent de X par l'opération p - X, xe{p}, peX -
Puisque y annule Pic(X), x annule le groupe des classes d_‘ldcl;s de K et, potlll'
tout pe X!, le groupe K} (cf. par exemple pour une situation analog:nedz
proposition 6.6, chap. 1V de [6]); donc g, annule le sous-groupe [1 k%,

peP—-8§ .
groupe des idéles de K., le symbole || indiquant qu'il sagit 1d‘un produit
restreint par rapport aux sous-groupes U, des unites de‘ K‘x_,. D_au.tre part I;
annule le sous-groupe des idéles principaux de K ; or, les idéles principaux S_O‘I;e
denses dans [ ] K¥,, donc y, annule le groupe des idéles de K. Par la loi

S ) ) . it
réciprocité a;ialiquée au corps local de dimension | a corps résiduel quasn-flﬂ1

K,,, on sait que K¥, s’identifie 4 un sous-groupe dense de Gal (K;f’p_/K?-.p)“
Pour tout pe P, image 7., de 7, dans H' (K., 0/Z) est donc nulle, Amslés;
est non ramifié en un p quelconque de P et vient d'un élément de H! (6,:?;_,, o/ p
= H'(x, @/Z) =0, d’ou y, = 0. x est donc non ramifié en un point ferm
quelconque de X et vient d’un élément 7 de H' (X, Q/Z) ~ H' (X, Q/Z).

2.2. COROLLAIRE. La suite exacte (6)* sécrit
0 — (Q/Z)** — H' (X, Q/Z) - Hom (Pic(X), Q/Z) =0
et si U &5 X, elle nest autre que la suite exacte (2) de lintroduction.
2.3. COROLLAIRE. Rang de m,(X)*> = Rang de n§(X)"" = 2g—e¢.
2.4. CorOLLAIRE. Désignons par W (u,) le noyau de lapplication

H2(K, p)— || H*(K,, 1))
xeX!
Alors le rang du Z/qZ-module 111? (u,) est indépendant de q et égal a 29 —é,
rang de m,(X)"*. N y
Nous avons vu au cours de la démonstration de la proposition 1.4 4
Br(X), = (Z/qZ)* ",

j.e a¥
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25. Dans le cas ou le corps résiduel k, (supposé contenir les ra-
cines g-iémes de l'unité) est fini et non plus algébriquement clos, il résul-
te du théoréme 4 de [4] que (Z/9Z) (ou r est l'entier qui apparait dans
les suites exactes (1) et (2) de lintroduction) est le noyau I3 (p,) de
Papplication

H3(K, p)— [ H (K, p,).
peX!

Le rang du (Z/qZ)-module HI? (u,) est donc égal au rang du groupe =, (X)**
(cf. aussi le théoréme 2.4 de [9]). L’analogie avec le corollaire 2.4 est donc
totale. Nous montrerons dans un autre article que cette situation est tout a
fait générale: si X est définie sur un corps local de dimension N au sens
de Parshin (voir par exemple [8] pour la définition d’un tel corps), elle pro-
vient d’'une dualité entre HY*?(X, p ) et H' (X, Z/qZ) généralisant le théo-

reme 1.1 et conduit 3 un théoréme du type de Tate-Poitou généralisant
celui de [1].

2.6. ProrosITION. Nous avons les suites exactes

™ 0-(Q/Z)*** » H' (Uy, @/2Z) - (Lim C,, 0)* - 0,
®) 0-(Q/2)*™*~ H' (K, Q/Z) - (Cy* -0

ou Cy désigne le groupe des classes d’idéles de K, C,, x le groupe des classes de
diviseurs de X pour la relation de m-équivalence, m parcourant les modules de
X tels que U n (Supp(m)) = vide.-

(7) et (8) s’obtiennent de maniére standard compte tenu du corollaire 2.2.
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Modéle de Legendre d’une courbe elliptique
a multiplication complexe et monogénéité d’anneaux d’entiers

par
JEAN CoUGNARD (Besangon)

L. Introduction. Etant donné un corps de nombres K, on note Z, son
anneau des entiers; si L/K est une extension algébrique de degré fini de corps
de nombres, on dit que Z, est Zy -monogéne s’il existe 0 tel que Z, = Z,[0].

Si K = Q et L/Q cyclique de degré premier | > 5, M.-N. Gras a montré
(9] qu'une condition nécessaire de monogénéité est que L soit un corps de
Tfayon. On peut voir 4 travers les résultats de [1] que ce lien entre monogénéité
¢t corps de rayons ne se limite pas & k = Q. Des travaux récents ([2], [4], [6],
[7]) montrent que les conditions nécessaires sont aussi parfois suffisantes. Dans
le méme ordre d’idées on se propose de démontrer:

THEOREME 1.1. Si k est un corps quadratique imaginaire de discriminant
dy < —4, f un idéal entier impair de Z > K (resp. k') le corps de classes de k de
Fayon f (resp. 2) alors Fanneau des entiers k™ k'? est monogeéne sur celui de k®.

En particulier, si 2 est décomposé dans k/Q, on retrouve le résultat de [4].

Lorsque k = Q(,/ —d) avec d = 2 mod 4 on peut améliorer le théoréme 1.1
0 démontrant qu’alors I'anneau des entiers de k™ est monogeéne sur celui du
Corps de classes de Hilbert H, de k (cf. paragraphe 12).

La méthode utilisée suit le canevas établi dans [3], le paramétrage de la
Courbe elliptique C/Z, conduit au modeéle de Legendre. Les résultats dépendent
Cssentiellement des propriétés de divisibilité de la fonction de Legendre pour.
“rtains entiers quadratiques imaginaires, et des congruences satisfaites par les
Coordonnées des points de division d’ordre impair aux places de mauvaise
®éduction.

La méthode est effective car nous donnons une formule de récurrence qui
Del:met de calculer des polynémes annulés par la premiére coordonnée des
Points de n-division (celle qui permet de construire I'élément 0 tel que Zyana
= Zy» [6]). Pour étre tout a fait complet il aurait fallu prolonger ces formules
4 tous les points de Z, premiers & 2.

Des résultats analogues a ceux démontrés ici viennent d’étre annoncés par
M. Taylor et Ph. Cassou-Nogués [5].
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