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1. Introduction. Pour tout corps de nombres K on note Zy son anneau
des entiers. Si L/K est une extension algébrique de degré fini de corps de
Dombres, on dit que Z, est Z-monogene s'il existe 0 tel que Z, = Z[0]. Des
résultats antérieurs [1] ont conduit a conjecturer:

CoNJECTURE. Si K est un corps quadratique imaginaire, Hy son corps de
classes de Hilbert, & un idéal de Zy alors I'anneau des entiers de K™ est
monogene sur celui de Hy.

Des résultats récents ([2], [31, [51, (61, (71, (8], [9]) rendent cette
conjecture plausible. Tous sont basés sur létude des valeurs de fonctions
elliptiques ad-hoc évaluées en des points de division de la courbe elliptique
E=(C/Z,. La conjecture est en particulier démontrée avec & premier 4 2,
2 décomposé dans K/Q ([6]), ou K = Q(/—d) avec d = 2 mod 4 ([3]). On se
Propose, 4 partir des méthodes de ([3]), de compléter ces résultats en prouvant
ceux annoncés dans [4]:

TuEorEME 1. Soit K un corps quadratique imaginaire dans lequel 2 est
ramifié et % un idéal de Z premier a 2 alors [anneau des entiers de K™ est
Monogéne sur celui de Hyg.

~ THEOREME 5 Soit K un corps quadratique imaginaire dans lequel 2 est
inerte, % un idéal de Z ; premier a 2 qui n'est pas une puissance d’un idéal premier,
alors Panneau des entiers de K® est monogéne sur celui de Hy.

D'autres résultats sont annoncés d'une part par M. Vérant, d'autre part
par V. Fleckinger. Le premier reprend l'article [2] et démontre la monogénéité
pour les corps de rayon de Q (i) dont le conducteur n’est pas une puissance de
l4+i Le second démontre des résultats analogues aux théorémes 1 et 2 en
'{_lilisant le modéle de Deuring et en faisant jouer a I'idéal 3 le role que joue
lidéal 2 dans les énoncés ci-dessus.

1l semble au vu de ces différents travaux que le cas ou la conjecture résiste
est celui ou les idéaux 2 et 3 sont inertes dans K/Q et le conducteur une
Puissance d’un idéal premier.
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Notons encore que les méthodes utilisées permettent dans de nombreux
cas d’aboutir a des calculs explicites ([2], [4], [9]).

Notons que dans [7] la méthode suivie est 4 priori différente puisque les
auteurs cherchent d’abord des générateurs pour certains sous anneaux de corps
de fonctions modulaires et spécialisent ensuite pour trouver des résultats
similaires aux notres.

Au moment de terminer la rédaction de ce travail nous avons eu
connaissance des résultats de R. Schertz [11] qui travaille essentiellement avec
des conducteurs J qui ne sont pas puissance d’un idéal premier (cf. [11], Th. 5,
Th. 6) et qui n’ont pas 4 étre premiers avec (2). Ces divers travaux confirment la
remarque précédente sur le cas qui reste a résoudre.

2. Rappels et notations (cf. [3]). Dans ce qui suit K est un corps
quadratique imaginaire dans lequel 2 est inerte ou ramifié. Soit P Pidéal
premier de Z, divisant 2. On choisit une base 1, r de Z de telle sorte que

Im(7) > 0 et que B soit I'annulateur de (1 +1)/2 (cf. [3], §3). Soit g la fonction
de Weierstrass associée au réseau Z; de base 1, 7. On pose:

@25 1)—p((1+7)/2; 1)
TE)= P —p(1+7/2;7)°

T.() = e :
2(p (1/2; D—p (1 +7)/2; t)]m
_ 002, 9-p(1+7)/2;7)
@ (t/2; 1)— p((l +1)/2; t)'

La fonction 4 est la fonction de Legendre et les fonctions T et T, sont li¢es
par la relation:

i)

T2 = T(T—1)(T—4)

qui est le modéle de Legendre de la courbe E = C/Z ;. Ce modé¢le est défini sur
le corps K%

Si 2 est ramifié dans K/Q le degré de K'*)/H, est égal 4 2 et on pose ¢ = 2.
Si 2 est inerte dans K/Q le degré de K'*'/H  est égal 4 3. Le produit J des idéaux
premiers de K® divisant 2 est principal et on note ¢ un générateur de 3%

On démontre que si « et § sont des points de E d’ordre premier a 2 les
nombres T () et T(f) sont des entiers algébriques et T'()— T(B) = 0 mod o (cf-
[3], Th. 9.1). On a également prouvé qu'il existe un élément entier ae K@ tel
que T(x) = a mod g (lorsque 3 est décomposé ou inerte dans K/Q il suffit de

prendre a égal a T(f) ou f§ est un point de E dont l'annulateur divise
strictement 3). Avec ces notations, on a pu énoncer:

THEOREME 3. Si § est un idéal de K premier a 2, o un point primitif de
§-division de E, alors 0 = (T (x)—a)/g engendre lanneau des entiers de K'® K™
sur celui de K9,
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3. Le cas 2 ramifié

Remarque. Le cas o K = Q(i) ayant été traité dans [2] on suppose
dans ce paragraphe que le discriminant de K est strictement p.lus pemt 2czue 4.
Rappelons tout d’abord que dans ce cas A(t) est une unité de K'*, que

\/jTt) est dans K@ et que le conjugué de cet élément sur Hy est —1//4 (7).

PROPOSITION 4. Si 2 est ramifié dans K/Q il existe une unité ¢ de Hy telle
e K@ = Hy(\/2)

Démonstration. Dans extension K*/Hy le groupe de ramification est
Cyclique d’ordre 2. Il existe donc une extension cyclique L,/K avec !_,,1
€Xtension quadratique ramifiée en 2 d’une extension cyclique non ramifiee
Ly/K telle que K'¥/L, soit non ramifice. _

Soit xeL, tel que L, =L{,(ﬁ) (et donc K‘2’=HK{\/;)).' Les dis-
Criminants de K®/H et L,/L, étant égaux a 2 I'idéal de L, engendré par x est
le carré dun idéal B de L,. L'extension L,/K étant galoisienne la classe de

est ambige dans Lo/K. Le théoréme de Tannaka—Tcrrada_ [12] momr’e que
B devient principal dans le corps des genres de Lo/K qui est Hy; dou le
Tésultat annoncé.

COROLLAIRE. Si T est tel que 1, T est une base de lanneau des entiers d’un
orps quadratique imaginaire, alors j(t)—12* engendre le carré dun idéal
Principal de Hy, et cest un carré de Hy si Q(1)/Q n'est pas ramifiée en 2.

Démonstration. On sait (cf. [10], ch. 18) que (j—12%)"? est une
fonction modulaire de niveau 2 et quelle engendre I'unique Sous-corps, de
degré 2 sur @ (j), du corps des fonctions modulaires de niveau 2 définies sur Q.

our des 1 tels que ceux de I’énoncé la loi de réciprocité c.le Shimura montre
Que (j(r)— 123)'/? appartient au corps K et est quadratique sur Hy ce qui
donne Je résultat lorsque 2 n'est pas ramifié dans Q (1)/Q. Lorsque 2 est ‘ramlﬁe
dans Q(7)/Q on a [K®:Hy]=2 donc K®/Hy est engendrée par
j(1)—123)'2; cette extension peut également étre engendrée par la racine
Carrée d’une unité de H, ce qui termine la démonstration. N

Démonstration du Théoréme 1. Soit s 'automorphisme non trivial
de K@ K®)/K® on sait que si a est un point de E d’ordre premier a2ona:
S(T() = T(@)/A(x) (cf. (3], lemme 12.1). Puisque \/A(r) est dans K et
a —1/./A(r) comme conjugué sur Hy, il s'ensuit qu'avec l'unité ¢ de la
Proposition 4, I'élément /€T (®)/y/4 (%) appartient & K @, D’aprés le théoréme 3

i) - 4 = N .
l451[lbpll(:at.u:n-l qui 4 o associe

(0(y/eT (@)/y/A(D) —/eT @)//A)/e

et un un-cocycle de Gal(K®™/H,) & valeurs dans Z . Supposons tout
dabord que § soit un idéal premier, premicr & 2, et 4 un point primitif de
S-division de E. L'extension K®/H, est modérément ramifiéc donc son
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anneau des entiers est cohomologiquement trivial pour Gal (K'®/H ,); il existe
donc un élément beZ , tel que:

o (VT WA —VTWNA@ _ o0,
e

mais alors a = \/ET(p)/(Q,/i(t))——b est un élément de H,. Revenons main-
tenant a4 § premier a 2 sans plus de précision; les résultats rappelés dans le § 2
permettent d’écrire que:

‘/;:T(u)—a—b
2/ A1)

est un entier algébrique et donc que

T
0= \/; {a}n-a
e/A()
est un entier algébrique de K™ quel que soit a point primitif de F-division de
E avec § premier a 2. Les discriminants de K® KK et K'™/H . étant les

mémes on peut reprendre la démonstration du § 11 de [3] pour terminer la
preuve du théoréme 1.

4. Le cas 2 inerte

Remarque. Le cas K corps des racines cubiques de I'unité ayant été

traité¢ dans [9] on suppose dans ce qui suit que le discriminant de K/Q est
inférieur strictement 4 3.

PROPOSITION 5. Si 3 est ramifié dans K/Q il existe une unité v de H telle
que K® = Hy ().

Démonstration. On se base comme dans la proposition 4 sur le fait
que K'¥/H est une extension cyclique de degré 3 et que, 3 étant ramifié dans
K/Q, H, contient les racines cubiques de 'unité. Le reste est sans changement.

COROLLAIRE. Si 7 est tel que 1, t est une base de I'anneau des entiers d’'un
corps quadratique imaginaire, alors j(z) engendre le cube d’'un idéal principal de
Hy, et c’est un cube de Hy si Q(t)/Q nest pas ramifiée en 3.

Démonstration. Elle est calquée sur celle du corollaire de la proposi-
tion 4, en utilisant cette fois-ci le fait que j'/* est une fonction modulaire de
niveau 3, que le degré de K®/Hy est premier a 3 lorsque 3 n’est pas ramifié
dans K/Q et que le groupe de Galois sur Q(j) du corps des fonctions
modulaires de niveau 3 définies sur § est isomorphe 4 GL,(Z/3Z)/4 1 qui est
d’ordre 24 (cf. [10], ch. 6).

Dans tout ce qui suit les points « et § de E ont un annulateur qui est
premier 4 2 et qui n'est pas une puissance d'un idéal premier. Le générateur
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dont Pexistence est annoncée dans le théoréme 2 va étre construit au moyen de
la premiére fonction de Weber:

—273%g,(1)g5(x)
A(7)

ol g,, g5, 4 sont les formes modulaires usuelles (cf. [10], ch. 1). Pour cela
Commengons par exprimer la différence T(x)—T(B) au moyen de h en
Temarquant pour commencer que dans la définition de T on peut remplacer
© par h et donc:

Pz 1)

h(z) =

h(1/2)—h((1+7)/2) h(1/2)=h((1+7)/2)
T@-TH = h@—h((1+1)/2) R(B—h((1+7)/2)

€& qui donne:

) T@-T@) _

hB—he)
o(h(1/2)—-h((1 +7)/2)

Mais on sait d’aprés le corollaire 10.4 de [3] que T'(«) et T(B) sont des unites,
donc que:

) h(@—h(B) ~ (h(1/2—h((1+7)/2))(T(@—T(B)

Ol ~ signifie que le quotient des deux membres est une unit‘é. 1_\10}15 allons
Maintenant évaluer (h(1/2)—h((1+7)/2)) via le calcul du discriminant du
modéle de Weierstrass. En effet, nous avons:

(o) oG CC ()]

273%g,(1)g5(0)\°
=4w( A() )'

De plus d’aprés le théoréme 7.1 de [3] A(c) est une unité,
j@=12gw@/40), j0)-12>= 2636 g3 (z)/4 (2).

Il en résulte que:
1+7\ ¢ . .
[h (‘B—h(—z—t-)] ~j()?(j()—12°)2283C.
Compte-tenu de la définition de ¢ on en déduit que:

o(h-h(*5)) ~ e Go-12)
Le membre de droite étant un entier, la formule (2) nous dit donc que:

h(a)—h(B) = 0 mod 12j(x)* (j()—12%)"?

T () T(B)
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et, finalement d’aprés (1) que:
h(a)—h(p) _T@-T®
12j(x)'P(j(r)—12%)72 0 '
Or on sait d'aprés les corollaires aux propositions 4 et 5 que 12j(r)!?

x (j(r)—12%)"/* est associé a4 un élément ¢ de Hy. On a donc prouvé, en
utilisant & nouveau le §11 de [3], que:

LEMME. Pour § conducteur premier a 2 non puissance d’un idéal premier et
o point primitif de §-division de E le discriminant du polynéme irréductible de
h(@)/c dans Textension K®/H, est associé a celui de cette extension.

Le probléme qui reste a régler est qu'a priori h(a)/c n'est pas un entier.
Nous allons procéder comme dans le paragraphe 3.

Soit &, le produit de deux idéaux premiers distincts de (2): =P, P,et
# un point primitif de §,-division de E; I'extension K™)/H, est modérément
ramifiée et le un-cocycle de Gal (K®"/H,) 4 valeurs dans Z 3, qui a o associe:

o (h(u)—hw)
c
est un un-cobord; il existe donc b dans Z, 4, tel que:

o (h(w)—h(u) _
c

On pose a I'tlément de Hy égal a (h(a)/c)—b. On considére maintenant ¥ un
conducteur premier a (2) qui n’est pas une puissance d’un idéal premier et o un
point primitif de §-division de E on peut alors écrire:
A L
c c ¢

o (b)—b.

—b

on constate que h(a)/c—a est un entier de K® et d’aprés le lemme qu'’il est le
générateur annoncé dans le théoréme 2.
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