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Since for any positive integer m,

_ (__l)m —) 2 2m+1

L(2m+ l. X) = 'Z(T_:_‘rl()x"(?n) BZHH-I.:: IL(ZUI'l' ]: f)l < C(3)!
we find that

) IS] < C,(n)g"* 12

in the same way as above. Then our assertion follows 1mmedlately from (5), (t]
and (9).

3. Proof of Theorem 3. In the cases n = 1 and n = 2, our assertion follow$
from (3), (6), (7) and the result of Pintz [2], because §,(1)=g¢B,, an
S,(2) = gS,(1).

If n > 3, our assertion follows easily from Theorem 2 and the result of Pint?

[2].
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Indépendance linéaire
des valeurs des solutions transcendantes
de certaines équations fonctionnelles II

par

Jean-PauL BEzivin (Paris)

0. Introduction. Dans cet article, nous poursuivons I'étude commencée
dans [2] des propriétés arithmétiques de certaines fonctions entiéres transcen-
dantes,

Bien que tout ce que nous allons montrer soit valable pour un corps
Quadratique imaginaire, nous nous bornerons a considérer le cas du corps
Q des nombres rationnels, la généralisation 4 un corps quadratique imaginaire
tant immédiate. Nous notons @ une cléture algébrique de Q.

Soit u(n) une suite récurrente linéaire d’éléments de Q, c’est-a-dire une
Suite d'éléments de Q ayant une expression de la forme
(1 u(n) = Y. P(na}
i=1
avec P, appartenant & @[x], non nuls, et les a, 2 O — {0}. Nous supposerons
dans tout cet article que u(n) est non nul pour tout entier n.

Nous notons A(n) la suite définie par

Q) A(n) = u(0)...u(n).

Les fonctions qui nous intéressent sont les fonctions de la forme

3 f@)= E "/ A(n).

n=0 iV
Nous supposerons aussi dans toute la suite que la suite u(n) est non dégénérée,
Cest-a-dire qu'aucun des a; n’est une racine de l'unité différente de 1, et de
WMéme pour les quotients aj/a;.

Sous ces hypothéses, la fonction f(z) est une fonct:on entiére de la variable
Complexe z, et nous nous intéressons aux propriétés d'indépendance linéaire sur
Q de f et de ses dérivées aux points de Q.

Les fonctions f(z) satisfont & certaines équations fonctionnelles, voir [2],
oy e titre. L’étude faite dans [2] concernait le cas ou les polynémes P,
gurant dans l'expression (1) étaient constants.
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Nous ne ferons plus une telle hypothése dans cet article, mais nous sero
contraints de conserver une hypothése de fréquence dominante portant sur €8
«a; (voir plus loin).

Drailleurs, un des ingrédients de la preuve du résultat d’indépendanc®
linéaire sera une version approchée du Théoréme du Quotient de Hadamal'dj
que nous établirons sous cette hypothése en utilisant une technique due 2
C. Pisot (voir [1]).

Nous renvoyons a [2] pour des références bibliographiques sur de
résultats semblables a ceux démontrés dans cet article.

1. Notations et énoncés des résultats. Dans cette partie nous donnons ¢
notations et les énoncés des résultats. Soit u(n) la suite récurrente linéair®
définie par l'expression (1). Nous ferons dans toute la suite les hypothése®
suivantes:

(a) u(n) est a valeurs dans Q.

(b) Les éléments a; sont entiers algebriques.

(c) u(n) est non dégénérée.

(d) On a |Ja)|>|a|=1,i=2,...,5 et si |g] =1, alors g, = 1.

Les nombres algébriques a; sont les frequences de la suite récurrente u(nh
I’hypothése (d) est donc ’hypothése de la fréquence dominante.
Le résultat principal de [article est le suivant:

THEOREME 1. Soient t et m deux entiers naturels, avec t non nul, et by, ... b
des éléments distincts de Q—{0}. Soit G le sous-groupe multiplicatif de
Q engendré par a,, ..., a, On suppose que, pour i différent de j, le quotient bi/bi
n'appartient pas a G. On fait enfin I'hypothése que si la suite u(n) a la fréquence L
que l'on peut supposer étre a,, et si P, est un polyndme constant, alors P n'est pés
de la forme (b, avec [ appartenant a G. Alors la famille {1, f9(b), 0 <j <™
1 <i<t) est Q-linéairement indépendante.

Nous avons déja parlé du théoréme du quotient de Hadamard; novs
allons maintenant donner son énoncé. Il s'agit d’un résultat qui avait €t
conjecturé par C. Pisot, et qui-a été finalement démontré par Y. Pourchet et
A. ). van der Poorten ([5], [7], [8]). Voir aussi la rédaction compléte qui €*
a été donnée par R. Rumely dans [6].

THEOREME DU QUOTIENT DE HADAMARD. Soit K un corps de caractéristiqi
nulle et u(n), w(n) deux suites récurrentes lineaires a valeurs dans K. On supposé
que v(n) est non nulle pour toute valeur de n, et qu'il existe un sous-anneau E ¢
K, de type fini sur Z, tel que le quotient w(n)/v(n) appartienne a E pour toul I
Alors la suite w(n)/v(n) est récurrente linéaire.

La version approchée de ce résultat dont nous aurons besoin est Ia
suivante:

THEOREME 2. Soient w(n) et v(n) deux suites récurrentes linéaires a valew’
dans Q. On suppose que v(n) est non nulle pour tout n, et que cette suile posseé
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u"efréquence dominante. On note T le sous-groupe multiplicatif engendré par les
"Quences de v(n), et S l'ensemble des fréquences de w(n). On vérifie facilement
e U = TS est stable sous l'action du groupe de Galois de Q sur Q. On suppose
e Plus que l'on peut écrire w(n)/v(n) = c(n)+d(n) avec c(n) élement de Z pour
ut o d(n) une suite d'éléments de Q telle que d(n) = O(g") avec 0 <pg < 1.
lors g suite c(n) est une suite récurrente linéaire, dont les fréquences
%partiennent a U = TS.

~ La suite de I'article est organisée ainsi: Dans la partie II, nous donnons la
®monstration du théoréme 2. La partie III est consacrée a la démonstration
U théoréme 1. Enfin la partie IV est dévolue d quelques remarques.

IL. Preuve du théoréme 2. Nous démontrons donc maintenant le théoréme
* Nous notons

v(n) = P,(n)w] + ... + Py(n)w;.

On 4 donc d’aprés les hypothéses faites, |w,| > |w] pour i différent de I, et
> 1.
Soit N un entier assez grand que nous préciserons plus loin. Si I'entier n est
grand, P,(n) est non nul, et la suite

r(n) = —(Py(malh+ ... + P(mi)/(P, (n)w})

St de module strictement inférieur 4 1. On peut alors écrire

N
P, ()" w(n)/o(n) = ¥ o7 "P,(n)"w(n)r(n) + P, (n)"r(n)" " w(n)/v(n).
i=0
Chacune des suites wj "P, (n)"w(n)r(n)’ est une suite récurrente linéaire; pour
°E‘l réel positif c, il existe un entier N tel que la suite P, (m)"r(n)"*  w(n)/v(n)
Wit un 0(c") quand n tend vers Pinfini, en raison de 'hypothese de fréquence
Ominante. Il en résulte que I'on peut écrire, pour un entier N convenable,

P,(mVe(n) = Hy(n)+J y(n),

% la suite H(n) est une suite récurrente linéaire d’éléments de @, 4 fréquences
s U — ST et on la suite Jy(n) est un O(c}), avec 0 <c¢, < 1.
Le polynéme P, a ses coefficients dans Q. Quitte @ multiplier encore par
‘n polynéme, on peut supposer que 'on a

4 Q(n)c(n) = H(n)+J(n),

a."e‘-‘ Q(n) polyndme a coefficients dans Z, non nul, H(n) une suite récurrente
B¢aire d’éléments de O, et J(n) une suite qui est un O(c3) avec 0 < ¢, < L.

Du fait que H (n) est une suite récurrente linéaire 4 valeurs dans @, il existe
" entier e dans N et des entiers rationnels non tous nuls m, tels que l'on ait

:Z m.H(n+i) = 0. On peut choisir la longueur e de cette récurrence de fagon
=0



236 J-P. Bézivin

que les zéros du polyndme ¥ m,x* soient des conjugués de fréquences de H(
donc dans U = TS.
De la relation (4) on tire alors

e e
(5) 2 mQn+icn+i)= Y mJ(n+i).
i=0 i=0
Dans (5), 'expression de gauche est un élément de Z. Le membre de droite tend
vers zéro si n tend vers linfini. Il en résulte que les deux membres
Pexpression (5) sont nuls pour n assez grand, et ceci prouve que la suite Q(n)‘:{"}
est une suite récurrente linéaire.

Nous pouvons maintenant appliquer le Théoréme du quotient de Had_"
mard: la suite c(n) est & valeurs dans Z pour tout n, et est le quotient de la suit?
récurrente linéaire Q(n)c(n) par la suite récurrente linéaire Q(n), et par suite
elle-méme récurrente linéaire.

D’autre part, les fréquences de c(n) seront alors des fréquences de Q(n)c("}
donc des racines de ) m;x' et par suite dans U = TS, ce qui terminé
démonstration du théoréme 2.

I11. Démonstration du théoréme 1. Nous aurons besoin du résultat suivﬂﬂt

LEMME 1. Pour R réel positif on pose |f|(R) = Max{|f(z)l, |z| < R}. or
a alors l'estimation

Log|fI(R) < (LogR)*/(2Logla,|)—gLogR Log Log R/Log|a,| +O(LogR):
ou q est le degré du polynome P, coefficient de a} dans (1).

Démonstration. De I'hypothése de la fréquence dominante on tire
facilement qu'il existe une constante c, positive telle que I'on ait pour 0¥
entier n la minoration

(©) u@)] > cyntla, .

Par suite on a pour A(n) la minoration

(7 |A(m)| > cach(n)lay et 02,

On a donc pour z de module inférieur ou égal & R, Iinégalité

|f(z)| < E c;"c§”(n!)_"]all_""'+”"2R".
n=0

11 suffit alors de démontrer I'inégalité du lemme 1 pour la fonction U(R) égales‘

UR)= 3, (n)la, " 2R,

nz1

Il existe une constante positive cg telle que I'on ait

(8) U(R) < ) exp(nLogR—gnLogn—n*Log|a,}/2+csn).

nzl
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it B(x) la fonction de la variable réelle positive
B(x) = xLogR—gxLogx—x*Logla,|/2+csx.
e maximum de cette fonction est atteint au point x(R) qui vérifie I'égalité
xLogla,|+qLogx = LogR+c5—q.
U egt facile de voir que 'on peut écrire
x(R) = (Log R —gqLog LogR)/Logla,|+7(R),

%7 est une fonction bornée quand R tend vers l'infini. Il en résulte que chacun
termes du membre de droite de I'inégalité (8) est majoré par une expression
la forme

exp((LogR)?/2Logla,| —qLogRLogLogR/Log|a,| +cesLogR),
04 Cs est une constante positive. _ .
Soit maintenant y(R) la partie entiére de 3LogR/Logla,|. 1l est immédiat
e, pourvu que R soit assez grand, la fonction f(x)/x est plus petite que _.l
8 ur x plus grand que y(R). Il en résulte que le membre de droite de 'inégalité
)

¢st majoré par 'expression

y(R)exp((LogR)?*/2Logla,|—qLog LogR/Logla,|+csLog R) +c,,
% ¢, est une constante indépendante de R, pourvu que R soit assez grand. On
déduit facilement Iinégalité du lemme 1.

Nous passons maintenant & la preuve du théoréme I.
Nous allons raisonner par I'absurde, en supposant donc que la famille
L, 5 (b))} est Q-linéairement dépendante. Il est facile de voir que ceci est
Uivalent  dire que la famille {1, t°(f)(b)} est Q-linéairement dépendante (on
“ppelle que t est 'opérateur différentiel xd/dx). 1l existe donc des éléments e et
% dans Q, non tous nuls, tels que 'on ait

9 e+Y et (f)b) = 0.
N““S définissons la fonction g(z) par I'égalité
o 9(2) = e+ ¥ e, (1)(by2).

la fonction g(z) est une fonction entiére de la variable complexe z, qui vérifie
f )=0; par suite la fonction h(z) = g(z)/(z—1) est encore une fonction
lytique entiére.
Nous écrivons les développements de Taylor de g et h sous la forme

g(2) = Yom)z/A(m),  h(z) = T wn)z"/A().

| ) .
| est facile de voir que pour n entier naturel non nul, on a v(n) = ) e;;n'bj}, de
Tte que u(n) est une suite récurrente linéaire dont les fréquences sont parmi les by.
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Soient maintenant § et & les séries formelles définies par §(x) = ZU(n)x'd
h(x) = Y w(n)x". La série § est une fraction rationnelle; nous allons montre’
que la série & a un rayon de convergence non nul dans C.

Il existe deux constantes o et f, positives, telles que I'on ait pour to_ul
n entier I'inégalité |u(n)| < «f". On en déduit que |g|(R) < «| f|(BR), et par suit?
que la fonction |g|(R) vérifie une majoration semblable a celle du lemmé ™

Il en est alors de méme de la fonction h. D’aprés les inégalités de Cauch¥
on a donc

(11)  |w(n)| < |A(n)lexp((LogR)*/2Log|a,|
—qLogRLog LogR/Log|a,|+csLogR—nLogR)-

Dans cette inégalité, on prend LogR = nLog|a, |, et aprés quelques calculs o
trouve {w(n)| < exp(con) pour n assez grand, ce qui démontre l'assertio™
Nous traduisons maintenant I'égalité g(z) = (z—1)h(2) sur les coefficien”
w(n) et v(n).
On trouve sans difficultés que w(0) = —v(0) et que pour n> 1

(12) u(n)w(n—1)—w(n) = v(n).

Les deux suites v(n) et w(n) sont a valeurs dans Q; les fréquences de la suite u(t)
sont des entiers algébriques. Comme v(n) est une suite récurrente linéaire, o
peut trouver un entier naturel d non nul tel que d"**v(n) et du(n) soient dar®
Z pour tout n; il en résulte facilement que d"*'w(n) est dans Z pour tout *

Nous procédons maintenant en deux étapes: .

Etape 1: Nous allons montrer que la suite w(n) est récurrente linéai®®
d’aprés ce qui précéde, on ne restreint pas la généralité en supposant que
trois suites u(n), v(n) et w(n) sont d valeurs dans Z.

Soit m un entier naturel tel que |a,|™ > exp(cy) = €10 (co est tel qv°
[w(n)] < exp(cyn) pour n assez grand). En itérant la relation (12) on trouve que

(13) u(n+1)...u(n+m)w(n) = win+m)+t(n),
ou t(n) est la suite récurrente linéaire
t(n) = v(n+m)+up+mpom+m—1)+ ... +u(n+2)...u(n+mjpomn+1)-

On pose de plus s(n) = u(n+1)...u(n+m). La suite s(n) est récurrente linéai®
et a une fréquence dominante qui est af. On peut donc écrire

(14) t(n)/s(n) = w(n)+ p(n).
uf

La suite w(n) est a valeurs dans Z, et la suite p(n) = —w(n+m)/s(n) est
O((cioai™") et |cjoa;™ < 1. Nous sommes donc dans les conditi “s
d’application du théoréme 2, et par conséquent la suite w(n) est une sV
récurrente linéaire.

Etape 2: Nous montrons que les résultats précédents conduisent a uo’
contradiction.
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A
Nous écrivons w(n) = 3. Q,(n)wf; les w, sont donc les fréquences de w(n).
i=1
D’aprés le théoréme 2, tout w; peut s’écrire comme le produit d’un élement ( de
_G et d’une fréquence b; de la suite v(n), autrement dit on a w; = {;b,, pour tout
L, avec {; dans G.
~ Nous notons i, un indice tel que {; soit de module maximal, et i, un
indice tel que {;, soit de module minimal. On a donc

(15) 18, 2 18-

Le nombre a,w;, = a,{,-,b,‘h est une fréquence de I'expression de gauche
de I'égalité (12), en raison de la maximalité de ;. Par suite, C’est I'un des b,.
Daprés les hypothéses faites sur les by, il en résulte que k est égal & k;, et par
suite |C, | = |a,| ™! < 1.

Nous considérons maintenant ;,. Si cet élément n’apparait pas comme
fréquence du membre de gauche de I'expression (12), c’est qu'il est de la forme
%w, (autrement dit, qu’il apparait aussi comme fréquence dans le terme
u(m)w(n—1)).

On a donc {;,b,,, = a;{;b,,, d’ot on déduit k;, = k;, et ensuite que a; =1,
donc j=s.

1l faut donc que l'on ait P,(n)Q,,(n—1)w;;' = Q;(n) pour tout entier n,
d'oui on déduit que P, et Q,, sont des polyndmes constants, et par suite que la
Constante P, est égale 4 w,, = {;,b,, , ce qui est exclus par 'une des hypothéses
du théoreme 1.

Puisque w,, est une fréquence du premier membre de Pégalité (12), c'est
donc I'un des b,. On en déduit alors que {;, est égal & 1. Par suite, on
a || =1>¢,l, ce qui est contradictoire avec linégalite (15), et cette
Contradiction termine la démonstration du théoréme I.

IV. Remarques. 1) Nous donnons tout d’abord un exemple montrant que
Phypothése supplémentaire du théoréme 1 dans le cas ou la suite u(n) a la
fréquence 1 est nécessaire.

On prend u(n) = 2"+3, la fonction f(z) du théoréme satisfait alors ala
telation f(2z)+ 3 (z) = zf (z) + 1. On a donc f(6) = 1, autrement dit en prenant

\=6, on a 1 et f(b,) O-linéairement dépendants. On a bien sir
P,<3—=2"1p, et 1/2 appartient a G.

2) Nous avons considéré, quand s = 1 dans les hypothéses du théoréme 1,
Uniguement le cas ot |a,] > 1; on peut se demander ce qui se passe dans le cas
Ol |a suite u(n) est égale 4 un polynéme non constant. Ce cas a été examiné
dans [4]; la méthode conduit a des résultats semblables, et fait intervenir des
Propriétés de certains opérateurs différentiels.

3) Nous examinons maintenant ce qui parait étre I'hypothése la plus
Contraignante du théoréme 1, & savoir 'hypothése de la fréquence dominante.
Cette hypothése intervient dans le théoréme 2, et le lemme 1. Pour ce qui
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concerne le théoréme 2, il faut voir que le cas ou I'on n’avait pas de fréquenc®
dominante était le cas difficile du théoréme du quotient de Hadamard. La
méthode utilisée dans ce cas ne semble pas devoir s’appliquer ici, et par suite il
est probable qu’un tel résultat sera assez compliqué 4 démontrer.

Pour ce qui concerne le lemme 1, il semble qu’une généralisation nécessit¢
des renseignements précis sur la croissance d’une suite récurrente linéaire. Des
résultats sur ce sujet ont été annoncés par H. P. Schlickewei et A. J. van def
Poorten ([9]), mais les démonstrations n’ont pas été publiées semble-t-il 4 12
connaissance de 'auteur. '

Comme nous Ia fait remarquer le professeur A. Schinzel le théoréme 2 d¢
l'article de J. H. Evertse On sums of S-units and linear recurrences, Compositio
Math. 53 (1984), 225-244, fournit dans le cas général une minoration de 12
forme (6), ce qui fait que le lemme 1 est en fait vrai sans 'hypothése de 12
fréquence dominante.

4) Enfin remarquer que le résultat du théoréme 2 peut se traduire commé
une propriété de certains opérateurs fonctionnels; dans un autre cadre, nous
avons fait une étude semblable dans [3].
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On the (3N + 1)-conjecture*
by

J. W. SanDErR (Hannover)

1. Introduction. We define for all odd positive integers b
C(b) = (3b+1)/2°®
Where 2¢® is the greatest power of 2 dividing 3b+ 1. Obviously, C(b) is odd
igain, thus we are able to define recursively
C'b)=b, C**'(b)=C(C*b) for k>0.

The following conjecture has been made.

(3N +1)-CoNJECTURE. For all beN, 2kb, there is a keN, such that
Cp) = 1.

Several results concerning the conjecture are known, for references see [4],
[5] and [7]. The problem itself is still open. '

An odd positive integer b will be called descending if C*(b) = 1 for some
kENo. In the first part of this paper we show that the conjectufe is tru:e, if one
Can prove for a certain “arbitrarily thin” congruence class that it contains only

nding integers. In the second part we improve a lower bound of the
Qumber of descending integers below a given x by R. E. Crandall [2].

2. A sufficient condition. Let b be an odd positive integer. If b is descending,
We define

S(b) = min{keN,: C*(b) =1},
Otherwise S(b) = .
LemMA 1. For beN, 2tb, we have S(b) = S(4b+1).
Proof.

34b+1)+1  3b+1
C@b+1)=——mrn = S =CO).

* Theorem 2 was first presented by the author at the Journées Arithmétiques 1987, Ulm, West

C‘&l‘many.
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