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where 0 < g < 1 and |0,] < ¢ for ¢ > 0. Then (14) follows from (9) and (13) and
the proof is complete. w

Finally, we remark that the independence of the digits a,, neN, with
infinite mean value allows us to apply the various extended classical limit
theorems to this case.
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ACTA ARITHMETICA
LV (1990)

Uber die zahlentheoretische Funktion o (n)

von

‘Dierer WoLKE (Freiburg i. Br.)

1. Einleitung und Ergebnisse. Das mittlere Verhalten der Funktion
om=Y1 (pprim)
pin

ist sehr gut bekannt. Fiir geN gilt

N
(L) Y @'(m)=x Y, Ry(nlnx)(nx)~/+0(x(n x)"V Y(lnlnx)*"Y).
nEXx =0

Dabei ist N beliebig aus N, Ry, ist ein Polynom vom Grad g, die R;, (j = 1)
sind Polynome vom Grad < g—1. (Fiir N = 1 s. Hardy und Ramanujan [3].
Fiir beliebige N s. Delange [2], Théoréme 2. Hier wird die von Selberg [7]
angegebene Methode benutzt. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung s. Ivi¢ [4], Ch.
15.) Mit Hilfe der Dirichletschen Hyperbelmethode erzielte Saffari [6] eine
Verschirfung von (1.1). Fiir ¢ =1 lautet sein Ergebnis

o g
(12 Y o) =xlninx+Bx—x [ e mrgds

+0 (exp(—c(in x)** (Inln x)~*/%)).

Unter Annahme der Riemannschen Vermutung kann nach Saffari der Fehler
sogar durch O(x*?(In x)13) abgeschitzt werden. Es scheint, als ob die zu
erwartende Schranke O (x'/2*%) mit der Hyperbelmethode nicht erzielt werden
konnte. Kolesnik und Straus [5] untersuchten mittels Integration iiber die
erzeugende Dirichlet-Reihe die Summen )’ 1. Sic deuteten an, daB unter
nE=xwn)=k
Annahme der Riemannschen Vermutung Fehlerglieder der Ordnung O (x
erreicht werden konnen. Dies Verfahren soll hier auf das erstgenannte Problem

angewandt werden. ;

1!2+z)

SaTz 1. Sei geN. Notwendig und hinreichend fiir die Giltigkeit der
Riemannschen Vermutung ist die asymptotische Formel

Y oi)=x Y  Ri(nlnx)(nx)~/+0(x"*")

nEx 0<j<(1/2)Inx

(fiir jedes & > 0).
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Die entsprechende Aussage ist richtig fiir die Funktion Q(n)= Y k.
Pelin
Die Umkehrung ist auch in dem von Kolesnik und Straus betrachteten
Problem mdglich.

Satz 2. Sei keN. Notwendig und hinreichend fiir die Giiltigkeit der
Riemannschen Vermutung ist die Formel

Y 1=x Y Pu(lnlnx)(Inx)™/~ 1+ 0 (x"%*9)
n<x,0n)=k 0=j<s(1/DInx
(¢ >0, P;, Polynome vom Grad < k—1).
Das Verfahren kann auf zahlreiche dhnliche Fragen angewandt werden.
Ein Beispiel:

SATZz 3. Sei

1, n=ni{+n3
r(n) = n,, n,eN,).
o=y T meny

Bezeichne L(s) die zum Nicht-Hauptcharakter mod 4 definierte L-Funktion.
Dann folgt aus der Riemannschen Vermutung fiir {(s) und L(s)

Y rin)=x S a,(lnx)~ 1274 0 (x!/2*Y)
nEx 0<j<(1/2)Inx
(ap # 0, a;eR).

Die Umkehrung ist hier nicht méglich, da zum Beispiel die Existenz einer
Nullstelle ¢ = f+iy (B > %) der Ordnung zwei von {(s) mit L(g) # 0 mit der
Giiltigkeit der obigen Formel vertriglich sein kann.

Es soll hier nur Satz 1 hergeleitet werden, da die Beweise weitgehend
analog verlaufen. Die natiirliche Zahl q wira im Folgenden als fest angesehen.
Alle auftretenden Konstanten kénnen von g abhingen, die O- und <-
obendrein von ¢. Die Konstanten a, b, ¢, ..., eventuell mehrfach indiziert, sind
reell.

2. Hilfssitze. Sei
2.1 F(s) =) wi(n)n* (0=Res>1)

die zugeordnete Dirichlet-Reihe.

LeMMA 1. Es existieren in {s, ¢ >4} holomorphe Funktionen G,= G,
0<v<g—1) mit

(2.2) G (A+8+it)<dé™® (0<éd<),
so daf fiir o > 3%

(2.3 F(s)= C(s)(ln“{(s)—#qg In*{(s)- G, (s))
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gilt. (In{ bezeichnet den Zweig, der auf {se R, s > 1} reellwertig ist. Hierdurch
ist In{ auf {o > 4} holomorph definiert auBer im reellen Intervall (3, 1] bzw.
links von eventuellen (-Nullstellen o = f+iy mit § > 3).

Beweis. Aus

w'n)= ) Z 1

n=dl  pi...

ergibt sich

- 3 2 z

1€vsg {1,....g}=Byu...uUBy p;1.. p..pi ps

wobei die B; # @ paarweise disjunkt und die p; paarweise verschieden sind.
Fiir jedes ve {l ., q} 1Bt sich nach Kolesnik-Straus [5], Cor. 3.40, die letzte
Summe schreibcn als

v=1

PO+ X Y BiimPG18) .. PUns),

m=1 1%ji,....dm
it tim=v

wobei

P(s) = = = In{(9+G(s),
N
G (s) holomorph fiir ¢ > 4 und G(+d+it) < 67! (0 < & < 1). Zusammenfas-
sung ergibt die Behauptung des Lemmas.
Fiir x > ¢ und

(2.4) o Y

2 Inx
bezeichne

"W=W(x,n=H,+K+H,

den folgenden Weg: Die komplexe Ebene sei ldngs der negativen reellen Achse
geschlitzt. H, verlaufe auf dem unteren Ufer des Schnittes von —441/(In x) bis
—r, der Kreis K vom Radius r umrunde den Nullpunkt im positiven Sinn und
H, verlaufe lings dem oberen Ufer von —r bis —}+1/(Inx).

LemMMA 2. Fiir pu20, 1 <v<gq gilt

a-—_[x’s"(lnl)‘ds

( )H : J;o (InlnxYb,,;+0(x~'?).

Fiir v =0 verschwindet das Integral.

2.5) I o=
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Beweis. Es ist leicht zu sehen, daB der Beitrag des Kreises bei r — 0
gegen Null geht. Man erhdlt somit

(_ l)v+_u 1/2-1/(Inx)

20 J,= x~*t*((Int+in)’ —(Int—in)") dt

2mi 0
d 1/2-1/(Inx)

=(=1)+" 3 ( Y )(in)” ] x 't (Ing) =D de.

0<j<o-1y2 I+l 0
Aus Kolesnik-Straus [5], Lemma 3.12, entnimmt. man

1/2-1/(lnx) G l d 1 x y . l . 2wx—lfl
‘(neydt = ——3 * ).
£ x "'t (Ine)*dt (lnx)"”,;, et (1N nx)+0( (lnlnx))

Finsetzen in (2.6) fithrt zu (2.5).
LemMMA 3. Fir 0 <v<gq sei

1 a5 1\
J,=—]| ch—(ln—) ds.
2miy S s
Dann gilt fiir jedes ¢ >0

2.7 J,=(nlnx)"+ y R,;(inln x)(In X) T 40 (x" 12,

0Sj<(1/2)Inx
" Dabei sind die R,; Polynome vom Grad <v—1 mit reellen Koeffizienten.

Beweis. Wegen J, = 1 kann v > 1 angenommen werden. Es werde

1 x*=1( 1Y 1 Y
(2.8) J, =— (ln —) ds+— | l(lnl) ds
2niy s s 2rip s\ s

=Jyutdn

gesetzt.
In J,; kann wieder der Grenziibergang r —0 volizogen werden:

(_l)v+l 1/2=1/inx) x—t 1

Ja =5 g [_ ((n ¢ +im)* —(In £ —im)") dt

_ 5 v ( v )(m)z‘,(v-—uji—l))
0<j<tr-1)2 0<x<v—~(2j+1) \I+1 *

. (1/2)nx—1 e—l_l
x(—1y*(Inln x)*~ @i+ D= }
0

(Int)*dt.
Fir 0 < x <v—1 ist das letzte Integral
}e—l_l (12)nx—1 ,-1
0

_(n@nx—1p

: (Inty*dt+ | i (Int)*dt

. x+1
n]ﬂx x+1 x lnxl
= c,,+0(x'”2+‘)+%+ Culr(ln—r)_'
x+ [=0 1<r<(1/2)Inx In"x
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Einsetzen ergibt mit etwas Rechnung

29) Jy=@mlhx+ Y R,nhx)(nx)+0x""T).
0<js(1/2)Inx

Dabei sind die R,; Polynome der gewiinschten Art.

Zur Auswertung von J,, werde W zu einem geschlossenen Weg W=
H,+K+H,+H;+K,+H, erginzt. Dabei ist H, die Horizontale von
—141/(Inx) nach —1 lings dem oberen Ufer, K, der Kreis vom Radius 1 um
s = 0, im negativen Sinn durchlaufen, und H, die Horizontale am unteren Ufer
von —1 nach —3+1/(Inx). Offenbar ist

1 1 1y
Jo2 = —5= I —(lﬂ*) ds.
2Mig,+k +H S\ S

_.-n:"
— =0 (4
i Y 0 (4),

1 1( 1)"

— [=(In-) ds=d,; =9 n°

mi ¥ =2
Tig, S S v+1, v (4).

0 sonst.

Man sieht leicht

Wie schon mehrfach ergibt sich

L l(m‘;)“dsz“”v | l(nt+iny—ne—iny)d

2Mi g, n, S 21 12— 1ex

i (Inx)=1 1 )
=dv2 +(_l)" Z (2j+l)(1[i)11 £ Jzt_;(ln(%__t))v—l—z_fdt.

o=sjs(v—1)/2

Durch Entwickeln des Integranden iiberzeugt man sich, daB der letzte
Ausdruck die Gestalt

dy
+O x~ 1/2+e
osksu;znn;(lﬂx)k ( )

hat. Zusammenfassung liefert Lemma 3.

3. Beweis zu Satz 1, “notwendig”. Wegen w(n) <Inn ist fir ¢ > 1

Zg:#‘) < L@ (o) < (a—1)"@*D).

Fiir x> ¢* und T = x!/2 gilt daher nach der Perronschen Umkehrformel (s.
Titchmarsh [8], Lemma 3.12)

1+ 1f(lnx)+iT xs
(3.1) Y wi(n) =5 ) F(s)=ds+O0(x'?(In x)?*1).
n€x 27 5 4 1 4ins—iT s
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Man versehe die komplexe Ebene mit einem Schnitt auf der reellen Achse
von —oo bis 1. Sei 1/(lnx)<e <3 Bezeichne H, die Horizontale von
14+1/(Inx)—iT bis $+&—iT, V, die Vertikale von $+&—iT bis i+¢, H, die
Horizontale auf dem unteren Ufer des Schnittes von 4+¢ bis 4+ 1/(Inx),
W' = W'(x,r) den um Eins nach rechts verschobenen Weg W, H, die
Horizontale auf dem oberen Ufer des Schnittes von 4+ 1/(In x) bis 4 +¢, V, die
Vertikale von 4+¢ bis 4+¢+iT und H, die Horizontale von }+¢+iT bis
14+1/(Inx)+iT. Mit der Riemannschen Vermutung und Lemma 1 ergibt sich
aus (3.1)

(32 ) o'(n)= ﬁ([ + § )F(s]x{derO(x”Z ve),

n<x W' Hy+Vi+Ha+Hy+Vai+Hs
Nach Lemma 1, sowie Titchmarsh [8], Thms. 14.14 und 14.15, 148t sich F(s)

unter Annahme der Riemannschen Vermutung auf H,, V,,..., H, durch
O (x*/?) abschitzen. Mit (3.2) folgt daher

35

(3.3) 5 m‘(n)=%ff’{s+l)si

n<x W 1

ds+0(x1/2*),

Im weiteren sollen H, H*, H und H, Funktionen bezeichnen, die fiir |s| < %
holomorph sind und der Abschitzung

(3.4 H(s) <(3—Ish*
geniigen. Wegen

14+(s—1)H(s—1)

{(s) = —~ ,

Inl(s) = ln;—_l—1+H“‘(s—])

(35

(H, H* <1 fir |s—1| < 1) ergibt sich fiir se W aus Lemma 1
L
s

Fe+1) ( l) +H(s)(1n—) + ): H,(s)- (ml)v

s+1
Sei po = [LInx]. Fiir 0 < v<g—1 ist wegen (3.4)

(36) H,(s) = z

V40215 (Inx)e+Y).

{Zur Fehlerabschitzung s. z.B. Ahlfors [1], S. 177, mit einem Kreis vom Radius
$—1/(2Inx) um s, = 0.) Die Koeffizienten geniigen der Ungleichung

Gy < (128,

Man wende hierzu die Cauchysche Formel auf den Kreis vom Radius
ro=1/(2(1+¢/u) um s, =0 an und verwende (3.4). Ahnliches gilt fiir die

Funktion
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Mit (3.5) ergibt dies fiir se W

F(s+1) 1f, 1\ 5l 1f 1Y

v

+ Y ¥ a‘,,s“(ln )+O((2|s|)""(lnx)“+2),

O=pspg O0Svsyg

wobei
(38) B, <€ (17120

Wegen t—3In(2t) > 4§ fir 0 <t <4 ist

1/2
§ xR gy L Y2,
0

also auf Grund von (3.1) und (3.4), mit r = (2Inx)"*,

(3.9) Zw"(n)=§t}jx‘%(ln£)qu+ Y

1 1\
a,i_jr‘—(ln—) ds
nsx W o<v<q-1 2mi § 5

+ Y X a,n,—_[x s"(ln ) ds+0(x'?*9),
OSpu<pg 0<v=yg

Setzt man nun nach Lemma 2 und 3 fiir die obigen Integrale ein, so erhilt man

die im Satz behauptete asymptotische Formel.

Es ist unschwer einzusehen, daB die hier auftretenden Polynome
Rj,(Inln x) mit denen aus (1.1) iibereinstimmen. Wie in Lemma 2 zeigt man fiir
p=>lund 1<v<yg

Jy < p!(Inx)™* Ynlnx)*~*,

sowie fir N2 1 und 1 €£v < g wie in Lemma 3

Jy=(nlnx)’+ ¥ R,(nlnx)(nx)/+0((Inx) " *(Inlnx)*"?).
0<j<N
Hieraus kann wie oben — auch ohne Riemannsche Vermutung — (1.1)
hergeleitet werden. Durch eine asymptotische Formel der Gestalt (1.1) sind die
Polynome R;, eindeutig bestimmt.

4. Beweis zu Satz 1, “hinreichend”. Es werde
“4.1) Z wi(n) = L(x)+ R(x)

nEx
vorausgesetzt, wobei L(x) die Summe aus Satz 1 ist und R(x) der Abschitzung
< x'**¢ geniigt,
Fir 0 < 6 < 4 sei Wy, der wie W gcbtldctc Weg, in dem die Horizontalen
nach links bis —{ ‘reichen und der Kreis den Radius § hat. Aus 3. entnimmt
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man, daB fiir x > 1, L(x) der Beziehung

L(x)=ﬁ(v§0a ona ( )

+ ¥ Y aw | x’s“(ln ) ds)+0(x“2”]

Osu=(lnx)/2 0=sv=Egq Woa

geniigt. Fiir ¢ = Rez > 1 ist daher

42) F(z)= ——z]? Y wi(n)x"*" tdx

1 nEx

-2 Y a 1(1n1)jdxx“

2mi Wos v=0 S

v o

q
—i. [ds Yy ¥ ams“(lnl) | dxx*"*+F,(2).
2mi Wos uz0 v=0 S eln
Dabei ist F, eine fiir 0 > 3 holomorphe Funktion. Die Vertauschung der
Integrale ist insbesondere wegen (3.8) gerechtfertigt.
Der erste Term in (4.2) ist offenbar fiir Rez > 4, [Im z| > 4 holomorph. Im
zweiten Term konnen, erneut wegen (3.8), s-Integration und Summation
vertauscht werden. Man erhdlt so den Ausdruck

1 vez.u(s z+1)
4.3 a,, dss*{In- | ——.
{ ) 21“' vzo n;ﬂ 2 “;‘oa ( ) S_z+1

Sei & ein kompakter Teil von {z = o+it, ¢ > 4, [z| > 4} mit ¢ > 4+ 26 fiir
ze® und 0 < & < e™ 3. Dann kann das Integral iiber den Kreis durch <;e™"
abgeschitzt werden, wihrend der restliche Teil wegen

O<te! <y fir0<e<}

< (e™%%/2)" ist.
Mit (3.8) ergibt sich daraus die gleichmiBige Konvergenz der Reihe (4.3) in
R und somit die Holomorphie.

Aus der Giiltigkeit der Asymptotik in Satz 1 folgt daher mit Lemma 1 die
Holomorphie von

L5 () + z (InZ )’ G, (5))

im Bereich Res > 3, |Ims| >4 Die Annahme einer Nullstelle o, = f,+iyo
(Bo > 3) der {-Funktion sieht hierzu im Widerspruch. Damit ist der zweite Teil
der Behauptung gezeigt.
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