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ACTA ARITHMETICA
LVI (19%0)

Une nouvelle mesure d’indépendance algébrique
pour (o, o’)

par

G. Diaz (Saint-Etienne)

1. Introduction, théoréme. Soit « un nombre algébrique non nul, pour
lequel on a choisi une détermination du logarithme, log a, que I'on suppose non
nulle; et soit f un nombre algébrique de degré 3. En 1948, A. O. Gel'fond
a démontré I'indépendance algébrique des nombres of, a®*; on s'intéresse ici
a leurs mesures d’indépendance algébrique.

Soit K un corps de nombres. Pour un polynéme PeK [X,, X,] on note
d(P) son degré total, H(P) sa hauteur naive, h(P) sa hauteur logarithmique
(voir [P2], §1.3, pour la définition et les propriétés de h); les mesures log H et
h sont équivalentes si on se limite a des polynémes a coefficients dans Z.

La premiére mesure d’indépendance algébrique de (o, a?’) est obtenue en
1950 par A. O. Gel'fond et N. I. Fel'dman (voir [G-F]):

Pour tout &£>0, il existe t(e)>0 tel que pour tout polynéme
PeZ[X,, X,] vérifiant d(P)+log H(P) > t(e) on ait

log|P(@?, «*)] > —exp ((d(P)+log H(P))***).

Ce résultat est amélioré en 1979 par W. D. Brownawell (voir [B],
théoréme 1) qui remplace dans la minoration ci-dessus (d(P)+log H (P))*** par
cd(P)? (d (P)+log H (P)). Puis nous avons montré en 1987 en utilisant un critére
de P. Philippon ([P1], théoréme 2) que I'on peut remplacer (d(P) +log H (P)*+e
par (d(P)+log H(P)*** (voir [D1]).

Ce critére utilisait comme mesure d’une polynéme P la taille d(P)+ h (P)et
ne permettait pas de séparer degré et hauteur dans les mesures d'indépendance
algébrique. Il a été récemment amélioré par P. Philippon et E. M. Jabbouri
(voir [J]) et cette nouvelle version permet de démontrer le résultat suivant.

THEOREME. Soient o, B deux nombres algébriques (a # 0, loga # 0, B de
degré 3). 1l existe deux réels positifs c,, c, ne dépendant que des données , B tels
que pour tout polynéme PeZ[X, X,] on ait

log|P (e, &) > —c, exp[c,d(P)(d(P)+log H (P))].
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Le principe de la démonstration est simple; on utilise la construction
générale faite dans [D2] sur un cas particulier adapté au couple (, f) et
on utilise le nouveau critére de E. M. Jabbouri-P. Philippon. Ce critére,
comme celui de [P1], utilise de fagon essentielle les techniques de I'algé-
bre commutative et de I'élimination introduites en 1977 par Yu. V. Nes-
terenko dans [N], puis développées par Yu. V. Nesterenko et P. Philip-
pon (voir [P2] par exemple). Le. critére est rappelé au paragraphe 2 et le
paragraphe 3 contient la démonstration du théoréme.

Je tiens a remercier E. M. Jabbouri et P. Philippon qui ont fait
bénéficier I'équipe stéphanoise de leur nouveau critere dés sa mise au
point.

2. Le nouveau critere de E. M. Jabbouri-P. Philippon. On va expliciter ce
critére dans le cas particulier qui nous est utile ici, c’est-a-dire celui qui permet
d’obtenir une mesure d’indépendance algébrique de deux nombres (alors que le
critére général donne une mesure en terme d’idéaux). .

CriTERE. Soit 0 =(0,,0,)eC? et K un corps de nombres; on note
|6] = max (1, |8,], 18,)). Soit d, T, 6, U des nombres réels positifs vérifiant

8=>1, t20*21, 1>25log3, U=6(1+4[K:Q])z.

On suppose que pour tout entier S vérifiant
(@) t<Se?<U
il existe une famille Qs.y, ..., Qsms) de polynomes de K[X,, X,] telle que:
(b) d(Qs,) < 3, _
(©) h(Qs,) < t—25l0g3,
(d) max,< jsmsyﬂQs.;(mV IGIJ{Q"’}] < exp[—Saz),
(e) les polynomes Qs.j,j = 1, ..., m(S), sont sans zéro commun dans la boule
de C? (au sens de la norme du max) de centre 0 et de rayon exp(—Sc>).
Alors pour tout polynéme PeK[X,, X,] non constant vérifiant
() 10(4[K:Q1+3)(270)*(6*h(P)+(6*+19)d(P) < U
ona .
log|P(0) = —10(5[K: Q] +4)(270)* (6> h(P)+(5* +18)d (P)).

Pour obtenir ce résultat on utilise le critére de [J] avecn =2,k =1c¢ten
prenant pour idéal J de K[X,, X,] I'idéal engendré par P (cet idéal est de
dimension 1 puisque P n'est pas constant). Il suffit alors de traduire, en sachant
que:

Deg (J) = 2d(P),
Ht(J) < h(P)+5d(P),
I71ls < IP(O)lexp (LK : Q1d(P)+30d(P))

(pour les définitions de Deg(J), Ht(J), |Jlly voir [P1], [P2]).
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Remarquons au passage que dans cet énoncé toutes les “constantes” sont
explicites, ce qui n’était pas le cas du théoréme 2 de [P2]. Notons aussi que
I'hypothése essentielle reste I'existence d’'une famille de polynémes sans zéro
commun au voisinage du point considéré; la méthode de construction
développée dans [D2] lui est donc bien adaptée.

3. Démonstration du théoréme

3.1. Préliminaires. Les données sont celles du théoréme; et on s’est fixé un
corps de nombres K. On note K’ le corps de nombres K («, f). Au couple («, )
on associe les deux familles de nombres complexes suivantes:

u, =loga, u,=ploga, u,=p>loge,
ﬂi=l. vz=ﬂ, ) D3=ﬁ2.
Pour faire le lien avec les notations de [D2] on définit 0eC'? par
0=(1,8, B a, o, a”, o, o, a”, &”, a”*, o*);

et on représente par Y la variable (Y;,..., ¥;,). Enfin pour un élément
A=(4,, 4,, 2;)€Z3 on note

3
|A| = max 4], Au=) Au.
i i=1
Rappelons le résultat obtenu dans [D2], §I1, qui va constituer le point de
depart de la démonstration. On suppose que les familles (u,, u,, u;) et
(v, v,, v;) vérifient 'hypothése technique suivante:

HT(é,,d,) (1) Il existe X (u)> 0 tel que pour tout AcZ> A #0, et tout
X > X (u) on ait

|A ul = exp(—X*) dés que |4 < X.
(2) Il existe X (v) >0 tel que pour tout peZ p+0, et tout
X >X(v) on ait
l-v] = exp(—min(Xlog X, X)) dés que |y < X.
Alors il existe des réels positifs a,, a,, ..., ag (ag > 1) tels que pour toute

famille de paramétres (D, L, M, M,, g, R) ou D, L, M, M, sont des entiers, R,
@ des réels, tous plus grands que ag et vérifiant les neuf contraintes:

(1) 23 M3 < DL,
(©2) M<M,,

(#3) 4M, < a, R,

(€4) a,(DlogM,+LM,) <o,

() a,(Dlog R+LR) < M*log(agR/IM,),
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(46) ay(Dlog M + LM)+2M>log(a, M ,/M)+2M>3log M < g,
(€7) 4183DI3 < M3,
(#8) 4-83L< M3,
(69) log (AL (M ,/4)*)+(4* M /4 +(AL(M ,/4)*)’* < ¢/2,
ou 4:=8max(m; nlu,l; E(l +|u, vi)),

il existe une famille de polyndmes de Z[Y], {Q,,..., Q;,}, vérifiant les
propriétés suivantes:
(L) d(Q) < as(D+LM,),

(12) h(Q) < as(DlogM, +LM),
m J (I3) 1Q;(0) < 2exp(—eg/2)+exp(—3M>log(a, R/M))),

(L4) les polynémes Q,, ..., @, n’ont pas de zéro commun dans
la boule de C*2 (au sens de la norme du max)
S de centre 0, de rayon exp(—po).

Déterminons 8,, §,, dans I'hypothése technique; pour peZ* non nul,
Uv =, +u, B+u; f* est non nul (puisque B est de degré 3) et on sait alors
minorer |g-v| (voir [M-W], lemme 3, ou [W], p. 30). On obtient:

(1) lu-v| > exp(—2log M (B)—2log 3 |),
2 j4-v] = |logal exp{—ZlogM(ﬂ)—ﬂogSMl).

Ceci montre que I'on peut prendre pour é,, 4, n'importe quel réel positif aussi
petit que nécessaire; par exemple on peut prendre §, = é, = 1/4. La contrainte
(%9) est alors plus faible que (¢4).

L’estimation (I.3) montre que g et M*log(a, R/M,) doivent étre du méme
ordre de grandeur; il n’est pas génant d'imposer 4 ¢ d'étre le plus grand des
deux, ce qui permet d’écrire (I.3) sous la forme

1Q;(0)] < 3exp ( —3M>log(a, R/IM 1})

3.2. Passage de 0 a («f, «?’). Dans la suite on suppose que f est un
entier algébrique (on déduit la mesure dans le cas général de la mesure
établie dans ce cas particulier). On procéde alors exactement comme dans
[D1], §I1.2, clest-i-dire que l'on remplace formellement, dans Q,(0), of
par X, et o par X,. On obtient ainsi une famille de polynomes de
K'[X,, X,), que l'on va encore noter {Q,,...,Q,}, vérifiant les mémes
estimations (aux constantes prés) que la famille initiale; précisément, il
existe a, > 1 tel que:
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((IL1) d(Q) < a,(D+LM,),
J (1.2) h(Q,) < a,(Dlog M, + LM),
(I1) (IL3) ]Q,(a*, o) < exp(—iM3log (ag R/M ),

(I1.4) les polynomes Q,, ..., Q, n'ont pas de zéro commun
dans la boule de C? de centre («f, o),
- et de rayon exp(—p).

L’objectif est maintenant de choisir les paramétres D, L, M,M,, o R de
facon & pouvoir se placer dans les hypothéses du critére.

3.3. Choix des paramétres D, L, M, M, o, R. On introduit trois nouveaux
parameétres S, 1, & (S entier, é et > 1) les contraintes portant sur S, 1, & (et
plug !oin U) seront notées (¢'1), (€'2).... On vérifie d’abord qu'il existe un réel
positif ¢y, qui dépend de o, f8. a, a,, ..., a, mais indépendant de §, 1, 6, tel que
pour tout ¢ = ¢, on ait: '

si (t, 8, S) satisfont

(€' 1 <08,
(€°2) 8ai,a,logS <,
(€'3) _ a’explo) < 1,
(€'9) (I +3log3)o <,

alors les parametres D, L, M. M, o, R suivants vérifient (¥1) a (%9):

I 1
L=T4 1/3 S!&S 1/37. | . s
[ a5 J ( /T) ]| D [40-,1035]‘
M, = [48a}" 6% (24S/log 5)'];
e=0c8.

M s [2—13{3 O.Sfﬁ{sﬂogs)lfsl;
R = Mi/a,;
Au quadruplet (o, S, 7, 8) on peut alors associer la famille finie de

polynémes {Q,, ..., Q,} de K'[X,, X,] vérifiant (II). On remplace L, D, M,
M,, R, ¢ par leurs valeurs et on obtient pour le degré et la hauteur:

l T SZ 1/3 l Sl /3
B) dQ)<-—— s _2 V< - L
) @) 4logS +ago (tlog S) k@< 4 shaa (r log S) ’

Rappelons que pour pouvoir appliquer le critére il faut avoir d(Q) <4,

h(_Qi) < t—201log 3. Pour cela il suffit d'imposer les deux nouvelles contraintes
survantes:

(©5) 7 < 26log(t/a?),
(¥'6) ag0°(S*/logS) < ©6°, ou agy = (2ay)’.
En effet, compte tenu de (€'1), la contrainte (¥'S) implique 3 1/logS < 6/2; et la
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contrainte (¢'6) est équivalente a

S! 1/3 5
5/3 <=
i (z logS) 2

donc les majorations (3) deviennent d(Q)<d et h(Q) <t/4+/2; pour
conclure il suffit de vérifier que (¢'4) implique t/4+3/2 < t—2dlog3. '
Notons ici que la contrainte (¢'6) est plus forte que (¢'2), quitte 4 majorer
¢o- On oubliera donc (¢'2) dans la suite.
En conclusion, pour tout quadruplet (S, 7, J, 0) (avec ¢ > c,) vérifiant
(€'1), (€'3}{€'6) il existe une famille de polynémes de K'[X,, X,],

{Q4, .-, Q,}, telle que:

((IL1) d(Q) <34,

(I1.2) h(Q,) <t—2d8log3,
(< (1IL3) 1Q;(e*, af’) < exp(—a?8),

(ITL.4) cette famille n’a pas de zéro dans la boule de C?
de centre (o, «?*), de rayon exp(—a*S5).

3.4. Application du critére. On va noter
=10-272(4[K':Q]1+3), ¢, =10-27*(5[K':Q]1+4)

les deux constantes qui interviennent dans le critére (cf. §2). On prend
maintenant en compte le polynome Pe K [X, Y] que I'on se donne et on note
h=h(P), d=d(P), t=d+h.

11 faut choisir @, 1, 8, U en fonction de d et h; on va prendre pour ¢ une
valeur quelconque plus grande que ¢,, indépendante de P, et pour les autres:

cxplesdt) . e, g3 (5 14 10d) = 6c, P exp (2c, do),

G T
ou c, est un paramétre que 'on choisira plus loin, indépendant de P.

Il faut montrer que ce choix est compatible avec les contraintes (€'1),
(€'3){¥'6) et avec les contraintes du critére portant sur U non encore prises en
compte; celles-ci s’écrivent:

(€7 U > 6t(1+4[K':Q]),

(€3) ' Se*<U

@ &=

Notons que l'on a donc S < U/a? et a fortiori

$%/log S < (U/o?)?*(log(U/e?) ™.
On peut ainsi remplacer la contrainte (¢'6) par une contrainte plug forte
mais ne faisant plus apparaitre S, en remplacant S*/logS par le majorant
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ci-dessus. D’ou la nouvelle forme de (¥'6):
(¢'6 bis) agaU? (log(U/a?) ™t < 18°.

En résumé le parametre § n'apparait que dans les contraintes (¥'1) et (¢'8)
qui s’écrivent: 7 < 62§ < U. On peut donc dire que si (g, 7, §, U) vérifient les
contraintes restantes, c’est-a-dire (¢'3)~(%’5), (¥'6 bis) et (€'7), alors pour tout
entier S de Pintervalle Jt/6?, U/o?] il existe une famille de polynémes de
K'[X,, X,] vérifiant (III), ¢ est-a‘l-dirc vérifiant les hypothéses (b)(e) du critére.
Comme de plus U a été choisi de telle fagon que I'hypothése (f) de ce critére soit
satisfaite, il ne restera plus qu'a écrire la conclusion du dit critére.

11 faut donc vérifier que I'on a, avec les valeurs de &, 7, U données en “4):

(©3) o*exp(o) < 1,

(€9 (14+3log3)é <,
(€¢'5) 1 < 28log(t/0?),

(€'6 bis) agaU?(log(U/o?) ™" < 16°,
(©7) U > 61(1+4[K':Q)).

Plus précisément, on vérifie sans difficulté qu’il existe une valeur du
paramétre c,, indépendante ‘de P, telle que 8, 1, U vérifient les contraintes
ci-dessus (il suffit de prendre c, “assez grand”).

Le critére permet de conclure que I'on a

log|P(6)] > ~c, 02 (8% h(P)+(6%+18)d (P))
c’est-a-dire
log|P ()] >
Ceci montre que:

—6c, o exp (2¢, db).

Soient o, B deux nombres algébriques (x # 0, loga # 0, B de degré 3), et
K un corps de nombres. Il existe deux réels positifs c,, c, ne dépendant que des
données a, B, K tels que pour tout polynéme non constant Pe K [X,, X,] on ait

log|P (e, o) > —c, exp[c,d(P)(d(P)+h(P))].

En conclusion, on a le résultat annoncé; en effet, les mesures log H et h
sont équivalentes si on se limite 4 des polynomes 4 coefficients dans Z.
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The set of rational cycles for the 3x+1 problem
by

JErFRey C. LAGARIAS (Murray Hill, N.J.)

1. Introduction. The notorious 3x+1 problem concerns the behavior
under iteration of the 3x+1 function

Gn+1)2, n=1 (mod2),

(ll) T(") = {N/Z, n=20 {mod 2)

The 3x+1 Conjecture is the claim that, starting from any positive integer n the
iterates (n, T(n), T(T(n)), .. ) eventually reach the value 1, and subsequently

run through the cycle {1, 2} of period 2. The 3x+1 Conjecture is often
attributed to L. Collatz who studied similar iteration problems (but not
necessarily this one); it was certainly made by B. Thwaites [15]. The 3x+1
Conjecture remains unproved; it has however been verified for all n < 10'2,
The Finite Cycles Conjecture asserts that the function T has only finitely many
cycles on Z; it too remains unproved. The 3x+1 Conjecture would be
disproved by exhibiting a cycle on the positive integers other than {1, 2}. It is
known that T has no cycles in Z of length < 250,000, except those beginning
with 1,0, —1, —5 and —17 (see [6], [7]). These results together with much of
the previous work on the 3x+1 problem are surveyed in [10].

This paper studies properties of rational cycles of the 3x+1 problem,
which are cycles of the function T considered on the domain Q[(2)] of all
rational numbers having an odd denominator(!). The 3x 4 1 function T is well
defined on Q[(2)] and, more generally, is well defined on the set of 2-adic
integers Z,, into which Q[(2)] is canonically embedded (see [10]). Unlike the
set of integer cycles of T, which is presumed to be finite, the set & of all elements
of @Q[(2)] in cycles of T is large and well-behaved. Cycles of period n can be
indexed by the n residue classes (mod 2) of their iterates. In Section 2 we show
that every possible such sequence (mod2) gives rise to an element in a unique
rational cycle and conversely. Theorem 2.1 shows that for each v = (v,, ...
eevs Uy—1)€{0, 1}" there is a unique x (v)e Q [(2)] with the property that x (v) is

(') The ring Q[(2)] is the (local) ring of fractions of Z at the prime ideal (2), so would be
denoted Z;, in the notation of [2], p. 38. To avoid confusion with the 2-adic integers Z, we adopt

the notation Q[(2)].
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